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Vorwort  zur  deutschen  Ausgabe. 


Unter  den  Lehrbüchern  der  DiflFerential-  und  Integral- 
rechnung, welche  im  Laufe  des  letzten  Decenniums  veröflFent- 
licht  worden  sind,  erscheint  das  Werk  des  Herrn  Serret  zu 
einem  ersten,  grandlegenden  Studium  besonders  geeignet;  denn 
es  verbindet  mit  klarer  Präcision  eine  grosse  Vollständigkeit 
in  den  Anwendungen  dieser  Theorie.  Je  vollkommener  die 
Einsicht  in  die  Mannigfaltigkeit  der  reellen  Funktionen,  von 
denen  die  komplexen  doch  nur  eine  besondere  Art  bilden, 
geworden  ist,  um  so  mehr  erhohen  sich  die  Anforderungen 
an  eine  exakte  Begründung  der  Analysis.  Dieselbe  wird  in 
dem  vorliegenden  Werke  dadurch  angestrebt  und  erreicht,  dass 
alle  Lehrsätze  zwar  nicht  immer  in  der  vollen  Allgemeinheit 
ihrer  Gültigkeit  dargelegt^  jedoch  stets  mit  genauer  Angabe 
der  Voraussetzungen  bewiesen  werden.  Dies  nur  ist  zunächst 
notwendig,  ja  für  den  Beginn  des  Studiums  allein  zweckmässig. 
Denn  dieses  soll  vor  allem  dazu  führen,  dass  der  Anfanger 
alsbald  erkennt,  wie  vielseitig  und  vollkommen  die  Methode 
ist,  mit  welcher  wir  die  stetigen  Formen  und  Bewegungen  der 
messbaren  Grössen  bis  zu  ihren  Grenzen  zu  untersuchen  ver- 
mögen. Der  erste  Teil,  die  Differentialrechnung,  enthält  da- 
her eine  umfassende  Theorie  der  Kurven  und  Flächen,  während 
in  der  Litegralrechnung  eine  Theorie  der  Differentialgleich- 
ungen gegeben  ist,  wie  sie  in  den  deutschen  Lehrbüchern, 
abgesehen  von  dem  Werke  des  Herrn  Di  enger,  das  schon 
einer  früheren  Zeit  angehört,  eigentlich  vollständig  fehlt. 
Freilich  ist  gerade  auf  diesem  Gebiete,  besonders  bei  den 
linearen  Gleichungen,  die  Art  der  Problemstellung  in  den  letzten 
Jahren  eine  wesentlich  neue  geworden;  doch  bleiben  die  älteren 
Methoden  eines  Euler  und  Lag  ränge  als  Grundlage  des 
Ganzen  nach  wie  vor  unentbehrlich,  wenn  auch  das  Bestreben, 
alle  Probleme  in  dieselbe  Form  za  zwingen,  sich  als  wertlos 
erwiesen  hat.    Für  die  Integration  der  partiellen  Differential- 


Digitized  by 


Google 


IV  Vorwort 

gleichungen  erster  Ordnung  ist  nur  die  Methode  von  Canchy, 
fÖr  Gleichungen  zweiter  Ordnung  die  von  Monge  und  Ampere 
angegeben,  und  ich  habe  dies  auch  in  der  vorliegenden  Aus- 
gabe nicht  geändert,  zumal  da  die  Jacobischen  Arbeiten  jetzt 
zugänglicher  als  früher  geworden  sind. 

In  der  Erkenntnis,  dass  es  nicht  thunlich  ist,  dem  Stu- 
dierenden, der  sich  neue  Begriffe  zu  eigen  machen  soll,  ein 
Lehrbuch  zu  empfehlen,  welches  in  einer  fremden  Sprache  ge- 
schrieben ist,  selbst  wenn  er  dieselbe  einigermassen  beherrscht^ 
habe  ich  diese  deutsche  Bearbeitung  unternommen,  als  ich  im 
vorigen  Herbst  meine  Lehrthätigkeit  fär  längere  Zeit  unter- 
brechen musste.  Die  Genehmigung  dazu  wurde  mir  in  bereit- 
willigster Weise  von  dem  Herrn  Verfasser  sowohl,  wie  von 
dem  Verleger,  Herrn  Gauthi er- Villars,  erteilt,  denen  ich 
meinen  verbindlichsten  Dank  hierfür  ausspreche.  Meiner  Arbeit 
liegt  die  zweite  Ausgabe  des  französischen  Originales  zu 
Grunde,  deren  Bände  in  den  Jahren  1879  und  1880  erschienen 
sind.  Es  war  nicht  mein  Bestreben,  den  Inhalt  des  Werkes 
zu  erweitem,  das  sich  schon  in  vielen  Kapiteln  durch  aus- 
gedehntere eigene  Untersuchungen  des  Herrn  Serret  aus- 
zeichnet. Auch  die  allgemeinen  Lehrsätze  habe  ich  fast 
sämtlich  in  dem  Um&nge  belassen,  welche  der  Verfasser  ihnen 
gegeben  hat.  Die  Werke  der  Herren  Dini,  Pasch,  du  Bois- 
Beymond,  sowie  mein  eigenes  vor  einigen  Jahren  erschienenes 
Buch  können  für  Fragen  dieser  Art  zur  Ergänzung  dienen; 
auch  darf  ich  wohl  auf  meine  beiden,  soeben  in  den  Mathe- 
matischen Annalen  veröffentlichten  Abhandlungen:  „die  all- 
gemeinen Sätze  über  den  Zusammenhang  der  Funktionen  einer 
reellen  Yariabelen  mit  ihren  Ableitungen^^  für  weitere  Studien 
verweisen.  Grössere  Änderungen  oder  Ausführungen,  welche 
mir  trotzdem  wünschenswert  erschienen,  und  die  zumal  in  der 
Begründung  der  Integralrechnung  an  mehreren  Stellen  sich 
finden,  habe  ich  durch  kleineren  Druck  kenntlich  machen  lassen. 

Der  Druck  des  zweiten  Teiles  soll  unmittelbar  nach 
Vollendung  des  ersten  beginnen,  so  dass  der  Band  im  nächsten 
Frühjahr  erscheinen  wird. 

Juni  1884. 

Axel  Harnack. 
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Erstes  Kapitel. 
Einleitende  Begriffe. 


Yon  den  Funktionen. 

1.  Die  Grössen,  welche  den  mathematischen  Untersuch- 
ungen zu  Grunde  liegen^  sind  von  zweierlei  Art;  die  einen 
besitzen  einen  bestimmten  .festen  Wert,  die  anderen  können 
mehrere  verschiedene  Werte  annehmen«  Jene  nennt  man 
Jconstante,  diese  veränderliche  oder  variabele  Grössen. 

Hat  man  bei  einer  Aufgabe  mehrere  Variabele  zu  be- 
trachten, so  kann  man  einigen  derselben  willkürliche  Werte 
beilegen^  und  ahdann  erhalten  die  anderen  Yariabelen  bestimmte 
Werte.  Erstere  heissen  die  unabhängigen  Veränderlichen^  die 
anderen  die  abhängigen  Veränderlichen  oder  die  FufJdionen  der 
unabhängigen. 

So-  führt  z.  B.  die  Untersuchung  des  Kreises  auf  drei 
Grössen:  den  Radius,  die  Peripherie,  und  die  Fläche.  Erteilt 
man  einer  dieser  Grossen  willkürliche  verschiedene  Werte, 
so*  bekommen  die  anderen  beiden  bestimmte  entsprechende 
Werte,  sie  sind  also  Funktionen  der  ersten,  welche  selbst 
hierbei  die  unabhängige  Variabele  ist. 

Bei  einem  geraden  Ereiscylinder  hat  man  vier  Grössen 
zu  betrachten:  den  Radius,  die  Höhe,  die  Oberfläche  und  das 
Volumen.  Hier  kann  man  zweien  der  Grössen  willkürliche 
Werte  beilegen,  die  anderen  beiden  bekommen  alsdann  be- 
stimmte Werte,  sie  sind  also  Funktionen  von  zWei  unab- 
hängigen Variabelen. 

'     2.  Die  Funktionen,  welche  wir  betrachten  werden,  werden 
meistens  analytisch  definiert  sein,  d.  h.  vermittelst  numerischer 

Serret,  Differential-  und  Integral  -  Rechnung.  L  Bd.  1 
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Beziehungen  oder  Gleichungen,  die  zwischen  ihnen  und  den 
unabhängigen  Veränderlichen  bestehen. 

Die  Funktion  heisst  eine  algebraische y  wenn  die  Gleichung, 
durch  welche  sie  mit  der  unabhängigen  Variabelen  verbunden 
ist,  nur  vermittelst  der  in  der  Algebra  benutzten  (und  daher 
algebraisch  genannten)  Rechnungsoperationen  gebildet  ist^ 
nämlich  1.  der  Addition  und  Subtraktion,  2.  der  Multiplikation^ 
3.  der  Division,  4.  der  Potenzierung  mit  ganzen  Exponenten, 
5.  der  Wurzelausziehung  mit  ganzen  Exponenten.  Andern- 
falls heisst  die  Funktion  eine  transscendente. 

Wenn  die  Gleichung;  welche  die  Funktion  mit  den  unab- 
hängigen Variabelen  verknüpft^  nach  der^ibhängigen  Variabelen 
aufgelöst  ist,  so  heisst  die  Funktion  eine  explicite;  im  andern 
Falle  eine  implicite.  Man  sieht  also,  dass  bei  einer  expliciten 
Funktion  die  Werte^  welche  sie  annimmt,  dadurch  erbalten 
werden  j  dass  man  mit  den  unabhängigen  Variabelen  und  mit 
Konstanten  eine  oder  mehrere  Rechnungsoperationen  auszu- 
führen hat,  welche  in  bestimmter  Weise-  definiert  sind. 

Die  expliciten  algebraischen  Funktionen  sind  rationale, 
wenn  sie  keine  Wurzel  aus  einer  variabelen  Grosse  enthalten, 
andernfalls  irrationale.  Rationale  Funktionen  werden  in' ganze 
und  in  gebrochene  eingeteilt.  Eine  ganze  Funktion  ist  nichts 
anderes  als  ein  Polynom,  eine  gebrochene  ist  der  Quotient 
zweier  Polynome. 

Im  folgenden  werden  wir  oftmals  die  Funktionen  durch 
einfache  Buchstaben  bezeichnen,  ebensp  wie  die  unabhängigen 
.  Variabelen.  Wenn  es  sich  aber  darum  handelt,  die  letzteren 
hervorzuheben,  so  werden  wir  die  gewohnlichen  Zeichen  F,  fy 
9  .  • .  benutzen,  und  hinter  diesen,  zwischen  Klammem,  die 
verschiedenen  unabhängigen  Veränderlichen  setzen.  So  werden 
z.  B.  F{pc),  f(x),  ip{x),..  Funktionen  der  Variabelen  x  be- 
zeichnen; F(x^y)  f(x^y)...  ebenso  Funktionen  der  beiden 
Variabelen  x,  y. 

• 
Der  Begriff  der  Grenze. 

8.  Wenn  die  aufeinander  folgenden  Werte  einer  Variabölen 
X  sich  mehr  und  mehr  einem  festen  Werte  a  nähern  derart, 

Digitized  byLjOOQlC 


Einleitung.  3 

das  8  der  Betrag  (absolute  Wert)  der  Differenz  x  —  a  schliess- 
lich kleiner  wird  und  kleiner  bleibt  als  irgend  welche  angeb- 
bare Grösse,  so  sagt  man,  dass  die  Variabele  x  den  konstanten 
Wert  a  zur  Grenze  (limes)  hat. 

Die  Variabele  kann  entweder  immer  kleiner  oder  immer 
grösser  sein  als  ihre  Grenze;  aber  auch  das  ist  möglich,  dass 
sie  bald  kleiner,  bald  grösser  wird  als  diese  Grenze.  Schon 
durch  das  Studium  der  Geometrie  und  Trigonometrie  wird  der 
Leser  mit  diesem  Begriff  der  Grenze  vertraut  sein.  So  ist  z.  B. 
die  Fläche  eines  Bjreises  die  Grenze,  welcher  sich  die  fläche 
des  regelmässigen  ein-  oder  umgeschriebenen  Polygones  nähert, 
wenn  die  Anzahl  der  Polygonseiten  unbegrenzt  wächst.  Auch 
wird  in  der  Trigonometrie  gelehrt  (siehe  auch  Kap.  11  §  43), 
dass  die  Verhältnisse  siu  x  :  x^  und  tang  x  :  x  nach  dem  Grenz- 
werte 1  konvergieren ;  wenn  die  Bogenlänge  x  unbegrenzt  ab- 
nimmt. 

Das  Prinzip,  welches  der  Rechnung  mit  Grenzwerten  zu 
Grunde  liegt,  kann  man  folgendermassen  aussprechen:  Wenn 
etvei  variabele  Grössen  einander  immer  gleich  bleiben  bei  den 
verschiedenen  Werten,  welche  sie  annehmen,  tmd  die  eine  der 
Crrössen  konvergiert  dabei  nach  einer  bestimmten  GhrenzCy  so  hm- 
vergiert  auch  die  andere  nach  dem  nämlichen  (oder  gleichen) 
Grenzwerte, 

Die  Gültigkeit  dieses  Satzes  ist  so  einleuchtend,  dass  jede 
weitere  Auseinandersetzung  überflüssig  wäre,  seine  Bedeutung 
ist  andererseits  durch  die  vielfachen  Anwendungen,  welche  er 
in  der  Geometrie  gefunden  hat,  erwiesen. 

Es  wird  gut  sein,  den  Begriff  der  Grenze  noch  an  einigen 
elementaren  Bechnongsbeispielen  zu  erörtern,  woraus  dann  eine 
allgemeine  Erkenntnis  davon,  was  wir  Orösse  zu  nennen  haben, 
und  wie  sich  Grössen  durch  Zahlen  darstellen,  hervorgehen,  wird« 
Wenn  man  einen  Bruch,  dessen  Nenner  nicht  aus  den  Faktoren 
2  und  5  zusammengesetzt  ist,  in  einen  Dezimalbruch  verwandelt, 
so  erhält  man  einen  sogenannten  unendlichen  Dezimalbruch;  es  ist 

^  B.  -  «=  0,3333  . . .     Mithin    hat    die    Reihe    der    Zahlen  0,3; 

ö 

0,33;  0,333; ...  welche  man  beliebig  fortsetzen  kann,  den  Wert 
--  zur  Grenze;  denn  es  werden  die  Unterschiede: 
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kleiner  als  irgend  welche  angebbare  Grenze ,  je  mehr  Dezimal- 
stellen mit  dem  Werte  3  man  anschreibt.  Hier  ist  die  Qrenze 
der  Wertreihe  durch  eine  bestimmte  rationale  Zahl  angebbar,  wie 
überhaupt  bei  allen  unendlichen  periodischen  Dezimalbrüchen.  Wenn 
man  ferner  aus  einer  Zahl,  die  nicht  selbst  eine  Quadratzahl  ist, 
«ine  Wurzel  zu  ziehen  hat,  z.  B.  Y^^  so  führt  das  gewöhnliche 
Yerfahren  wiederum  auf  einen  unendlichen,  aber  nicht  periodischen 
Dezimalbruch.  Die  Reihe  der  rationalen  Zahlen,  welche  man  er- 
h&ltt  indem  man  den  Dezimalbruch  mit  einer  Stelle,  sodann  mit 
zwei,  mit  drei,  vier  u.  s.  w.  Stellen  anschreibt,  besitzt  dann  als 
Orenze  den  Wert  V^2.  Denn  die  Unterschiede  jener  Zahlen  und 
der  Orösse  y2  werden  schliesslich  so  klein,  wie  man  nur  will, 
was  durch  den  Vergleich  des  Quadrates  jedes  Dezimalbruches  mit 
der  Zahl  O^)*  =-  2  festgestellt  wird.  Die  Grösse  Y2  ist  hier 
nicht  selbst  als  bestimmte  Zahl  innerhalb  des  rationalen  Zahl- 
sjstemes  fixierbar;  vielmehr  bildet  ihre  Definition  als  Grenze  einer 
unbegrenzt  fortsetzbaren  Beihe  von  rationalen  Zahlen  das  einzige 
Mittel  der  arithmetischen  Darstellung  dieser  Grösse,  die  eine 
irrationale  Zahl  genannt  wird. 

Geht  man  von  dem  Begriffe  der  ganzen  Zahlen,  wie  er  durch 
Ztthlung  gewonnen  wird,  aus  und  erweitert  man  denselben  durch 
Teilung  der  Zahlen  zum  Begriffe  des  rationalen  Zahlsjstemes ,  so 
reicht  man  mit  diesem  Zahlsjsteme  zur  Bestimmung  jedweder 
Grösse  nicht  aus,  wie  man  sowohl  bei  arithmetischen  Problemen 
(z.  B.  bei  der  Wurzelausziehung)  als  auch  bei  geometrischen  (z.  B. 
bei  Strecken,  die  mit  einem  gegebenen  Massstabe  nicht  kommen- 
surabel sind)  erkennt  Diese  Erkenntnis  erschliesst  den  Begriff 
der  arithmetischen  Grösse  in  seiner  notwendigen  Erweiterung: 

Die  rationalen  Zahlen  lassen  sich  der  Grösse  nach  ordnen; 
wir  nennen  dabei  eine  Zahl  grösser  als  eine  andere,  wenn  sie  aas 
dieser  durch  Hinzufügung  einer  gewissen  Anzahl  von  Einheiten 
oder  von  Bruchteilen  der  Einheit  hervorgeht. 

Die  rationalen  Zahlen  bilden  daher  zan&chst  den  Begriff  der 
„arithmetischen  Grössen".  Die  Rechnungsoperation  des  Subtrahierens 
führt  darauf,  den  Begriff  der  positiven  und  der  negativen  Einheit 
zu  unterscheiden.  Die  negativen  Grössen  heissen  kleiner  als  die 
positiven,  und  um  so  kleiner,  je  grösser  ihr  Betrag  (absoluter 
Wert)  ist.  Jedes  Ding,  was  sich  mit  den  Zahlen  der  rationalen, 
positiven  und  negativen  Zahlenreihe,  vermittelst  Messung  oder 
Teilung,  derart  vergleichen  lOsst,  dass  von  ihm  ausgesagt  werden 
kann,  es  sei  grösser  als  ein  anderes,  und  kleiner  als  ein  drittes. 
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deren  Qrössen  durch  beetimmte  rationale  Zahlen  ansgedrückt  werden, 
fUllt  unter  den  Begriff  der  Grösse.  So  ist  V^2  eine  Grösse,  weil 
dieser  Begriff  sich  seiner  Definition  gemäss  zwischen  rationalen 
Zahlen  einordnen  Ittsst  (er  ist  zweideutig,  weil  sich  sowohl  positive 
Zahlen,  als  auch  negative  angeben  lassen,  zwischen  denen  erliegt); 
^--2  ist  keine  Grösse,  weil  jede  Zahl,  mag  sie  nun  positiv  oder 
negativ  sein,  mit  sich  selbst  multipliziert  eine  positive  Zahl  (ein- 
schliesslich der  O)  liefert,  die  also  grösser  ist  als  —  2.  Der  Kreis- 
fläche kommt  eine  Grösse  zu,  weil  sie  sich  mit  rationalen  Flächen- 
grössen  vergleichen  lässt  u.  s.  w.  Insbesondere  wird  man  nun  eine 
im  rationalen  Systeme  nicht  enthaltene  Grösse  auch  noch  eine 
arithmetische  nennen  können,  wenn  sich  eine  unbegrenzt  fortsetz- 
bare  Reihe  von  rationalen  Zahlen  cr^,  c^,  «3...,  o„...  angeben  Iftsst, 
so  dass  der  Unterschied  zwischen  der  zu  bestimmenden  Grösse  und 
der  Zahl  a^  schliesslich  kleiner  wird  als  jede  noch  so  kleine  an- 
gebbare rationale  Zahl,  falls  man  n  beliebig  wachsen  lässt,  d.  h. 
in  der  definierenden  Zahlreihe  weiter  und  weiter  vorgeht.  Zwei 
Grössen  heissen  verschieden,  wenn  ihr  Unterschied  selbst  wiederum 
eine  Grösse  ist,  die  zwischen  rationalen  Zahlen  eingeschlossen  liegt, 
dagegen  heissen  zwei  Grössen  einander  gleich,  wenn  ihr  Unter- 
schied dem  Betrage  nach  kleiner  ist  als  jede  noch  so  kleine  ratio- 
nale Zahl.  Bildet  die  eine  Grösse  den  Grenzwert  der  Reihe  ratio- 
naler Zahlen  a^,  a^i  «'s*")  ^"*-"  ^^^  andere  Grösse  den  Grenzwert 
der  Reihe  ^x,  ^g,  ^g.-.,  ^n**-)  so  werden  diese  beiden  Grössen  ein- 
ander gleich  sein,  wenn  der  Unterschied  der  Zahlen  a»  und  ßni 
also  die  Differenz  cc^  —  ßnj  je  grösser  n  wird,  dem  Betrage  nach 
kleiner  als  jede  noch  so  kleine  Zahl  wird.  Zusammenfassend  können 
wir  also  sagen.:  Für  den  Begriff  einer  bestimmten  arithmetischen 
Grösse  ist  die  Yergleichbarkeit  mit  rationalen  Zahlen,  und  zwar 
vermittelst  unbegrenzter  Annäherung,  wesentlich.  Die  Definition 
der  Grösse  als  Zahl  geschieht,  indem  sie  als  Grenze  einer  unbe- 
grenzt fortsetzbaren  Reihe  von  rationalen  Zahlen  fixiert  wird;  sie 
ist  auf  diese  Weise  eindeutig  bestimmt. 

Die  Zahlenreihen  aber,  welche  eine  bestimmte  Grösse  defi- 
nieren, haben  zwei  wesentliche  Eigenschaften.  Ist  die  zu  defi- 
nierende Grösse  von  0  verschieden,  ein  bestimmter  positiver  oder 
negativer  Wert,  so  müssen  auch  die  Zahlen  der  definierenden  Reihe 
schliesslich  sämtlich  von  einerlei  Vorzeichen,  dem  positiven  oder 
negativen  sein.  Nur  die  Grösse  0  kann  durch  eine  Reihe  definiert 
werden,  welche  sowohl  positive  als  auch  negative  Zahlen,  die  nur 
dem  Betrage  nach  beliebig  klein  werden,  enthält  Sodann  aber 
gilt  als  zweites  entscheidendes  Merkmal:  Damit  eine  bestimmte 
Grösse  Grenze  einer  definierenden  Reihe  sein  kann,  müssen  die 
Unterschiede  zwischen  den  Zahlen  dieser  Reihe  schliesslich  beliebig 
klein  werden,  d.  h.  bezeichnet  d  eine  beliebig  kleine  Zahl,  so  muss 
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sich  eine  Stelle  n  angeben  lassen,  so  dass  der  unterschied  zwischen 
der  zu  dieser  Stelle  gehörigen  Zahl  On  der  Reihe  und  jeder 
anderen  darauf  folgenden  Zahl  an  +  m  kleiner  ist  als  d;  also 
abs  [or»  —  o»  +  m]  <  ^«  Denn  da  sämtliche  Zahlen  o  sich  schliess- 
lich von  der  Grösse  A  beliebig  wenig  unterscheiden,  so  kann  man 
jedenfalls  eine  Stelle   ausfindig  machen,   von   der   sämtliche  a  um 

$ 
weniger  als  —  von  A  differieren.     Es  ist  dann 

abs  [A  —  aj  <  -,    abs  [J.  —  a»  4.  ,„]  <  -> 

folglich: 

abs  [of„  —  a«  +  m]  <  d. 

(unterscheiden    sich    «„   und    cin^m  ^    demselben  Sinne  von  A^ 

so  ist  auch  ihre  Differenz  kleiner  als  —.)    So  kann  man  z.  B.  für 

die  Berechnung  von  V^2  den  Dezimalbruch  so  weit  fortsetzen,  dass 

sich  alle  weiteren  Dezimalbrüche  um  weniger  «ds  (  — )  oder  allge- 

mein  um  weniger  als  (rx)  von  einander  unterscheiden.     Nachdem 

auf  diese  Weise  die  Erkenntnis  gewonnen  ist:  Für  den  Begriff 
einer  Grösse  ist  nur  wesentlich,  dass  sie  sich  zwischen  Grenzen 
einschliessen  lässt,  die  einander  beliebig  genähert  werden  können, 
sie  ist  bestimmt  als  Grenze  einer  Reihe  von  rationalen  Zahlen,  welche 
die  oben  genannten  Eigenschaften  besitzt;  kehrt  man  diesen  Satz 
um  und  definiert: 

Eine  unbegrenzt  fortsetzbare  Reihe  von  rationalen  Zahlen 

deren  Glieder  die  Eigenschaft  haben,  dass  sich  zu  jeder  noch  so 
kleinen  Zahl  ö  eine  Stelle  n  angeben  lässt,  von  der  ab  die  Differenz 
aller  folgenden  Zahlen  kleiner  bleibt  als  dj  definiert  eine  bestimmte 
Grösse,  welche  die  Grenze  dieser  Reihe  genannt  wird.*  Man  ist 
zu  dieser  Umkehr  berechtigt,  weil  durch  die  Grenze  der  Reihe  in 
der  That  ein  Begriff  geschaffen  ist,  welcher  den  Vergleich  mit 
rationalen  Zahlen  hinsichtlich  seiner  Grösse  zulässt.  Unterscheiden 
sich  von  der  Stelle  a„  ab  sämtliche  Zahlen  der  Reihe  um  weniger 
als  die  Zahl  rf,  so  ist  die  Grenze  eine  Grösse,  die  zwischen  or«  —  d 
und  an  +  d  gelegen  ist,   die   also,   da  d  so  klein  gewählt  werden 


*  Durchaus  zutreffend  ist  die  Definition  von  Leibniz  (Math.  Werke 
herausg.  von  Gerhard,  Bd.  7  pag.  53):  Mathesis  universalis  est  scientia 
de  quantitate  in  Universum,  seu  de  ratione  aestimandi,  adeoque  limites 
designandi,  intra  quos  aliqoid  cadat. 
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kann  als   man   nur  will,    mit  beliebiger  Annäherung  durch   eine 
rationale  Zahl  ausgedrückt  wird. 

Die  Gesamtheit  der  Zahlen  eines  Intervalles  z.  B.  von  0  bis  1, 
besteht  nicht  nur  aus  allen  rationalen  Zahlen  zwischen  0  und  1, 
sondern  auch  aus  der  Gesamtheit  aller  Zahlen,  die  als  Grenzwerte 
definierender  Zahlenreihen  sich  zwischen  diesen  einschalten  lassen. 
Diese  Gesamtheit  bezeichnet  man  als  den  Inbegriff  der  stetigen 
Zahlenreihe  zwischen  0  und  1.  Man  wendet  diese  Bezeichnung  an, 
weil  das  einfachste  Beispiel  der  stetigen  Ausdehnung,  nämlich  die 
lineare  Strecke  von  der  Länge  1,  wenn  man  die  Abstände  ihrer 
Punkte  vom  Ausgangspunkte  misst,  uns  lehrt,  dass  die  Entfernung 
jedes  inneren  Punktes,  er  mag  irgendwie  durch  geometrische  Kon- 
struktion oder  durch  Bewegung  definiert  sein,  sich  auch  durch  solch 
«ine  Zahlenreihe  definieren  lässt.  Übrigens  ist  die  arithmetische 
Definition  der  kontinuierlichen  Zahlenreihe  von  der  geometrischen 

Anschauung  ganz  unabhängig. 

» 
Auf  weitere  Sätze  über  definierende  Zahlenreihen,  die  man,* 
nachdem  die  irrationalen  Zahlen  definiert  sind,  auch  mit  irratio 
nalen  zusammensetzen  kann,  wodurch  aber  kein  neuer  Zahlbegriff 
gewonnen  wird,  weil  solch  eine  Reihe  auch  immer  wieder  durch  eine 
Reihe  von  rationalen  ersetzt  werden  kann,  soll  hier  nicht  ein- 
gegangen werden.  Nur  den  einen  Satz,  der  alsbald  Anwendung 
finden  wird,  will  ich  hervorheben. 

Hat  msLYK  eine  unbegrenzt  fortsetzbare  Reihe  von  Zahlen 
4^1,  ffg, ...  cfn  •••)  von  denen  jede  folgende  grösser  ist  als  die  vor- 
hergehende, und  weiss  man,  dass  nichtsdestoweniger  diese  Zahlen 
nicht  über  jede  Grenze  hinauswachsen,  sondern  insgesamt  kleiner 
bleiben  als  eine  bestimmte  Zahl  ß,  so  wird  durch  solch  eine  Reihe 
immer  eine  bestimmte  Grösse  definiert,  um  dies  zu  erkennen,  ist 
nur  zu  zeigen,  dass  die  Zahlenreihe  die  für  eine  definierende  Reihe 
wesentliche  Eigenschaft  besitzt,  nämlich  dass  sich  zu  jeder  noch 
80  kleinen  Zahl  d  eine  Stelle  n  finden  lässt,  von  der  ab  die  Diffe- 
renz der  Zahlen  kleiner  wird  als  6.  Würde  nämlich  dieses  nicht 
der  Fall  sein,  Hessen  'sich,  wie  weit  man  auch  vorgehen  mag, 
immer  wieder  zwei  Zahlen  finden,  deren  Differenz  grösser  ist 
als  d,  so  könnte  man  folgende  Ungleichungen  bilden:  Man  findet 
zwei  Zahlen  am  und  an  9^  deren  Differenz  grösser  ist  als  S,  sodann 
zwei  Zahlen  ans  und  cfni,  deren  Differenz  grösser  ist  als  ö,  und  so 
weiter  zwei  Zahlen  an 6  und  an^]  kurz  man  könnte,  wie  gross  aucl^ 
die  Stellenzahl  n  wfrd,  beliebig  viele  Ungleichungen  entwickeln 

«Hl—  ftf»i>  ^,  «»4—  ans>^,  «»6  — a»ö>  <J,  «118—  «117 >  *... 

Da  nun  die  Zahlen  mit  wachsendem  Index  sämtlich  wachsen: 
Also  am  <  «m  <  «nl  <  «»4  <  •••  ist,  SO  erkennt  man,  dass 
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a»i  >  a«i  +  rf,  «114  >  ««8  +  ^  >  a«i  +  2*,  a««  >  ««i  +  3d, 
aj.8>  ««1  +  4d... 

wird.  Weil  sich  sonach  der  Wert  von  ö  beliebig  vervielfÄltigt 
und  ein  Vielfaches  von  6  beliebig  gross  wird,  so  würden  in  der 
Reihe  der  Zahlen  a  auch  solche  Zahlen  vorkommen,  die  grösser 
sind  als  eine  bestimmte  Zahl  ß^  was  der  Voraussetzung  nach  nicht 
möglich  ist. 

Ebenso  beweist  man  den  Satz:  Hat  man  eine  unbegrenzt  fort- 
setzbare Reihe  von  Zahlen:  a^/a^,  .. .  ofn ..  ,  von  denen  jede  fol- 
gende kleiner  ist  als  die  vorhergehende,  und  weiss  man,  dass 
nichtsdestoweniger  diese  Zahlen  insgesamt  grösser  bleiben  als 
eine  bestimmte  Zahl  /3,  so  wird  durch  solch  eine  Reihe  immer 
eine  bestimmte  Grösse  definiert. 


Unendlich  kleine  Grossen  und  nnendlieh  grosse. 

4.  Konvergiert  eine  variabele  Grösse  nach  dem  Grenzwerte  0, 
80  sagt  man,  sie  wird  unendlich  klein;  man  nennt  sie  auch 
ein  unendlich  kleines.  Wenn  die  Variabele  unbegrenzt  wächi|t, 
derart,  dass  sie  schliesslich  grosser  wird  und  grösser  bleibt  als 
irgend  welche  angebbare  ijrösse,  so  sagt  man,  sie  wird  dem 
Betrage  nach  unendlich  gross,  oder  auch  schlechtweg  unendlich. 

Eine  Grösse,  welche  unendlich  klein  wird,  kann  dabei  ent- 
weder nur  positiv  oder  nur  negativ  sein,  oder  auch  sowohl  posi- 
tiv oder  negativ  werden.  Eine  Grösse,  welche  unendlich  gross 
wird  und  dabei  nur  positiv  ist,  wird  posüvv  unendlich;  ist  sie 
dagegen  nur  negativ,  so  wird  sie  negativ  unendlich.  Wechselt  sie 
aber  immer  wieder  das  Zeichen,  so  wird  zwar  ihr  Betrag  unend- 
lich, die  Grösse  selbst  aber  unbestimmt  unendlich. 

Die  Namen  unendlich  klein  und  unendlich  ^055*  haben  keinen 
andern  Zweck  als  eine  Vereinfachung  der  Ausdrucksweise. 
Anstatt  zu  sagen:  sino;  konvergiert  nach  der  Grenze  0,  und 
cotgo;  wächst  Qber  jede  Grenze,  wenn  x  sich  dem  Werte  0 
beliebig  nähert,  heisst  es:  Ist  x  unendlich  klein,  so  ist  auch 
sino;  unendlich  klein,  und  cotgo;  ist  unendlich  gross. 

f 

Verschiedene  Ordnungen  des  unendlich  kleinen. 

5.  Da  unendlich  kleine  Grössen  stets  variabele  sind,  so 
gilt  für  sie,  was  eben  von  Variabelen  im  allgemeinen  gesagt 
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wurde,  man  wird  zu  unterscheiden  haben  zwischen  unabhän- 
gigen und  abhängigen  Variabelen.  Bei  Untersuchungen  dieser 
Art  kommt  mau  immer  auf  den  Fall,  wo  die  unendlich  kleinen 
Grössen^  welche  man  zu  betrachten  hat,  nur  von  einer  einzigen 
unter  ihnen  abhängen-,  diesen  Fall  allein  müssen  wir  hier  unter- 
suchen. 

Unter  den  unendlich  kleinen  Grössen^  welche  in  einer 
analytischen  Untersuchung  auftreten^  wählt  man  eine  nach 
Belieben  aus^  die  man  als  das  unendlich  kleine  erster  Ordnung 
bezeichnet;  und  mit  welcher  man  die  anderen  unendlich  kleinen 
folgendermassen  vergleicht. 

.  Sei  a  das  unendlich  kleine  erster  Ordnung,  ß  ein  anderes, 
so    ist,    der.    Definition    dieser    Grössen    gemäss,    lim  a  =  0, 

lim  iS  —  0.    Wenn   nun  der  Quotient  ~  einer  endlichen  von  0 

ff 

verschiedenen  Grenze  k  zustrebt  derart,  dass 

a 
und  b  unendlich  klein   wird,  so  werden  wir  auch  ß  eine  un- 
endlich kleine  Grösse  erster  Ordnung  nennen.    Es  ist 

ß^a{k  +  B) 

und  diese  Formel  liefert  den  allgemeinen  Ausdruck  für  das 
unendlich  kleine  erster  Ordnung. 

Ist    aber    das    Verhältnis  —  selbst  unendlich  klein  von 

a 

erster  Ordnung^   so   werden  wir  ß  unendlich  klein  von  zweiter 

Ordnung  nennen. 

In  diesem  Falle  hat  man  nach  dem  vorhergegangenen 
^  ««(/;  +  a) 

oder 

ß^a^{k  +  B) 

und  diese  Formel  giebt  den  allgemeinen  Ausdruck  einer  unend- 
lich kleinen  Grösse  zweiter  Ordnung;  k  bezeichnet  eine  be- 
stimmte endliche  von  0  verschiedene  Grösse,  b  eine  unendlich 
kleine. 


Digitized  by 


Google 


10  Erstes  Kapitel.    §§  5  und  6. 

AUgemem  wird  ß  eine  unendlich  Meine  Gi'össe  n*^  Ordnung 
ß 
sein,  wenn  das  Verhältnis  —  von  der  n  —  V^^  Ordnung  unend- 
lich klein  ist. 

Nimmt  man  also  an,  dass 

a— !(*  +  «) 
der    allgemeine   Ausdruck   für   eine   unendlich   kleine   Grösse 
n  —  1**'  Ordnung  ist,  so  ist 

c.«  a'«-i(Aj  +  s)  oder  ß  =  a»(t  +  a) 

und  daraus  schliesst  man,  dass  dieser  Ausdruck  die  allgemeine 
Form  des  unendlich  kleinen  w**' Ordnung  ist,  wobei  i,  wie  vor- 
hin, eine  bestimmte  endliche  von  0  verschiedene  Grosse,  a  eine 
unendlich  kleine  bezeichnet.  Das  Produkt  Ica^  ist  das  erste 
oder  das  Hauptglied  der  unendlich  kleinen,  durch  ß  dargestell- 
en  Grösse  n**'  Ordnung. 

Demnach  kann  man  auch  sagen,  dass  die  Ordnung  des 
unendlich  kleinen  ß  der  Exponent  n  ist^  zu  welchem  man  die 
unendlich  kleine  Grösse  erster  Ordnung  a  erheben  muss^  um 
einen  Quotienten  ß:  a^  zu  erhalten,  dessen  Grenze  eine  be- 
stimmte, endliche,  von  0  verschiedene  Grösse  ist  Diese  neue 
Definition  umfasst  auch  den  Fall,  wo  n  nicht  mehr  eine  ganze 
Zahl  ist,  was  bisweilen  von  Nutzen  ist.  Gewisse  Untersuchungen 
führen  in  der  That  darauf,  unendlich  kleine  Grössen  zu  be- 
trachten, deren  Ordnung  durch  eine  echt  oder  unecht  gebro- 
chene Zahl  ausgedrückt  wird. 

Ist  die  Ordnung  n  ein  echter  Bruch,  so  sagt  dies  aus,  dass 
ß  von  niederer  als  der  ersten  Ordnung,  also  von  niederer  Ordnung 
wie  a  unendlich  klein  wird.  Die  Ordnung  des  unendlich  kleinen 
kann  auch  eine  irrationale  Zahl  werden;  und  auch  der  Fall  ist 
möglich,  dass  sich  nur  eine  Zahl  n  rational  oder  irrational  an- 
geben   l&sst,    so  dass    für  alle   Exponenten  m  kleiner   als   n   der 

ß 
Quotient  -^  gleich  0,  für  alle  Zahlen  grösser  als  n  dagegen  un- 
endlich wird,  wfthrend  er  für  w  «  «  auch  entweder  0  oder  unend- 
lich ist.  In  diesem  Falle  wird  die  Ordnung  von  ß  nicht  durch 
eine  bestimmte  Zahl  fixierbar,  vielmehr  bildet  n  nur  eine  Grenze 
besonderer  Art  (siehe  Kap.  5  §  125). 
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Die  Geometrie  bietet  viele  Beispiele  von  unendlich  kleinen 
Orössen  yerschiedener  Ordnung.  Da  aber  dieser  Gegenstand 
in  späteren  Kapiteln  ausführlich  behandelt  werden  wird,  so 
beschranken  wir  uns  hier  auf  einige  einfache  Angaben.  Wird 
<lie  Bogenlänge  x  eines  Kreises  als  unendlich  kleines  erster 
Ordnung  betrachtet,  so  sind  sinrr  und  tango;  ebenfalls  von 
erster  Ordnung  unendlich  klein;  1  —  cos  a;  ist  von  zweiter 
Ordnung,  a;  —  sin  a;  von  dritter  Ordnung  unendlich  klein 
(§  114). 

Über  die  Rechnung  mit  unendlich  kleinen  Grossen. 

6.  Zweierlei  Betrachtungsweisen  kommen  zur  Geltung, 
wenn  bei  der  Untersuchung  bestimmter  Werte  unendlich  kleine 
Grössen  angewandt  werden.  Erstlich  kann  man,  was  den 
alten  Geometem  entgangen  ist,  die  zu  bestimmende  Grösse 
als  Grenze  des  Verhältnisses  zweier  unendlich  kleiner  ansehen. 
So  verfahrt  man  bei  der  Aufgabe,  die  Tan- 
genten an  Kurven  zu  bestimmen.  Ist 
die  Kurve  MM^  auf  die  beiden  Axen 
eines  geradlinigen  Koordinatensystems 
bezogen,  und  will  man  die  Tangente  im 
Punkte  ilf  bestimmen,  dessen  Koordinaten 
X  und  y  sind,  so  verbindet  man  den  Punkt 
M  mit  dem  Punkte  M\  dessen  Koordinaten  x  +  a,  y  +  ß 
sind.  Der  Bichtungskoeffizient  der  Sekante  MM'  (d.  h.  im 
Sinne  des  rechtwinkligen  Systemes  die  trigonometrische  Tan- 
gente des  Winkels  zwischen  der  Sekante  und  der  Abscissen- 

a 

axe^  wird  -9  und,  indem  man  die  Grössen  a  und  ß  unendlich 

^    ^  a  ^ 

klein  werden  lässt,  erhält  der  Bichtungskoeffizient  c  der  Tan- 
gente den  Wert 

c  «-  lim— • 

So  stellt  sich  also  bei  diesem  Probleme  die  zu  bestimmende 
Grösse  als  Grenze  des  Verhältnisses  dar  zwischen  den  gleich- 
zeitigen unendlich  kleinen  Zuwüchsen  der  Ordinate  und  der 
Abscisse  des  Berührungspunktes. 
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7.  Die  andere  Betrachtungsweise  ist  schon  in  der  Geometrie 
der  Alten  eingeführt  worden^  und  ihre  Anwendung  für  die 
Berechnung  bestimmter  Grössen  wurde  besonders  von  Ar« 
chimedes  ausgebildet.  Sie  besteht  darin,  dass  man  die  Grössen 
in  gleiche  oder  ungleiche  Teile  zerlegt,  von  denen  jeder,  in- 
dem die  Anzahl  derselben  unbegrenzt  vermehrt  wird,  nach 
dem  Werte  0  konvergiert.  In  der  Sprache  der  Infinitesimal- 
rechnung heisst  dies,  dass  jede  Grösse  in  eine  unendlich  grosse 
Anzahl  unendlich  kleiner  Teile  zerlegt  werden  kann.  Da  diese 
unendlich  kleinen  Teile  von  der  nämlichen  Art  sind,  wie  die 
ganze  Grösse,  so  scheint  es,  dass  ihre  Berechnung  die  näm- 
lichen Schwierigkeiten  enthält.  Aber  wir  werden  bald  sehen, 
wie  die  Zerlegung,  um  welche  es  sich  handelt,  ein  Mittel  bietet, 
die  gestellte  Aufgabe  zu  lösen. 

Zusammenfassend  sagen  wir  also:  Jede  unendlich  kleine 
Grösse,  die  wir  zu  betrachten  haben,  bildet  entweder  den 
Zähler  oder  Nenner  eines  Verhältnisses,  oder  das  Element 
einer  Summe,  die  aus  unendlich  vielen  Summanden  zusammen- 
gesetzt ist. 

Die  Rechnung  mit  dem  unendlich  kleinen  beruht  dann 
auf  den  beiden  folgenden  Prinzipien. 

8.  Erster  Sats.  Die  Grenze  des  Verhältnisses  zweier  un- 
endlich kleiner  Grössen  wird,  falls  sie  einen  bestimmten  etidlichen 
Wert  oder  auch  den   Wert  0  hat,  nicht  geändert,   wenn  man 

jede  derselben  durch  eine  andere  unendlich  Meine  Grösse  ersetzt, 
deren  Verhältnis  zu  ihr  die  Grenze  1  ?uit 

Denn  sind  a  und  ß  die  gegebenen  unendlich  kleinen  Grössen, 
a'  und  /3'  zwei  andere,  für  welche 


a 


ß' 


lim  —  —  1 ,     lim  ^  «  1 , 
oder  was  das  nämliche  besagt,  für  welche 

wobei  €  und  r^  selbst  unendlich  klein  werden,  so  erhält  man: 

«'-«(1  +  *),  ß'^ßii  +  t,), 


also: 


a!  ^a  l  +  s       ^  i^    €  —  ri 
ß'^ß  l  +  ri^ß^  fY+^' 
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Da  die  Grenze  des  Verhältnisses  .— ; —  ==  1  +  ^    .      gleich 

1  +  1?  l  +  V 

der  Einheit  ist,  so  hat  man 

lim  - ,  =-  lim  ^) 
P  P 

womit  der  Satz  bewiesen  ist.  • 

Ist  die  Grenze  des  Verhältnisses  zweier  unendlich  kleiner 
Grössen  gleich  1,  so  ist  die  Differenz  derselben  im  Verhält- 
nis zu  jeder  der  beiden  Grossen  unendlich  klein.     Denn  ist 

lim  —  —  1    oder    —  =-  1  +  «, 
a  a 

wobei  £  unendlich  klein^  so  folgt: 

ol  —  a  € 


^B, 


a  '  «'  1  +  fi 

t 

und  umgekehrt  folgt  aus  jeder  dieser  Gleichungen  lim  —  —  1. 

cc 

Denmach    kann    unser    obiger   Satz    auch   so   ausgesprochen 

werden: 

Die  Grenze  des  Verhältnisses  zweier  unendlich  Meiner  Crrös- 
sen  icird  nicht  geändert,  wenn  man  jede  derselben  um  eine 
Grösse  vermehrt  oder  vermindert,  die  im  Vergleich  zu  ihr  un- 
endlich Mein  ist.  * 

BeiBpieL  Wird  der  Bogen  x  unendlich  klein  und  sind 
m  und  n  Eonstante,  so  werden  auch  sin  mo;  und  sinno;  un- 
endlich klein.  Da  nun  die  Verhältnisse  dieser  Grössen  zu 
mx  und  nx  die  Grenze  1  haben^  so  ist 

..     sin  mo;       ..     mx      m 

lim  — ; ■-■  lim  —  ■=»  —  • 

BiXLnx  nx       n 

9.  Zweiter  Sats.  Es  seien  a^,  a,,  ag  . . .  Om  positive  Grössen, 
deren  Zahl  unbegrenzt  wächst,  und  von  denen  jede  dabei  un- 
endlich klein  unrd. 

Die  Summe  ai  +  a^  +  a^-\',..  + am  sei,  wie  gross  auch  m  wird, 
entweder  stets  gleich  einer  bestimmten  Grösse  8,  oder  sie  konvergiere 
mit  wachsenden  Werten  von  m  nach  diesem  Werte.  Sind  dann 
^if  ^if  ^8*"  ^m  Grössen,  welche  unendlich  klein  werden,  derart, 
dass,  wenn  fnan  den  dem  Betrage  nach  grössten  Wert  unter 
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diesen  m  Grössen  mit   s   bezeichnet,   dieses   6  mit  wachsenden 
Werten  von  m  unendlich  Mein  wird,  so  Tconver giert  die  Summe 

nacA  dem  Werte  0,  oder  anders  ausgedrückt,  sie  wird  unend- 
lich klein. 

Denn  die  Summe  fti^i  +  ^^g +•••  c^m^m  ist  dem  Be- 
trage nach  nicht  grösser  als  (a^  +  «^  + ...  «m)«-  Dieses  Produkt 
wird  aber  unendlich  klein,  weil  der  eine  Faktor  endlich 
bleibt,  der  andere  unendlich  klein  wird.  Folglich  ist  auch 
die  Summe 

«1*1  +«2^8+—  «m«m 

selbst  unendlich  klein. 

Die  Eigenschaft  der  Grossen  Si...Bmy  dass  bei  jedem 
Werte  von  m  die  Beträge  sämtlicher  Grössen  nicht  grösser 
sind  als  die  Zahl  €,  die  selbst  mit  wachsenden  Werten  vo 
m  unendlich  klein  wird^  pflegt  man  auch  so  auszudrücken, 
dass  man  sagt,  die  Grössen  c  werden  gleichmässig  unend- 
lich klein. 

Folgening.  Die  Grenze  der  Summe  einer  unendlichen  An- 
zahl von  unendlich  kleinen  positiven  Ghrössen  wird,  falls  sie 
einen  bestimmten  endlichen  Wert  (auch  den  Wert  0)  hat,  nicht 
geändert,  wenn  man  diese  Grössen  durch  andere  ersetzt,  welche 
zu  ihnen  in  Verhältnissen  stehen,  die  gleichmässig  dem  Werte  1 
zustreben. 

Sind  nämlich  ai,«^...«^  die  gegebenen  Grössen,  und 

andere,  deren  Verhältnis  zu  den  ersteren  die  Grenze  1  hat, 
so  ist 

—  «l+ßl,       -=1+  «j..., —  1  +  ßmj 

«1  «2  CCm 

oder 

ß,  -  «,(1  +  O,    ß,  -  «,  (1  +  O,  ...  ß^  -  ««(1  +  ««). 

Sämtliche  Grössen  f^,  fs)-**  *m  sollen  gleichmässig  nach  0 

konvergieren ;    d.  h.  sie   werden,   indem   man   m  hinlänglich 

gross  macht,   dem  Betrage  nach  kleiner  als  eine  Zahl  €,  die 

selbst  unendlich  klein  wird.     Ist  nun 

lim(ai  +  «8  + ...  «m)  —  S^ 
so  ist  auch 
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lim  (a^fi  +  «2^2  +  '"^m^m)  =  0, 

und  demnach  wird,  da 

ßl  +  ßi  +  —  +  /^m  —  («1  +  «2  +  •••  «m)  +  («1«!  +  «2^2  +  —  ^m^m) 

^^'  ""'=*'  limiß,  +  ß,  +  ...ß„)^S. 

10.  Anwendungen  des  ersten  Prinzipes  der  Infinitesimal- 
rechnung werden  sich  uns  bald  darbieten.  Das  zweite  Prinzip 
gehört  hauptsächlich  der  Integralrechnung  an.  Es  wird  aber 
nützlich  seiU;  die  Anwendung  zu  zeigen^  welche  die  alten 
Mathematiker  auf  die  Quadratur  der  Kurven  von  ihm  gemacht 
haben. 

Quadratur  ebener  Kurven.  Die  Kurve  sei  bezogen  auf 
zwei  geradlinige  Koordinatenaxen  und  es  wird  die  Fläche  ge- 
sucht, welche  begrenzt  ist  von  dieser  Kurve,  der  Abscissen- 
axe  und  den  beiden  Ordinaten  MPy  NQ.  Wir  nehmen  zu- 
nächst an,  dass  die  Ordinaten  der  Kurve  zwischen  den  Punkten 
Jf  und  A^  beständig  wachsen,  oder  be- 
ständig abnehmen.  Die  Strecke  PQ  ^***** 
der  X'Axe  zerlegen  wir  in  gleiche  oder  y  ä  «  ^1 
ungleiche  Teile,  deren  Anzahl  unend- 
lich gross  und  von  denen  jeder  un- 
endlich klein  wird.  Durch  die  Teil- 
punkte legen  wir  Parallele  zur  y-Axe.  1^ 
Die  Fläche  MPQN,  welche  bestimmt 
werden  soll,  wird  dadurch  in  Teile  zerlegt,  wie  mjpgn,  die 
schliesslich  unendlich  klein  werden,  während  die  Anzahl  un- 
endlich gross  wird.  Zieht  man  nun  ma  und  nh  parallel  zur 
a;-Axe,  so  entstehen  zwei  Parallelogramme  mpqa^  bpqn^  von 
denen  das  eine  kleiner,  das  andere  grösser  ist  als  die  Fläche 

mpqn.    Das  Verhältnis  dieser  beiden  ist  gleich  —  und  hat 

die  Einheit  zur  Orenze.    Hieraus  schliesst  man,  dass  das  Ver- 
hältnis  von  mpqn   zu   einem   der  Parallelogramme,   z.  B.   zu 
nipqa^  ebenfalls  die  Einheit  ist.    Denn  es  ist 
mpqa  <  mnpq  <  bpqn] 


p    r  ^    Q 


also 


mnpq       bpqn 
mpqa      mpqa 
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Nach  unserem  zweiten  Prinzipe  ist  also  die  zu  bestim- 
mende Fläche  gleich  der  Grenze  der  Summe  der  inneren  Pa- 
rallelogramme mpqa^  oder  der  der  äusseren  Parallelogramme. 
Dass  nämlich  auch  die  gleichmässige  Konvergenz  des  Verhält- 
nisses zwischen  den  äusseren  und  inneren  Parallelogrammen 
nach  der  Einheit  besteht,  kann  aus  der  Stetigkeit  der  Kurve 
bewiesen  werden  (siehe  Kapitel  VII,  §  187).  Setzt  man  also 
mp  ^y,  Pi'^h^  und  bezeichnet  0  den  Koordinatenwinkel;  so 
ist  die  gesuchte  Fläche  S  aus  der  Formel  zu  bestimmen 

S  =  sin6  .  \\my,yh. 

Wenn  die  Ordinate  der  Kurve  bald  wächst,  bald  abnimmt, 
diese  Änderung  jedoch  nur  in  einer  endlichen  Anzahl  von  Stellen 
eintritt;  so  kann  man  die  Kurve  in  mehrere  Teile  zerlegen, 
von  denen  jeder  die  obige  Bedingung  erfüllt.  Die  entwickelte 
Formel  ist  fär  jeden  Teil  anwendbar,  und  gilt  demnach  auch 
für  die  Summe  derselben.  Sie  bleibt  auch  dann  noch  gültig, 
wenn  die  Ordinate  y  im  Intervalle  zwischen  M  und  N  ihr 
Zeichen  wechselt,  wofern  man  die  Flächen  mit  negativen 
Ordinaten  selbst  als  negativ  betrachtet.  Man  überzeugt  sich 
hiervon,  indem  man  wiederum  die  Fläche  in  Teile  zerlegt. 

11.  Beispiel.     Wir  betrachten  die  Parabel. 

Diese  Kurve  hat,  bezogen  auf  ihre  Axe  und  die  Scheitel- 
tangente, die  Gleichung 

y 


p   ist    der   Parameter. 


Fig.  8. 


2p 
Es    soll    die   Fläche    NOQ  ^  S  be- 
stimmt werden,  welche  zwischen  der 
Kurve,  der  Tangente  OQ^x^  und  der 
Ordinate  NQ  «  y^  liegt. 

Da  hier  in  der  Umgebung  des  Ko- 
ordinatenanfangspunktes die  Ordinaten 
selbst  nach  0  konvergieren,  so  be- 
trachten wir  zunächst  einen  Abscissen- 

wert  a>0,   zu   welchem   die  Ordinate  ß  ^ 'ö~  K^^^^j  ^^^ 

bestimmen  die  Fläche  S\  welche  oberhalb   der  Strecke  von 
a  bis  x^  von  der  Parabel  und  den  Ordinaten  ß  und  y^  begrenzt 


Occpqg    X 
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ist.    Man  teile  diese  Strecken  in  m  gleiche  Teile^  so  ist  pq 
-  —  djistOj)  — a;,  sowirdmjj  — ^— und  nq^^  {x  +  ä)\ 


x^ 
Das  Verhältnis  mp  :nq^  .       ^.^  konvergiert,  wenn  m  beliebig 

wächst,  also  d  unendlich  klein  wird,  nach  dem  Werte  1,  und 

zwar  gleichmässig  für  alle  Werte  von  x  zwischen  a  und  x^. 

Denn  es  ist 

x"  1 


{X  +  dy 


o+ir 


und  dieser  Wert  weicht  von  der  Einheit  um  so  weniger  ab, 
Je  grosser  x  ist.  Bestimmt  man  also  d  so  klein,  dass  für  die 
Anfangsstelle  a  der  Quotient 

1  . 


O+'D" 


um    weniger   als   eine    beliebig    kleine   Orösse  c  von  1    sich 

unterscheidet,  so  ist   auch  bei  allen  anderen  Werten  von  x 

/        *\* 
der  Quotient  1:(1  +  -)    um   weniger  als  s  von   der  Einheit 

unterschieden.    Damit  ist  die  Anwendbarkeit  des  zweiten  Prin- 
zipes  für  diesen  Fall  erwiesen  und  es  wird 

S'  ==  lim^ mpqa  —  lim^ pq  .  mp. 

1c  .         .    • 

Gehört  nun  Op  zum  Werte  «  H (x.  —  a),  wobei  k  die 

Werte   der   ganzen  Zahlen  von  0  bis  m  —  1  annimmt^  so  ist 
Nun  ist  aber 

1 

femer 
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k  —  m  —  l 


^fe»==l^+2''+3»+...+(m-L)'^"'^"^~|^^^~^\ 


1 


folglich  wird  nach  einfacher  Ilechnung 

Lässt  man  nun  a  beliebig  klein  werden  und  nach  0  kon- 
vergieren, 80  geht  S'  in  den  Wert  der  Fläche  über,  welche 
mit  dem  Scheitel  der  Parabel  beginnt,  und  es  ist  also 

3,2p       " 3    ■ 

Legt   man   die   Gerade  NR  senkrecht   zur   Ordinatenaxe^ 

so  entsteht  ein  Rechteck  OQNR^  welches  durch  die  Parabel 

•in  zwei  Teile  geteilt  wird,  die  im  Verhältnis  von  1  zu  2  stehen. 
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Der  erste  Diflerentialqnotieiit  der  Fnnktioiieii 
einer  unabhängigen  Yariabelen. 


Stetigkeit. 

12.  Eine  Funktion  f{x)  der  Yariabelen  x  heisst  stetig  fQr 
alle  Werte  von  x  zwischen  den  beiden  Grenzen  ^Vg  und  X, 
wenn  für  jeden  Wert  von  x  der  Betrag  der  Differenz 

fix +  h)- fix) 
nach  0  konvergiert,  also  unendlich  klein  wird,  wenn  h  un- 
begrenzt abnimmt.  In  dieser  Definition  ist  die  Forderung 
enthalten,  dass  für  jeden  Wert  von  x  zwischen  Xq  und  X 
die  Funktion  f(x)  einen  bestimmten  Wert  hat.  Und  sie  ist 
äquivalent  mit  der  Forderung:  Bezeichnet  S  eine  beliebig  kleine 
Zahl  und  0  einen  positiven  Bruch  zwischen  0  und  1,  so  muss 
sich  zu  jeder  noch  so  kleinen  Zahl  d  ein  Faktor  ±  h  an- 
geben lassen,  so  dass  alle  in  dieses  Intervall  fallenden  Funk- 
tionswerte: f{x  ±  dh)  von  f{x)  um  eine  Grosse  unterschieden 
sind,  die  gleich  oder  kleiner  ist  als  d;  also  abs  [f(x  ±  dh) 
-fix)]<S. 

Wird  die  Funktion  f(x)  unendlich  fiir  einen  Wert  x 
zwischen  Xq  und  X,  d.  ^.  wachsen  die  Beträge  der  Funktion 
über  jede  Grenze,  wenn  sich  die  unabhängige  Yariabele  immer 
mehr  diesem  Werte  x  nähert,  so  wird  diese  Bedingung  der 
Stetigkeit  nicht  erfüllt;  denn  bei  jedem  noch  so  kleineu  end- 
lichen Werte  von  h  ist  die  Differenz  f(x  +  h)  —  f(x)  unendlich. 
Man  sagt  also:  die  Fimktion  wird,  indem  sie  durch  das  Un- 
endliche geht,  unstetig. 

2* 
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Man  erkennt  leicht,  dass  durch  diese  Definition  der  Stetigkeit 
die  Möglichkeit  ausgeschlossen  ist,  dass  an  irgend  einer  Stelle  x 
zwischen  Xq  und  X  eine  sprungweise  Wertftnderung  der  Funktion 
f(x)  eintritt.  Denn  bei  einer  sprungweisen  Wertändemng  würde 
der  Wert  von  lim  f(x  —  h)  verschieden  sein  von  dem  Werte 
lim  f(x  +  h),  oder  auch  der  Wert  der  Funktion  an  der  Stelle  x 
würde  sich  von  diesen  Grenzwerten  unterscheiden,  was  sich  mit 
der  obigen  Bedingung  nicht  verträgt. 

Aber  es  ist  auch  wichtig  einzusehen,  was  nicht  so  unmittel- 
bar aus  der  definierenden  Bedingung  erkannt  wird  und  doch  in 
derselben  enthalten  ist:  Wenn  eine  Funktion  im  Intervalle  von 
Xq  bis  X  überall  stetig  ist,  und  sie  hat  für  zwei  Punkte  dieses 
Intervalles  x^  und  x^  die  Werte  f  (xj)  und  f{x^^  so  nimmt  die 
Funktion  y  w&hrend  x  das  Wertgebiet  von  x^  bis  x^  durchläuft,  auch 
jeden  Wert,  der  zwischen  f{x^  und  f{x^  gelegen  ist,  mindestens 
einmal  an.  Mit  anderen  Worten:  Die  stetige  Funktion  überspringt 
keinen  Wert,  der  sich  innerhalb  ihres  Wertgebietes  befindet.  Den 
Beweis  des  Satzes  kann  man  auf  einen  ein&cheren  Fall  zurück- 
führen. Ist  m  ein  Wert,  der  zwischen  f{x^  und  fix^  liegt,  f(x^ 
sei  grösser  als  f{x^^  so  ist  die  Funktion  9  {pc)  «  f{x)  —  w  für 
X  =^  Xy^  positiv,  für  a? «—  o;,  negativ.  Um  also  zu  beweisen,  dass  an 
einer  Stelle  zwischen  x^  und  x^  f(x)  gleich  m  wird,  hat  man  zu 
zeigen,  dass  an  einer  Stelle  zwischen  x^  und  x^  g>  (a;). gleich  0  wird. 
Es  handelt  sich  also  um  den  Satz:  Wird  eine  stetige  Funktion 
g>  (x)  für  a;  =■  Xj  positiv,  für  x  ^^  x^  negativ,  so  liegt  im  Intervalle 
von  Xi  bis  x^  jedenfalls  eine  Stelle,  an  welcher  sie  gleich  0  wird. 

Das  Intervall  x^  —  x^  habe  die  Länge  l.    Man  konstruiere  die 

l 
Mitte  dieses  IntervaUes,  den  Punkt  ^1  +  —  =  x^»     Ist  der  Funk- 

tionswert  an  dieser  Stelle  0,  so  ist  der  Satz  bereits  bewiesen« 
Wir  müssen  also  annehmen,  dass  er  von  0  verschieden  ist.  Ist 
er  positiv,  so  betrachte  man  das  Intervall  von  x^  bis  x^,  in  wel- 
chem die  Funktion  jedenfalls  ihr  Zeichen  ändert,  ist  er  negativ, 
so  betrachte  man  das  Intervall  von  x^  bis  x^.  Welcher  von  beiden 
Fällen  nun  auch  vorliegen  mag,  das  Intervall,  welches  man  zu  be- 

l 
trachten  hat,  hat  die  Länge  —1  und  an  der  Anfangsstelle  desselben, 

sie  heisse  a^  (a^  ist  entweder  gleich  x^  oder  gleich  0^3),  ist  die 
Funktion  positiv,  an  der  Endstelle  ß^  (ß^  ist  entweder  gleich  x^ 
oder  X2)  ist  sie  negativ.  Dieses  Intervall  halbiere  man  nun  wiederum, 
und  betrachte,  je  nachdem  für  diesen  mittleren  Punkt  die  Funktion 
negativ  oder  positiv   ist,  die  erste  oder  die  zweite  Hälfte.    Man 

hat  dann  ein  Intervall  von  der  Länge  j»  in  welchem  die  Funktion 
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ihr  Zeichen  ändert;  an  der  Anfangsstelle  a^  ist  sie  positiv,  an  der 
Endstelle  ß^  negativ.  Setzt  man  nun  diesen  Halbierungsprozess 
fort,  so  trifft  man  entweder  auf  eine  Stelle,  an  welcher  der  Funk- 
tionswert 0  ist,  und  damit  ist  der  Satz  bewiesen;  oder  man  kann 
unbegrenzt  Intervalle   markieren,   deren  L&nge  immer   mehr  ab- 

{     l     l 
nimmt  und  nach  0  konvergiert,  denn  diese  L&ngen  sind  ^'  -r^  Z 

u.  s.  w.  Die  Anfangspunkte  sowohl  wie  die  Endpunkte  dieser 
Intervalle  konvergieren  nach  einer  bestimmten  Grenze  und  zwar 
nach  der  nftmlichcD.  Denn  die  Anfangswerte  aj,  otj,  ^3  ...  nehmen 
niemals  ab,  sie  wachsen  fortwährend,  doch  können  auch  mehrere 
aufeinanderfolgende  einander  gleich  bleiben;  und  sämtliche  er  sind 
kleiner  als  ß^.  Daraus  folgt,  dass  sie  eine  bestimmte  Grenze  haben 
(Kap.  I  §  3).  Die  End werte  ß  nehmen  niemals  zu  und  bleiben 
doch  stets  grösser  als  a;  daraus  folgt,  dass  sie  ebenfalls  eine 
Grenze  haben.  Die  beiden  Grenzen  sind  einander  gleich,  weil  die 
Differenz  ßn  —  a„  nach  0  konvergiert  Mithin  wird  ein  Wert  X 
definiert,  zwischen  x^  und  a^,  sowohl  durch  die  Reihe  a^,  Og...  o«, 
wie  durch  die  Reihe  ßi,  ß^**-  ßn^-  ^  nun  q>(cc)  stets  positiv 
ist  und  g>{ß)  stets  negativ,  und  da  man  n  so  gross  wählen  kann, 
dass  X  —  an  und  ßn  —  X  kleiner  als  eine  beliebig  kleine  Grösse 
h  sind,  so  muss  auch  nach  der  DeOnition  der  Stetigkeit 

abs[9(an)-9(X)]<d     und     abs  [gp (jS^  -  9 (Z)]  <  d 

werden,  wenn  6  eine  beliebig  kleine  Grösse  bezeichnet.  Hätte  nun 
^(Z)  einen  positiven  von  0  verschiedenen  Wert  a,  so  wäre 

q>(X)-fp{ßn)>a     denn     7>(/3n)<0 

und  hätte  q>  (Z)  einen  negativen  von  0  verschiedenen  Wert  —  a, 
so  wäre 

V  (««)  —  <p  (X)  >  a     denn    <p  (««)  >  0. 

Die  Bedingung  der  Stetigkeit  wäre  also  nicht  erfüllt;  mithin 
mass  <p  (X)  —  0  sein. 


Die  abgeleitete  Funktion. 

18.  Ist  die  Punktion  f{x)  stetig  bei  allen  Werten  von  x 
zwischen  x^  und  X^  so  werden  der  Zuwachs  h  der  unabhängigen 
Variabelen  und  der  entsprechende  Zuwachs  f{x  +  h)  —  f(x) 
der  Funktion  zusammen  unendlich  klein  ^  wie  wir  dieses  gleich- 
zeitige Verschwinden  zu  bezeichnen  übereingekommen  sind. 
Die  Grenze  des  Verhältnisses 
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fix  +  fe)  ~  fix) 
h 
dieser  Zuwüchse  ist  meistens  eine  bestimmte  vom  Vorzeichen 
der  Yariabelen  h  unabhängige  Grösse.  Sie  hängt  dagegen 
von  dem  Werte,  welchen  nian  der  Veränderlichen  x  erteilt 
hat,  ab,  und  ist  folglich  eine  Funktion  dieser  Variabel en.  Sie 
heisst  die  Ableitung  der  Funktion  /'(rc),  und  wir  bezeichnen 
sie,  nach  Lagrange,  mit  dem  Zeichen  f\x).    Man  hat  also 

1)  &±^)-rw+. 

oder 

2)  f(x  +  h)-f{x)  =  hr{x)+sh, 

wobei  e  eine  Grösse  bezeichnet,  welche  zusammen  mit  k  un- 
endlich klein  wird.  Es  kann  eintreten,  dass  für  gewisse 
Werte  von  x  die  Grenze  des  Verhältnisses 

f{x  +  h)-^f(^x) 
h 
von   dem  Vorzeichen   abhängt,   welches  man  h  beigelegt  hat, 
indem  diese  Grösse  nach  0  konvergiert.     In  diesem  Falle  hat 
die   Ableitung   nicht   mehr   einm    bestimmten    Wert   an    der 
Stelle  x. 

Bezeichnet  man  k  als  eine  unendlich  kleine  Grösse  erster 
Ordnung,  so  ist  nach  dem  früheren  auch 

f(x  +  h)-f{x) 
eine  unendlich  kleine  Grösse  derselben  Ordnung,  ausser  wenn 
die  Ableitung  f\x)  null  oder  unendlich  ist.  Dieses  kann  aber, 
wie  wir  später  sehen  werden,  bei  den  gewöhnlichen  Funk- 
tionen nur  för  bestimmte  besondere  Werte  von  x  eintreten. 
Wird  fix)  gleich  0,  so  ist  der  Zuwachs  der  Funktion  von 
höherer  Ordnung  als  der  ersten  unendlich  klein;  wird  fix) 
unendlich,  so  ist  seine  Ordnung  kleiner  als  1. 

14.  Die  einfache  Definition  der  Ableitung  führt  zu  mehre- 
ren wichtigen  Sätzen,  welche  wir  nun  behandeln  wollen. 

Satz  I.  Ist  eine  Funktion  f  (x)  für  alle  Werte  von  x, 
die  zwischen  zwei  gegebenen  Grenzen  liegen,  stetig,  und  besitzt 
die  Ftinktion  für  jeden  dieser  Werte  einen  bestimmten  Wert 
der  Ableitung  f'(x),  ist  also 
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Ä  —  h 

so  ist  der  Wert  des  Quotienten: 

bei  welchem  X  und  x^  zwei  Werte  von  x  bezeichnen,  die  inn^- 
halb  der  gegebenen  Grenzen  liegen ,  stets  auch  unter  den  Werten 
enthalten,  welche  die  Ableitung  f'(x)  im'  Intervall  von  x^  bis  X 
annimmt,  d.  h,  es  gid>t  einen  Wert.  Xj  zwischen  x^  und  X,  für 
welchen  die  Gleichung  besteht: 

X-x,      =^^*»> 
Der  Quotient 

X-Xq 
hat,  der  Yoraussetzung  nach^  einen  endlichen  Wert    Nennt 
man  diesen  Wert  A,  so  hat  man 

1)  \f(X)  -  ^  X]  -  [f(x,)  -Axo\-0. 
Bezeichnet  man  mit  g>(x)  eine  Funktion,  welche  durch  die 

Gleichung 

2)  q>ix)^[fix)-Ax-]-[f(x,)-Ax,]  , 
definiert  ist,  so  ist  nicht  nur  (p(Xq)  ^  0,  sondern  auch  infolge 
der  Gleichung  1)  q>{X)^0.  Die  Funktion  verschwindet  also 
für  diese  beiden  Werte  von  x.  Wir  nehmen  X>  Xq  an  und 
lassen  x  von  Xq  bis  X  wachsen.  Die  Funktion  q)(x)  ist  an 
der  Anfangsstelle  null.  Nimmt  man  nun  an,  dass  sie  nicht 
konstant  0  ist,  so  erhält  sie  im  Intervalle  entweder  nur  po- 
sitive Werte,  oder  nur  negative,  oder  sie  Taesitzt  sowohl 
positive,  wie  negative  Werte.  Wenn  die  Funktion  positive 
Werte  erhält,  so  muss  es,  da  sie  an  den  Endpunkten  ver- 
schwindet, einen  grössten  Wert  geben,  der  an  einer  oder  an 
mehreren  Stellen  im  Innern  des  Intervalles  erreicht  wird.  Solch 
eine  Stelle  sei  x^  und  der  zugehörige  Wert  der  Funktion 
V(ph)]  a^lsdaun  sind,  wie  klein  auch  immer  h  gewählt  wird, 

g)(Xi  —  h)     und     q>{x^  +  h) 
kleiner  oder  gleich  q>{Xi),  jedenfalls  nicht  grösser.    Wenn  da- 
gegen (p(x)    im  Intervalle    von  Xq  bis   X  negativ  wird,   so 
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giebt  es  einen  kleinsten  Wert  der  Funktion^  der  an  einer  oder 
mehreren  Stellen  im  Innern  des  Intervalles  erreicht  wird,  und 
die  Grössen 

q)(Xi  —  Ä)     und     (p(xi  +■  h) 

sind;  wenn  Xi  solch  eine  Stelle  bezeichnet,  grösser  oder  gleich 
g>{xj)y  jedenfalls  nicht  kleiner.  In  beiden  Fällen  haben  die 
Differenzen 

9(^1  —  Ä)  —  gx(Xi)    und    g>(xi  +  ä)  —  9(^1) 
dasselbe  Vorzeichen  oder  den  Wert  0,  und  folglich  sind  die 
Quotienten 

—  h  h 

von  entgegengesetztem  Vorzeichen. 

Dabei  ist  zu  bemerken,  dass  auch  die  Annahme  nicht 
ausgeschlossen  wird ,  dass  einer  dieser  Quotienten  bei  kleinen 
Werten  von  h  stets  0  bleibt,  was  dann  eintritt,  wenn  die 
Funktion  q>{x)  den  nämlichen  Wert  innerhalb  eines  Intervalles 
•  von  endlicher  Länge  behält.  Ist  insbesondere  die  Funktion 
g){x)  konstant  gleich  0,  für  alle  Werte  von  x  zwischen  x^ 
und  X,  so  sind  beide  Quotienten  gleich  0. 

Die  Qi^otienten  3)  konvergieren  nach  der  nämlichen  Grenze, 
wenn  h  nach  0  konvergiert,  denn  wir  haben  angenommen,  dass 
die  Funktion  f(x)  für  jedes  x  eine  bestimmte  Ableitung  be* 
sitzt,  und  folglich  gilt  dasselbe  für  die  Funktion  4p{x).  Anderer- 
seits sind  diese  Verhältnisse  von  entgegengesetztem  Zeichen  f 
folglich  ist  ihre  Grenze  gleich  0.     Also  hat  man 

h 
oder  nach  Gleichung  2): 

d.h. 

Demnach  ist 
oder 


Digitized  by 


Google 


Der  erste  Differentialquotient.  25 

4)  f{X)-f{x,)-^(X-x,)f'ix,), 
wie  die  Behauptung  besagt. 

Wir  haben  angenommen,  dass  X>  Xq\  da  aber  die  ge- 
wonnene Formel  sich  nicht  verändert,  wenn  man  Xq  und  X  ver- 
tauschty  so  ist  sie  von  dieser  Annahme  unabhängig. 

Setzt  man  X^  x^+hy  so  kann  die  Grösse  rCj,  welche 
zwischen  x^  und  Xq  +  H  liegt,  durch  Xq+  dh  bezeichnet  werden, 
wobei  d  eine  Grösse  zwischen  0  und  1  bedeutet.  Man  kann 
also  schreiben 

5)  f(-ro  +  Ä)  -  fix,)  -  hf'ix,  +  dh). 
Bemerkung.     Der  obige  Beweis  ist  von  Herrn  Ossi  an 

Bonnet  gegeben.  Es  ist  zu  bemerken,  dass  er  nicht  die 
Stetigkeit  von  f'(x)  voraussetzt;  es  kann  daher  auch  die  Ab- 
leitung f'(x)  im  Intervalle  unendlich  werden.  Er  erfordert 
nicht  einmal,  dass  f'(x)  allenthalben  einen  bestimmten  Wert 
hat,  verlangt  vielmehr  nur,  dass 

^i^f(.x+k)-2f{x)  +  fix-h)  Q 
h 
wird  an  jeder  Stelle  des  Intervalles.  Die  Grenze  bei  positivem  h 
wird  die  vorwärts  gebildete  Ableitung  genannt,  bei  negativem 
die  rückwärts  gebildete.  Die  Bedingung  besagt  also,  dass  vor- 
und  rückwärts  gebildete  Ableitungen  allenthalben  einander 
gleich  sind. 

Bei  diesem  Beweise  ist  von  dem  von  Herrn  Weierstrass 
zuerst  bewiesenen  Satze  Gebrauch  gemacht:  Wenn  eine  für  jeden 
Wert  X  eines  Intervalles  stetige  Funktion  nicht  überall  gleiche 
Werte  besitzt,  so  erreicht  sie  für  einen  bestimmten  Wert  von  x 
ein  Maximum  und  ebenso  ein  Minimum.  Der  Satz  gilt  nicht  für 
eine  unstetige  Funktion.  Denn  wenn  man  z.  B.  die  Funktion  |/  —  x 
für  das  Intervall  von  x  ^  0  bis  o;  —  1  einführt,  und  nun  an  der 
Stelle  aj  —  1  die  Funktion  nicht  durch  den  Wert  1  definiert,  der 
aus  der  Gleichtmg  y  '^  x  folgen  würde ,  sondern  ihr  dort  den 
Wert  0  beilegt,  so  hat  die  so  definierte,  an  der  Stelle  2;  —  1 
unstetige  Funktion  die  Eigenschaft,  dass  ihr  Maximalwert,  d.  h. 
der  grüsste  Wert,  welchem  sich  die  Werte  der  Funktion  beliebig 
nShem,  zwar  1  ist,  dass  aber  dieser  Wert  nicht  erreicht  wird. 
Mithin  muss  gezeigt  werden,  dass  die  behauptete  Eigenschaft  wirk- 
lich aus  der  Definition  der  Stetigkeit  hervorgeht.  Der  Beweis  ist 
in  derselben  Weise  zu  führen,  wie  im  Zusatz  zu  §  12.  Es  wird  ge- 
nügen, die  Existenz  des  Maximums  nachzuweisen.    Maximalwert  der 
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Funktion  fix)  im  Intervalle  von  x^  bis  x^  ist  allgemein  derjenige  Wert 
M,  den  die  Werte  der  Funktion  nicht  überschreiten,  dem  sie  aber 
beliebig  nahe  kommen  können.  Solch  ein  Wert  lässt  sich  für  jede 
Funktion,  die  überhaupt  für  jeden  Wert  von  x  des  gegebenen 
Intervalles  einen  bestimmten  endlichen  Wert  hat,  also  insbesonders 
für  jede  stetige  Funktion  von  x  fixieren.  Denn  man  kann,  da  die 
Funktion  weder  positiv  noch  negativ  unendlich  wird,  zwei  Werte 
g^  und  Gl  fixieren,  innerhalb  welcher  die  Funktionswerte  liegen; 
wenn  dann  die  Differenz  G^  —  f{x)  durchaus  positiv  und  um  eine 
endliche  angebbare  Grösse  von  0  verschieden  bleibt,  so  kann  man 
statt  G^  eine  kleinere  Zahl  G^  wählen;  bleibt  auch  noch  G^  —  fi?^) 
positiv  von  0  verschieden,  so  kann  man  statt  G^  eine  kleinere  Zahl  G^ 
wählen;  hat  man  eine  solche  Zahl  (r«  ermittelt,  für  welche  Gn  —  f{x) 
bei  keinem  Werte  von  ap  negativ,  für  gewisse  Werte  von  x  aber 
gleich  0  wird,  so  ist  Gn  der  Maximalwert,  der  auch  wirklich  er- 
reicht wird.  Nimmt  man  aber  den  allgemeineren  Fall  an,  dass  der 
Prozess  des  Vergleiches  von  f{x)  mit  den  bestimmten  Zahlen 
ö^ij  ^2>  ^8  •••  ^^^^  immer  kleinere  Differenzen  liefert,  deren  Werte 
immer  mehr  der  0  sich  n&hem,  sich  aber  unbegrenzt  fortsetzt, 
80  definiert  diese  Zahlenreihe  G^,  G^,  G^  ,.,,  da  sie  aus  lauter  ab- 
nehmenden Zahlen  besteht,  die  dennoch  stets  grösser  bleiben  als  g^^ 
eine  bestimmte  Grösse,  das  Maximum  M  der  Funktion  f{x);  von 
diesem  Maximum  ist  zu  zeigen,  dass  es  bei  einer  stetigen  Funk- 
tion wirklich  erreicht  wird.  Das  Intervall  von  x^  bis  x^y  dessen 
Länge  l  sei,  teile  man  in  zwei  Hälften;  entweder  wird  der  Maxi- 
malwert M  an  den  Endpunkten  oder  der  Mitte  wirklich  erreicht, 
dann  ist  der  Satz  bewiesen,  oder  es  kommen  die  Werte  der  Funk- 
tion innerhalb  der  ersten  Hälfte  dem  Werte  3f  beliebig  nahe, 
oder  ixmerhalb  der  zweiten.  Auch  das  ist  möglich,  dass  die  Funk- 
tion  in  jedem   der  beiden  Intervalle   den  Maximalwert  M  besitzt. 

Jedenfalls  kann  man   ein  Intervall  von   der  Länge  —  fixieren,  in 

welchem  der  Maximalwert  der  Funktion  M  ist;  die  Endpunkte  des 
Intervalles  seien  a^   und  «g*    Dieses  Intervall  teile  man  in  zwei 

l 
Hälften,  jede  von  der  Länge  —»  und   fixiere   diejenige   Hälfte,   in 

4 

welcher  der  Maximalwert  der  Funktion  Mist;  die  Endpunkte  dieses 
Intervalles  seien  a^  und  ß^.  Indem  man  dieses  Intervall  wiederum 
halbiert  und  so  den  Prozess  immer  weiter  fortsetzt,  muss  man 
entweder  auf  eine  Halbierungsstelle  geraten,  bei  welcher  der  Wert 
der  Funktion  gleich  M  ist,  und  damit  ist  der  Satz  bewiesen,  oder 
der  Prozess  setzt  sich  unbegrenzt  fort;  man  erhält  immer  kleinere 

l 
Intervalle  /5„  —  a»  ■*  ^»  in   denen    der    Maximalwert   der    Funk- 

tion  M  ist.     Durch   die  Reihe   der  Punkte  or^ ,  or^ ,  a^  . . .  a»  . . .  und 
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ebenso  durch  die  Reihe  ßi,  ß^)  ß^  -»-  ßn  "-  wird  eine  Stelle  X  de- 
finiert, für  welche  f{X)  ==  M  sein  muss.  Wäre  nömlich  f{X)  um 
eine  endliche  Grösse  a  von  M  unterschieden,  wäre 

f{X)^M-a, 
80  würde  die  Funktion  an   der   Stelle  X  nicht  stetig  sein.     Denn 
bei  einer  stetigen  Funktion  kann  man  ein  Intervall  von  der  Länge 
h  angeben,  so  dass 

abs  [/"(X  +  Ä)  - /-(X)]  <  1?     und     abs  [/"(X  -  Ä)  ~ /"(X)]  <  ^ 

bleibt,  wenn  man  ij  beliebig  klein  fixiert  hat  und  h  nach  0  kon- 
vergieren lässt.  In  das  Intervall  von  X  bis  X  +h  fallen  nun  sicher- 
lich auch  Punkte  ß,  denn  dieae  Punkte  ß  konvergieren  schliesslich 
nach  dem  Werte  X;  es  sei  also  X  +  Ä  >  /5„,  ebenso  fallen  in  das 
Intervall  von  X  bis  X  —  ä  Punkt-e  a;  es  sei  X  —  Ä  <  ccm,  dem- 
nach kann  Qian  sicherlich  ein  Intervall  cc  bis  ß  angeben,  das  ganz 
innerhalb  des  Intervalles  —  Ä  bis  +  Ä  liegt.  Zu  diesem  Intervalle 
gehören  aber,  gemäss  seiner  Entstehung,  Funktions werte ,  welche 
dem  Werte  M  beliebig  nahe  kommen,  für  welche  also  f=M—ö 
wird,   wobei  d  beliebig  klein  ist.     Mithin  mnss  auch 

abs  [M-d-  /-(X)]  ^a.h8\M-d-M+a]^[a-ö]<ri 

sein,  was  nicht  der  Fall  ist,  wenn  a  eine  bestimmte  endliche  Grösse, 
d  imd  71  dagegen  beliebig  klein  sind.    Also  ist  a  =  0  und  f{X)  =  M. 

15.  Satz  II.  Ist  die  Funktion  f(x)  für  alle  Werte  von  x 
innerhalb  eines  gegebenen  Intervalles  konstant  y  so  ist  die  Ablei- 
tung f'(x)  ßr  dieselben  Werte  von  x  gleich  0.  Und  umgekehrt, 
wenn  die  Ableitimg  f'(x)  gebildet  für  positive  und  für  negative 
Werte  von  h ,  bei  allen  Werten  von  x ,  innerhalb  eines  gegebenen 
Intervalles  gleich  0  ist,  so  hat  die  Funktion  f  (x)  in  diesem  Inter- 
valle einen  konstanten  Wert. 

1.  Ist  f{x)  konstant  in  einem  Intervalle,  und  sind  Xq  und 
XQ-{-h  zwei  Werte  von  a;,  die  zu  diesem  Intervalle  gehören, 

''"*   ^K+ Ä) -/•(.,) -0,   feL^«  =  o, 

und  geht  man  zur  Grenze  für  A  »=  Ö  über,  so  ist  auch 

2.  Ist  umgekehrt  f\x)  gleich  0  für  alle  Werte  von  x 
innerhalb  gegebener  Grenzen,  und  sind  Xq  und  XQ+h  zwei  be- 
liebige Werte  von  x,  die  dazu  gehören,  so  hat  man  (§  14) 

f(x,+  h)-fix,)  =  hf'{x,+  eh). 
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Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  ist  der  Annahme  nach  0, 
und  demnach  ist    . 

d.  h.  f{x)  hat  einen  konstanten  Wert. 

Folgerung.  Wenn  zwei  Funktionen  f(x)  und  F(x)  sich 
nur  um  eine  Konstante  unterscheiden  für  alle  Werte  von  x  inner^ 
halb  gegebener  Grenzen,  so  sind  bei  den  nämlichen  Werten  von  x 
auch  die  Ableitungen  dieser  Funktionen  einander  gleich.  Und  um- 
gekehrt: Wenn  die  Ableitungen  f'(x)  und  ¥^(j)  zweier  Funktio- 
nen f(x)  und  P(x),  gebildet  mit  positiven  und  mit  negativen 
Werten  von  h ,  einander  gleich  sind  für  aUe  Werte  von  x  inner- 
halb  gegebener  Grenzen,  so  unterscheiden  sich  auch  die  Funk- 
tionen selbst  bei  diesen  Werten  von  x  nur  um  eine  Konstante. 

Denn  bezeichnet  man  die  DiflFerenz  der  Funktionen  f(x) 
und  F(x)  mit  9?(ar),  so  ist 

ip(x)^f(x)'-F{x),     q>(x  +  h)^f(x  +  h)-'F(x  +  h), 
folglich 

^(x  +  h)^ip(x)       f(x  +  fe)  -  f{x)  _  F(x  +  h)'-F(x)^ 
h  '^  h        '  h  ' 

Geht  man  zur  Grenze  für  A  =  0  über,  so  ist 

ist  q)(x)  konstant,  so  ist  fp\x)  =  0;  also  sind  die  Ableitungen 
f\x)  und  FXx)  einander  gleich. 

Umgekehrt:  Sind  f^x)  und  FXx)  gleich,  so  ist  9'(^) 
null,  und  also  ist  (p{x)  eine  Eonstante. 

16.  Satz  m.  Wenn  die  Ableitung  f '(x)  der  Funktion  f (x) 
bei  allen  Werten  von  x  zwischen  den  Grenzen  Xj,  und  X  >  x^ 
endlich  bleibt,  und  man  lässt  x  vofi  x^  bis  X  wachsen,  so  wächst 
auch  die  Funktion  f(x),  solange  die  Ableitung  f'(x)  nicht  ne- 
gativ wird,  und  sie  nimmt  ab,  solange  die  Ableitung  nicht  po- 
sitiv wird. 

Während  x  zwischen  x^  und  X  liegt,  hat  der  Quotient 
f{x±h)-f{x) 

±h 

die   Grenze  f{x)^   die   zunächst  überall  eine  endliche  von  0 
verschiedene  Grösse  sein  soll.   Der  Quotient  hat  also  dasselbe 
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Torzeichen  wie  diese  Grenze  bei  allen  Werten  von  A,  welche 
zwischen  0  und  einer  Grösse  s  liegen,  die  hinreichend  klein 
gewählt  wird     Folglich  ist  bei  diesen  Werten  von  h 

f{x-h)<f{x)<f{x  +  h\ 
wenn  f{x)  >  0  ist,  und 

f{x^h)>f{x)>f{x  +  h), 
wenn  f\x)  <  0  ist. 

Wird  aber  die  Funktion  f{x)  für  einen  oder  für  mehrere 
Werte  von  x  zwischen  x^  und  X  gleich  0,  so  braucht  man,  wenn 
es  sich  um  eine  endliche  Zahl  solcher  Stellen  handelt,  nur 
eine  solche  Stelle  in  Betracht  zu  ziehen ,  denn  auf  diesen  Fall 
kommt  der  allgemeinere. dadurch  zurück,  dass  man  das  Inter- 
vall von  Xq  bis  X  in  mehrere  zerlegt.  Bezeichnet  man  nun 
mit  a  eine  Stelle,  für  welche  f\x)  null  ist,  und  mit  h  eine 
beliebig  kleine  Grösse,  so  wird,  'wenn  man  x  von  x^  bis  a  —  Ä 
und  von  a  +  Ä  bis  X  wachsen  lässt,  das  Vorzeichen  von  f\x) 
den  Sinn  der  Änderung  der  Funktion  in  jedem  dieser  Inter- 
valle anzeigen,  wie  klein  auch  h  genommen  wird.  Lässt  man 
h  nach  0  konvergieren,  so  erkennt  man,  dass,  wenn  die  Ab- 
leitung f\x)  beim  Durchgange  durch  den  Wert  0  ihi*  Zeichen 
nicht  ändert,  die  Funktion  stets  in  demselben  Sinne  sich 
ändert,  während,  wenn  f\x)  sein  Zeichen  im  Punkte  a  ändert, 
die  Funktion  entweder  vom  Wachstum  zur  Abnahme,  oder 
von  der  Abnahme  zum  Wachstum  übergeht.  In  diesem  Falle 
sagt  man,  dass  sie  durch  einen  Maximal-  oder  durch  einen 
Minimalwert  hindurchgeht. 

Der  Beweis  kann  auch  ganz  unabhängig  davon  geführt  wer- 
den, wie  gross  die  Anzahl  der  Stellen  ist,  an  denen  f{x)  »  0 
wird.  Ist  die  Ableitung  f{x)  vor-  imd  rückwärts  gebildet  in  einem 
Intervalle  durchaus  positiv,  allenfalls  gleich  0,  und  sind  x^  und  x^ 
zwei  beliebige  Stellen  dieses  Intervalles,  und  zwar  x^>  x^^  so  ist 

asg  ~  rcj 

Da  nun  f{x)  nicht  negativ  ist,  so  muss,  falls  nicht  f{x) 
durchaus  konstant  ist,  f(x^)>f(xj)  sein.  Denn  wäre  /"(a^)  < /"(aJi), 
80  müsste  es  auch  eine  Stelle  geben,  für  welche  die  Ableitung 
negativ   wird.      Die   Funktion  f{x)   nimmt  also    mit   wachsenden 
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Werten  von  x  nicht  ab;  sie  wachst  vielmehr  durchaus  oder  bleibt 
im  ganzen  Intervalle,  oder  anch  in  Teilen  desselben  konstant. 

Während  der  Beweis  des  Satzes  I 

die  Stetigkeit  der  Ableitung  fix)  nicht  voraussetzt,  sondern  nur 
die  Bedingung  erfordert,  dass  vor-  und  rückwärts  gebildete  Ab- 
leitungen an  keiner  Stelle  von  einander  verschieden  sind,  kann  man 
andererseits  auch  den  Satz  beweisen: 

Ist  die  vorwärts  gebildete  Ableitung  einer  stetigen  Fimktion 
in  einem  Intervalle  ebenfalls  durchaus  stetig,  so  gilt  der  obige  Sat^r 
und  die  rückwärts  gebildete  Ableitung  ist  überall  der  vorwärts  ge- 
bildeten gleich. 

Denn  betrachten  wir  zunächst  eine  Funktion,  die  an  den 
beiden  Endpunkten  eines  Intervalles  Xq  und  X  denselben  Wert 
hat,  so  ist'  zu  zeigen,  dass  für  diese  Funktion  die  Ableitung  min- 
destens an  einer  Stelle  gleich  0  ist.  Wenn  die  Funktion  in  dem 
Intervalle  nicht  durchaus  konatant  und  ihre  Ableitung  also  nicht 
durchaus  gleich  0  ist,  so  muss  sie  jedenfalls  Werte  annehmen^ 
die  entweder  grösser  oder  kleiner  sind  als  f{x^  =  /'(^)«  An- 
genommen, die  Funktion  erhielte  einen  Wert  an  der  Stelle  x^^ 
welcher  grösser  ist  als  f{x^.  Alsdann  muss  im  Intervalle  von  x^ 
bis  x^  die  vorwärts  gebildete  Ableitung  der  Funktion  f{x)  jeden- 
falls den  Wert  0  oder  auch  Werte  grösser  als  0  annehmen;  denn 
wäre  dieselbe  durchaus  negativ  von  0  verschieden,  so  könnte  die 
Funktion  in  diesem  Intervalle  nicht  wachsen  (Satz  III).  Dagegen 
muss  im  Intervalle  von  x^  bis  X  die  Ableitung  jedenfalls  den  Wert 
0  oder  auch  negative  Werte  annehmen,  da  die  Funktion  in  diesem 
Intervalle  eine  abnehmende  ist.  Soll  nun  die  Ableitung  eine  stetige 
Funktion  sein,  so  muss  sie,  da  sie  einen  Wechsel  des  Vorzeichens 
erleidet,  auch  an  einer  Stelle  gleich  0  werden.  Ebenso  beweist 
man  den  Satz  unter  der  Annahme,  dass  es  im  Innern  eine  Stelle 
giebt,  an  welcher  der  Funktionswert  kleiner  ist  als  an  den  End- 
stellen des  Intervalles. 

Bezeichnet  man  nun  den  Quotienten       ^ ^-^  mit  K,  so  ißt 

A  —  ar^j 

q>{x)^[f{x)-f(x^)\--K{x^x^) 

eine  stetige  Funktion,  welche  an  den  Endpunkten  des  Intervalles 
verschwindet,  also  denselben  Wert  hat,  und  deren  Ableitung  tp\x) 
der  Voraussetzung  nach  eine  stetige  Funktion  ist,  denn  es  ist 

fp\x)  -  f\x)  -  K. 

Mithin  giebt  es  eine  Stelle  X^Xq  +  Q{X  —  x^,  ftlr  welche 
q>{x)  verschwindet,  d.  h.  eine  Stelle,  für  welche 
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f(X)  -  fix,) 


K-f'ix,  +  e{X-x,)) 


X-x, 


■wird.  Demnach  besteht  für  alle  Werte  von  x  und  x  —  h,  die  zum 
Intervall  von  Xq  bis  X  gehören,  auch  die  Gleichung 

imd  lasst  man  h  nach  0  konvergieren,  so  geht  die  linke  Seite  in 
die  rückwärts  gebildete  Ableitung  über,  wahrend  die  rechte  Seite 
znfolge   der   Stetigkeit  von  f'(or)  den   Grenzwert  f(x)  erhält.     Es 

17.  Der  Satz  des  §  14  kann  verallgemeinert  werden;  er 
ist  in  dem  folgenden  enthalten,  von  dem  später  wichtige  An- 
wendungen gemacht  werden. 

SatE  IV.  Es  seien  f(x)  und  F(x)  jswei  FunMione^iy  die 
für  alle  Werte  von  x  innerhalb  gegebener  Grenzefi  stetig  sind, 
und  bei  diesen  We)'ten  die  Ableitungen  f  (x)  und  F'(x)  besitzen, 
von  denen  jede  unabhängig  von  dem  Vorzeichen  der  Grösse  h 
ist,  Siml  d^nn  x^^  und  X  zivei  Werte  von  x  innerhalb  dieser 
Grenzen,  und  wird  die  Ableitung  F'(x)  weder  0  noch  unendlich 
ßr  die  Werte  von-x  zivischen  x^  und  X,  so  besteht  die  Gleichung: 

f{x)-nx,)  _  fix,) 

F{X)-F{x,)-F'(xy 
ivobei  Xj  eimm  Wert  zwischen  Xp  tmd  X  bedeutet. 

Wir  wenden   dieselbe  Überlegung   an,    welche^  zum  Be- 
weise des  Satzes  I  diente.     Setzt  man 
f{X)-f{x,) 

FiX)-F{x,)'"'^ 
SO  ist: 

1)  [f(X)  -  fix,)]  -  A  [F(X)  -  FK)]  -  0. 
Hieraus  folgt,  dass  die  Funktion 

2)  9(^)  -  [fix)  -  AFix)]  -  [fix,)  -  AFix,)], 
welche  für  x  ^  Xq  verschwindet,  auch  für  x  =  X  gleich  0  ist. 
Ist  also  die  Funktion  g)(x)  nicht  durchaus  gleich  0,  so  giebt 
es  mindestens  eine  Stelle  x^  im  Innern  des  Intervalles^  an 
welcher  sie  ihren  Maximal-  oder  Minimalwert  annimmt.  Für 
diese  Stelle  sind 
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y(a^  +  h)-  tpjx^)  y(gi-ft)-yK) 

h  "°  -h 

Ton  entgegengesetzten  Zeichen,  also  ist: 

d.  h.  nach  Gleichung  2) 

h  h  ' 

oder 

Der  Wert  a:,  ist  weder  gleich  Xq  noch  gleich  X;  der  Vor- 
aussetzung nach  wird  F(x)  weder  0  noch  unendlich  für  Werte 
von  X  zwischen  Xq  und  X;  daher  folgt 

rix,) 

und  sonach  ist 

f{X)-f{x,)    r(x,) 

F(X)-F(x,)      F'ix,y 

Setzt  man  X  «-  rp^  +  ä,  wobei  h  eine  positive  oder  nega- 
tive Grösse  sein  kann,,  so  ist  x^  —  x^,  +  ÖA,  und  0  ein  Bruch 
zwischen  0  und  1;  die  Gleichung  erhält  die  Form: 

•    /'fao  +  fe)-/'(^o)     rix,  +  eh) 


Die  Differentiale. 

18,  Wir  werden  das  Zeichen  A  anwenden,  um  Zuwüchse 
der  Funktionen  zu  bezeichnen.  So  wird  die  Änderung  (Wachs- 
tum im  positiven  oder  negativen  Sinne),  welche  die  Funktion 
f{x)  erleidet,  wenn  man  a;.um  ä  oder  Are  verändert,  durch 
die  Grösse 

fix  +  h)-f(x)^Afix) 

angegeben^  und  folglich  ist 

1)  Af(x)  =  hf'(x)  +  ah, 

wobei  6  mit  h  unendlich  klein  wird. 
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Der  erste  Teil  hf\x)  dieses  Zuwachses  wird  das  Diffe- 
rential der  Funktion  genannt.  Dieses  Differential  schreibt  man 
mit  dem  Zeichen  dy  also 

2)  df{x)-^hf\x). 

Man  erkennt,  dass,  wenn  die  willkürliche  Grösse  A  unend- 
lich klein  wird,  die  Grössen  ^f{x)  und  df{x)  selbst  unendlich 
klein  werden,  so  zwar,  dass  nach  der  Methode,  die  wir  im 
ersten  Kapitel  besprochen  haben,  diese  Grössen  sich  gegen- 
seitig vertreten  können  bei  Quotienten  oder  bei  Summen, 
deren  Grenzwerte  zu  bestimmen  sind.  Denn  es  ist,  solange 
h  von  0  verschieden  ist: 

dt{x)        ''^  fix) 
und  folglich  wird,  wenn  h  nach  0  konvergiert, 

lim  ,';  {  —  1, 
df{x) 

wenn  f\x)  endlich  ist- 

19.  Man  kann  eine  einfache  geometrische  Darstellung  des 
Zuwachses   ^f{x)  und  des   Differentiales   df{x)   geben.     Wir 
wählen  zu  diesem   Zwecke    zwei    rechtwinklige  Koordinaten- 
axen  und  konstruieren  die  Kurve,  deren 
Ordinaten  die  Werte  von  f{x)  sind.  Man 
zeichne  die  Tangente  im  Punkte,  dessen 
Koordinaten  x  und  f{x)  sind,  und  kon- 
struiere die  Ordinate  MP\  welche  zur 
Abscisse  x-\-h  gehört,  und  die  Tangente  ~ 
des  Punktes  Jlf  in  jB  schneidet;  endlich 
legen  wir  noch  MQ  parallel  zur  Abscissenaxe.    Die  Ableitung 

f{x)^   die   Grenze  des   Quotienten      S^  ^  ist,   wie   wir   schon 

sagten  (§  6),  der  Richtungskoeffizient  der  Tangente  ilfi2,  und 
man  hat 

df{x)^hf\x)^IlQ, 
folglich  ist 

Bh  «  MB, 
Es  folgt  daraus,  dass  M^R  von  höherer  als  der  ersten 
Ordnung  unendlich  klein  wird,  wenn  in  dem  Kurvenpunkte  M 

S  e  r  r  e  t ,  Differentiftl  -  und  Integral  -  Rechnung.    I.  Bd.  3 
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f\x)  einen  bestimmten  endliehen  Wert  hat,  und  h  —  PF^  nachO 
konvergiert, 

20.  In  dem  besonderen  Falle,  wo  die  Funktion  f(x)  sich 
reduziert  auf  f{x)  —  Xy  hat  man  A/'(rr)  «  f{x  +  A)  —  f{x)  —  Ä, 

also^^-l,   folglich   rW-1.     t)ie   Gleichung  2)  wird 

also  hier  dx^h^  d.  h.  wir  können  den  Zuwachs  h  allgemein 
das  Differential  der  unabhängigen  Variabelen  nennen  und  der 
Gleichung  2)  die  Form 

3)  df{x)=f(x)dx 

geben.  Dieselbe  sagt  aus:  Das  Differential  einer  Funktion  ist 
gleich  dem  Produlie  aus  der  Ableitung  dieser  Funktion  mit  dem 
Differentiale  der  unabhängigen  Variahelm, 

Dividiert  man  die  Formel  3)  durch  drc,  so  wird 

also: 

Die  Ableitung  einer  Funktion  ist  der  Quotient  aus  dem 
Differentiale  der  Funktion ,  dividiert  durch  das  Differential  der 
unabhängigen  Variabelen. 

Diese  Darstellungsweise  der  Ableitungen  ist  die  gebräuch- 
lichste.    Sonach   kann   der   Ausdruck  —~-   unter   zweierlei 

dx 

Gesichtspunkten  betrachtet  werden:  einmal  als  Quotient  von 
df(x)  und  dXy  sodann  als  blosses  Symbol  fiir  die  Grenze  des 

Af(x) 
Verhältnisses  von  —ir^'  (Diese  zweite  Betrachtungsweise  ent- 
hält zugleich  die  eigentliche  Methode  der  Wertbestimmung.) 
Auch  schreibt  man  die  Formel  3)  häufig 

oder  ^"^ 

jl-n^)»    äy  =  f\x)dx, 

indem  man  durch  den  einen  Buchstaben  y  die  Funktion  be- 
zeichnet, welche  wir  bisher  durch  die  Form  f{x)  darstellten. 

Abweichend  von  dem  sonst  üblichen  Gebrauche  ist  hier  und 
auch  späterbin,  wie  nochmals  wiederholt  sein  mag,  das  Differential 
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znnächBt  als  eine  endliche  (nicht  als  eine  unendlich  kleine)  Grösse 
definiert.  Alle  Gleichungen  zwischen  Differentialen,  welche  wir  zu 
untersuchen  haben,  werden  aber  stets  so  beschaffen  sein,  dass  für 
dieselben  nur  die  Verh&ltnisse  von  Differentialen  (Differential- 
qnotienten)  wesentlich  sind.  Dann  ist  die  Grösse  des  Wertes, 
welchen  man  dem  unabhängigen  Differentiale  beilegt,  auf  diese 
Verhältnisse  ganz  ohne  Einfluss,  so  dass  man  diesen  Wert  auch 
nach  NulL  konvergieren  lassen  kaiin,  ohne  dass  die  Gleichung  «ihre 
Bedeutung  yerliert^  Dieser  Prozess,  das  Differential  unendlich  klein 
werden  zu  lassen,  was  man  auch  kurz,  obgleich  minder  korrekt, 
so  ausdrückt,  es  ist  unendlich  klein,  wird  bei  gewissen  geometrischen 
Problemen,  wie  wir  sehen  werden,  gei-adezu  gefordert. 


Ein  Satz  über  Funktionen  von  Funktionen. 

21.  Es  seien  Xj  y,  u  drei  Yariabele,  tou  denen  wir  an- 
nehmen, dass  zwei  von  ihnen  von  der  dritten  abhängen.  Wenn 
man  den  Wert  von  y  als  Funktion  von  u  ausgedrückt  hat, 
derart,  dass 

ist,  und  man  wählt  x  zur  unabhängigen  Yeränderlichen,  so 

sagt  man,  dass  y  eine  Funktion  von  einer  Funktion  von  x  ist. 
« 
Dies  festgesetzt,  beweisen  wir  den  folgenden  Satz,  den 

man  als  grundlegend  zu  betrachten  hat 

Istj^  f (u),  so  ist  auch  ^^  -  f '(u)  |^,  oder  dy  «  f '(u) . du, 

icie  auch  die  unabhängige  Varidbele  x  gewählt  sein  mag,  wenn 
nur  u  eine  stetige  Funktion  von  x  mit  bestimmter  Ableitung  ist, 
und  f'(u)  einen  bestimmten  Wert  hat.* 

Denn  erteilt  man  der  unabhängigen  Yariabelen  x  den  Zu- 
wachs Ao;,  so  erleidet  u  eine  Änderung,  die  mit  Ati,  und  da- 
durch y  eine  Änderung,  die  mit  Ay  bezeichnet  werde.  Es  ist 

A         r/     ,    A    \      T/  \       j        Ay      f(^  +  Am)  —  f(u)    Ali 

Ä«  —  f(u  +  Au)  —  f(u)    oder    -r-^  =»  '-^ — ■ — ^ — '-^-^  •  -r — 

^      '^  ^      '^  ^  Ax  Au  Ax 

Lässt  man  Ax  nach  0  konvergieren,  so  wird 

lim -^  .  lim  fct^iOnZW  .  ^. 
Ax  Au  Ax 

3» 
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Wenn  nun  lim  A^  +  A^O  -  f(^)  f^^    Aw  -  0    eine    be- 

stimmte  Grenze  besitzt^  so  ist  dieselbe  mit  f'(}^)  ^u  bezeich- 
nen, und  es  wird,  da 

,.     Aw      dy      -.     Au      du 
Ax      dx  Ax  .  dx 

ist:* 

g-r(«.).g.    oder    dy^f.'{u)du, 

wie  wenn  u  die  unabhängige  Yariabele  wäre.  Man  schreibt 
auch  öfters 

dy  ^-;^  du    oder    dy  «=     }"  :  du, 

^       du*  ^         du         ' 

dy,  ist  dann  das  Differential  der  Funktion  y,  diese  betrachtet 
als  Funktion  einßr  willkürlichen  Variabelen,  und  du  ist  das 
von  dieser  willkürlichen  Variabelen  abhängige  Differenti9.1  von  u. 

Umgekehrt  gilt  auch  der  Satz:  Weiss  man,  dass  y  als  Funktion 
von  X  eine  bestimmte  Ableitung  hat,  und  ist  y  •«'/'(tt),  wobei  die 
Funktion  f(u)  in  Bezug  auf  u  die  Ableitung  f\u)  besitzt,  so  ist 
auch  u  eine  Funktion  von  x  mit  bestimmter  Ableitung,  und  letz- 
tere ist  aus  der  Gleichung  rr-  «  /"'(u)  r~  zu  berechnen. 

dx         ^     dx 


Die  Differentiation  der  expliciten  algebraischen 
Funktionen. 

22.  Die  Rechnung;  durch  welche  man  das  Differential 
einer  Funktion  bestimmt,  heisst  die  DifferenticUion,  Die  Regeln 
zur  Differentiation  von  Funktionen  bilden  den  Hauptgegenstand 
der  Differentialj^echnung.  Wir  werden  zunächst  die  einfachen 
Fälle  behandeln,  bei  denen  die  vorgelegte  Funktion  algebraisch 
zusammengesetzt  ist  aus  einer  oder  aus  mehreren  Fuliktionen, 
deren  Differentiale  als  bekannt  angenommen  werden. 

28.  Differentiation  einer  Summe.  Wir  betrachten  die 
Funktion  ..... 

ti,  lii ,  t^8 , . . .  tim- 1  sollen  Funktionen  der  unabhängigen  Variabelen 
x  sein,  deren  Differentiale  als  bekannt  'angenommen  werden. 
Der  Variabelen  x  erteilen  wir  den  Zuwfu^hs  Ax,  xmd  es  seien 
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Ay,  Ate,  AWi,,..  Aum-i 
die  entsprechenden  Änderungen  der  Yariabelen 

Es  ist  einleuchtend,  dass  die  Gleichung  besteht: 

Ay«±  Aw±  Awi±...±  Aw„,_i, 
also: 

Aa;      ^  Ax^  Ax  ^'^^     Ax 
Geht  man  jetzt  •iu  den  Grenzen  über,  so  wird: 

dx     ^^  dx^  dx^'"^     dx 
oder     •,        .  •• 

dy^±du±  du^  ±  ..,  ±  dw„,_i, 

wenn  sämtliche  Funktionen  u  bestimmte  Ableitungen  ergeben. 

Daraus  folgt: 

Das  Differential  einer  algebraischen  Summe  von  Funk- 
tionen ist  gleich  der  Summe  ates  den  Differentialen  dieser 
Funktionen ,  faJls  diese  Oberhaupt  bestimmt  sind. 

24.  Differentiation  eines  Frodtiktes.     1.  Ist 
y  —  au 
und  a  eine  Konstante^  u  eine  Funktion  von  x^  so  wird^  wenn 
man  das  Wachstum  von  u  und  y  mit  Au  und  Ay  bezeichnet, 
während  x^  um  Ax  sich  ändert, 

Ay^aAu,    also    -^--a—^ 

Geht  tnan  zu  den  Grenzen  über,  so  folgt 

äy         du       .         _  _   ' 

:=^  «  a  3-    oder    dy  =  adu, 
ax         ax 

Also: 

Das  Differential  des  Produktes  aus  einer  Funktion  und 
einer  Konstanten  ist  gleich  dem  Produkte  aus  dem  Differen- 
tiale dieser  Funktion  mit  der  Konstanten. 

2.  Betrachten  wir  das  Produkt 
y^u.v, 
wobei  u  und  v  Funktionen   von   x  sind.     Bezeichnen  dann 
wiederum  Ax,  Aj/,  Ati,  Av  die  Änderungen  dieser  Yariabelen, 
so  ist 
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Ay  =  (m  +  Ali)  (v  +  Av)  —  m  .  v  =  t?Aw  +  uAv  +  AuAt;, 

also: 

Ay         Aie         At;       AmAv   . 

Aa;/^     Are         Are       Aa;  Aa; 

Geht  man  zu  den  Grenzen  über,  so  verschwindet,  wenn 

Aw  Av 

die  Grenzen  der  Quotienten  -r —  und  -r —  bestimmte   endliche 

Ax  Ax/ 

Grossen  sind,  das  letzte  Glied,  und  man  erhält 

dy         du         dv       ^         -,       •    , 
=^«=t;^  +  M-p     oder    dy  ^vdu  +  %idv. 

Das  Differential  eines  Produktes  Aoeier  Funktionen  ist 
gtkch  der  Summe  aus  den  Produkten,  welche  man  erhält , 
indem  man  jede  Funktion  mit  dem  Differentiale  der  anderen 
muUiplieiert, 

Umgekehrt  folgt:  Weiss  man,  dass  das  Produkt  y  ^  uv  und 
ebenso  einer  der  Faktoren  u  oder  v  eine  bestimmte  Ableitung 
besitzt,  so  besitzt  auch  der  andere  v  oder  u  eine  bestimmte  Ab- 
leitung, die  aus  der  obigen  Formel  zu  berechnen  ist. 

Dividiert  man  die  Gleichung  mit  y  oder  ut;,  so  folgt 
dy      du       dv 
y  ^  u       IT'      ' 
Der  Quotient  des  Differentiales  einer  Funktion   und   der 
Funktion    selber   heisst   das   logarithmische  Differential.     Die 
Formel  sagt  also  aus: 

Das  logarithmische  Differential  eines  Produktes  aus  zwei 
Faktoren  ist  gleich  der  Summe  aus  den  logarithmischen  Diffe- 
rentialen dieser  Faktoren. 

Diese  Eigenschaft,  welche  analog  ist  einer  Eigenschaft 
der  Logarithmen,  rechtfertigt  den  Namen  logarithmisches 
Differential. 

3.  Wir  betrachten  endlich  das  Produkt  aus  einer  be- 
liebigen Anzahl  von  Funktionen  der  unabhängigen  Yariabelen  x, 
es  heisse 

y  — WiWj...Wm. 

Nach  der  Regel  für  die  logarithmische  Differentiation 
eines  Produktes  hat  man 
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^  dWi^  dtfj^         dW3^  d(...^m) 

""     Wj  Wj  «5  "•    (...W^) 

Die  letzte  dieser  Gleichungen^  nämlich 

dy^^du^.dti^  dUm 

y   '^   u^         u^    '"        Um 
besagt,  dciss  das  logarithmische  Diffet'entml  eines  Produktes  von 
m  Faktoren  gleich  der  Summe  aus  den  logarithmischen  Diffe- 
rentialen seiner  Faktoren  ist. 

Um  das  Differential  dy  zu  erhalten,  genügt  es  diese 
Gleichung  mit  y  zu  multiplizieren;  es  wird 

dy  —  Mg  ...Um  dUi  +  ^^1^8  ...Um  du^  +  . . .  «1  Wj  «3  . ..  W„,_  1  dUm. 

Voraussetzung  der  Gültigkeit  dieser  Formel  ist,  dass  die 
Ableitung  der  Funktionen  u  bestimmte  Werte  haben.  Der  Beweis 
ist  ausserdem  unter  der  Annahme  geführt,  dass  keine  dieser 
Funktionen  u  für  die  betrachteten  Werte  von  x  verschwindet.  Es 
ist  aber  leicht  zu  sehex>,  dass  die  zuletzt  gewonnene  Gleichung 
Yon  dieser  letzteren  Annahme  unabhängig  ist,  da  man  dieselbe  auch 
direkt  aus  der  Gleichung  y  '^  uv^  dy  ^  udv  +  vdu  gewinnen  kann. 

25.  Differentiation  eines  Quotienten.  Sind  u  und  v  zwei 
Funktionen  von  x  und  betrachtet  man  den  Quotienten 

so  hat  man 

.  u  +  Am       u       vAu  —  uAv 

"  ""  V  +  Av       V  ""    v{v  +  Ar) 
für  jeden  Wert  von  a;,  für  welchen  nicht  gerade  v  «  0  idt. 
Also  wird 

Ay  _  1^ ^^^  „  ^  ^^ 

mithin 


ix       V  +  Ar 

t^x       r(r  +  At?)     Ao; 

du          dv 

dy       1  du 

u  dv          dx          dx 

dx       V  dx 

v^dx^            v" 

oder 
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,         vdu  —  udv 

^y- :::2 ' 


wenn  die  Ableitungen  der  Funktionen  u  und  v  bestimmt  sind» 
Dividiert  man  diese  Gleichung  durch  y  —  — »  so  folgt: 

dy  _  du       dv 

1    '  y         li         V 

also:  ^. 

Das  logarithmische  Differential  eines   Quotienten  zweier 

Funktionen  ist  gleich  dem   logarithmischen  Differentiale  des 

Zählers^   vermindert  um  das  logarithmische  Differefitial  des 

Nenners. 

Man  erkennt  auch  umgekehrt:  Weiss  man.  dass  die  Ableitung 

von  y  einen  bestimmten  Wert  hat,  und  dass  eine  der  Funktionen 

u  oder   v    eine    bestimmte    Ableitung   besitzt,    so    hat   aucb    die 

andere  t;  oder  u  eine  bestimmte  Ableitung,  die  aus  der  obigen 

Gleichung  zu  berechnen  ist. 

26.  Differentiation  der  Potenzen  einer  Funktion.   Es  sei 

u  eine  Funktion  von  x  und  man  betrachte  die  Potenz 

1)  y  -  M*», 

in  welcher  der  Exponent  m  eine  Eonstante  ist. 

1«  Ist  m  eine  ganze  positive  Zahl,  so  ist  y  das  Produkt 
von  m  gleichen  Faktoren  t«,  infolge  aessen  ist  die  Ableitung 
der  Funktion  y  eine  bestimmte  Grosse,  sobald  die  Ableitung 
von  u  bestimmt  ist,  und  es  wird 

2)  -rp^  —  mM*"""* -r-  oder  dy  — mM"»~*du  oder  —  —  m  — 
^  dx  dx  y  w 

2.  Ist  m  ein  positiver  Bruch,  mit  dem  Nenner  i,  so  ist 

yi  «  y^mi^ 

Setzt  man  z^y\  also  ;b  —  m"»»,  so  ist  dz  ^  miu^^~^ dn^ 
sobald  u  eine  bestimmte  Ableitung  besitzt.    Aus  der  Gleich- 
xing  z  ^y*  folgt  aber 
also  ist:  dz~iy'-^dy, 

iy^—^dy  —  mi  w"*'~^dfi    oder    y^~^dy  -=  mw"»»~*dt«. 
Dividiert  man  durch  y\  so  folgt 

—  —  m  —    oder   dy  —  w  u"»-*  rfn, 
y  u  ^  ' 

also  die  frühere  Formel. 
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3/ Ist  m  eine  ganze  oder  gebrochene  negative  Zahl,  so 
hat  man  nach  der  Formel  1)  fQr  alle  Werte  yqn  x,  für  welche 
ii  nicht  gleich  0  ist, 

Da  das  Produkt  yu"^  konstant  ist,  so  ist  seine  Ab- 
leitung 0;  wenn  also  u  und  folglich  sruch  u—""  eine  bestimmte 
Ableitung  besitzt,  so  besteht  die  Gleichung 

dy  u""*  —  mu-'^-^ydt(^  —  0, 
also: 

dy  ^  mu"*^^du    oder     —  =  m  — 

y  i* 

Also  ist  die  Formel  ,      , 

■^  —  mu^~^  3—     oder    dy  —  mu^'^^du 
dx  dx  ^ 

allgemein  gültig  für  jeden  positiven  oder'  negativen  rationalen 
Exponenten.  (Dass  sie  aUch  für  irrationale  Exponenten  gilt, 
wird  im  §  39  gezeigt  werden.)    Die  Regel  lautet: 

Das  Differential  einer  Potenz  von  einer  Funktion  mit 
dem  Exponenten  m  ist  gleich  dem  Produkte  gebildet,  aus  dem 
Exponenten  m,  aus  der  m — 1*«°  Potene  der  Funktion  und 
aus  ihrem  Differentiale. 

Reduziert  sich  die  Funktion  u  auf  die  Yariabele  x,  ist 
also  u^  X  und 

y  -  a;« 
so  wird 

dy  ^'msf^^^dx    oder    -^^ma^-K 
Für  den  Fall  w  «  ^  z.  B.  ergiebt  die  Formel 

dy       1    —idn  l  du 


Anwendungen  der  bisherigen  Regeln« 

27.  Eine  explicite  algebraische  Funktion  wird  erhalten, 
indem  man  mit  der  Yariabelen  x  und  mit  Eonstanten  alge- 
braische Rechnungsoperationen  in  endlicher  Anzahl  ausführt. 
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Das  Differential  solch  einer  Funktion  kann  man  daher  immer 
vermittelst  der  ^bisherigen  Regeln  berechnen.  Wir  wollen  hier 
einige  Beispiele  geben: 

•  1.  Ist 

y  «  Ax"^  +  Ba;«  +  Ca;P+  ...  Lx\ 

wobei  A,  B,C ...  bestimmte  Eonstante,  und  m,  n,p  rationale, 
ganze  oder  gebrochene  Zahlen  bedeuten,  so  erHält  man  un- 
mittelbar durch  Anwendung  der  Regeln  för  Summe,  Produkt 
und  Potenzen: 

eZy  —  (m^a;"»-*  +  nEx""-^  +  pCxP-^  +  ...  rLx^-^)dx. 

2.  Ist  • 


a  +  bVx  +  ~^  +  ^. 


Yx     ^ 

wobei  a,  &,  c,  6  Eonstante  sind,  so  kann  man  schreiben: 
und  man  hat 

ri    — i    1    — ^         n 

oder 

3.  Ist  

y-a;*(a*  +  a;*))/a*-a;* 

und  a  eine  Konstante,  so  ist 

y-(a»x«4-!r*)V'o*-a;», 
folglich: 


.yo»-iC»d(o«a;*+a:*)  +  (a*«*  +  a;*)dV'a«- «« 


-  yö*^^  (2a»a; + 4«»)  da:  +  (a'a:* + «*) -5- . -^^=  d(o»-a:«) 

J    ya«— a^ 

-Vo«-a;«C2«*  --c  +  4«»)da;  -  (a«  af«+  «*)  ^7==' 

oder 

(2  a*  a;  +  g*  g:'  —  5a:*)  xdx 


rfy- 


,  Google 
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und  sind  a^i^m^n  konstante  Grössen,  so  wird 

dy  ^n  (aa^+  6)»-^rf(aa;"»+  6), 
also: 

Anwendung  auf  einige  einfache  Aufgaben. 

28.  Die  bisherigen  Regeln  reichen  zur  Losung  mehrerer 
Aufgaben  bereits  aus-,  es  wird  nützlich  sein,  hiervon  einige 
Beispiele  zu  geben.  Wir  entnehmen  dieselben  der  Geometrie 
und  müssen  zunächst  einige  in  der  Eurventbeorie  gebräuch- 
liche Benennungen  einführen.  Ist  eine  Kurve  auf  zwei  gerad- 
linige Eoordinatenaxen  bezogen^  und  konstruiert  man  in  einem 
Punkte  die  Tangente  und  die  Normale,  so  heissen  die  Strecken 
auf  diesen  Geraden,  welche  zwischen  dem  Eurvenpunkte  und 
der  Abscissenaxe  liegen,  die  Länge  der  Tarigente  und  die 
Länge  der  Normale,  während  die  Projektionen  dieser  Strecken 
auf  die  Abscissenaxe  die  Namen  Sxibtangente  und  Subnormale 
haben. 

29.  Aufgabe  I.  Es  soU  die  Kurve  bestimmt  werdenj  für 
fvelche  '  im  reditmrikligen  Koordinatensysteme  die  Subnormale 
gleich  einer  gegebenen  Konstanten  p  ist 

Sind  X  und  y  die  rechtwinkligen  Eoordinaten  eines  Punktes 
M  der  gesuchten  Eurve,  so  ist  y  als  stetige  Funktion  von  x  zu 
betrachten,  und  diese  Punktion  ist  zu  be- 
stimmen.  Es  werde  die  Ordinate  MP 
des  Punktes  M  imd  die  Normale  MN 
konstruiert,  dann  ist  die  Subnormale 
PN  gleich  der  Ordinate  MP  —  y,  multi- 
pliziert mit  Tangente  des  Winkels  PJf^. 
Dieser  Winkel  ist  aber  gleich  dem  Winkel 
MTx^  welchen  die  Tangente  des  Punktes  ^ 

M  mit  der  Abscissenaxe  bildet;  also  ist  sein  tangens  gleich  -p* 

Die  Bedingung  der  Aufgabe  ist  also   ausgedrückt  durch  die 
Gleichung 
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dy 


oder 
•  2ydy  '=*2pdx^ 

.  Das  erste  Glied  derselben  irt  das  Differential  von  y^  (nach 
§  21);  das  zweite  Glied  ist  das  Differential  von  2px.  Wir 
haben  also  zwei  Funktionen  von'  x,  nämlich  y^  und  2pXy 
welche  gleiche  Differentiale,  oder  was  auf  dasselbe  hinaus- 
kommt, gleiche  Ableitungen  haben.  Diese  Funktionen  können 
sich   also  nur  (§  15)  unj  eine  Eonstante  unterscheiden,   und 

man  hat:  *    *  . 

y^^2px  +  C,   ' 

wobei  C  eine  willkürliche  Konstante  ist.'  Die  Parabeln  mit  dem 
Parameter  p,  deren  Axe  mit  der  Geraden  zusammenfallt,  auf 
welcher  man  die  Subnormale  konstruiert,  sipd  also  die  einzigen 
Kurven,  welche  der  gestellten  Aufgabe  entsprechen. 

90.  Aufgabe  IL   Es  soll  die  Kurve  bestimmt  werden,  deren 
Normale  gleich' einer  gegAenen  Konstante  a  ist 

Man  sieht  aus  der  vorigen  Figur,  dass  das  Quadrat  der 

Normalen   gleich   ist   dem   Quadrate   der    Subnormalen  9;^' 

vermehrt  um  das  Quadrat  der  Ordinate;  man  hat  also  die 
Bedingung: 

Diese  Gleichung  wird  befriedigt,  wenn  man  y  —  ±  a  setzt; 

denn  hieraus  folgt  ;r^  "*  0.     Die  beiden  Geraden,  welche  pa- 
dx 

rallel  zur  Abscissenaxe  in  der  Entfernung  a  von  dieser  Axe 
laufen,  bilden  also  eine  Lösung  des  Problemes.  Abgesehen 
von  dieser  Lösung,  folgt  aus  der  obigen  Gleichung: 

dx^-yM=. 

wobei  das  Vorzeichen  der  Quadratwurzel  sowohl  positiv,  wie 
negativ  sein  kann.  Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  ist  das 
Differential  von  —  Yc^—  y*,  folglich  drückt   diese   Gleichung 


Digitized  by 


Google 


Der  erste  Differentialquotient. 


45 


X  und  —  |/a^  —  y* 
dasselbe  Differential  haben.    Demnach  können  sich  diese  Funk- 
tionen nur  um  eine  Eonstante  a  unterscheiden,  und  man  hat 

•      .  '  (^  -  «)*  +  y*  -  a\ 

Die   Kreise   mit  dem*  Radius  a,   deren  'Mittelpunkte  auf 
der  Abscissenaxe  liegen^  sind  die  Lösungen  der  Aufgabe. 

31.  Aufgabe  m.     Es  ist  em  Kegelschnitt  OAB  gegeben. 
Man  soll  eine  Kurve  IM  so  bestimmen,  dass  jede  Sehne  AB  des 
Kegelschnittes j  welche  zugleich  die  Kurve  IM  berührt^  durch  den» 
Berührungspunkt  M  in  zwei  gleiche  Teile  geteilt  wird. 

Sei  r*-2i)X+gX«  die  Gleich- 
ung des  gegebenen  Kegelschnittes, 
und  , 

die  Gleichung  der  Tangente  im 
Punkte  M  (x,  y)  der  unbekannten 
Kurve.  Eliminiert  man  Y  zwischen 
diesen  beiden  Gleichungen^  so  wird: 

[©■-]-+4^l-'(ll)*-']->(»-49'-o- 


Flg.  6. 


Die  halbe'  Summe  der  beiden  Wurzeln  X  dieser  Gleich- 
ung ist: 

P 


^:^+Kä)' 


dy 
dx 


©*- 


Nach  der  Bedingung  dieser  Aufgabe  soll  diese  halbe 
Summe'  gleich  der  Abscisse  x  des  Berührungspunktes  M  sein. 
Man  hat  also  , 

P  +  QX^y^^O, 


oder 


dx 
2y  dy  ^2pdx  +  2qx  dx. 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  ist  das  Differential  von 
2px  +  qx^j   die  linke  das  Differential  von  yK  .  Diese  beiden 
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Funktionen  unterscheiden  sich  also  nur  um  eine  Konstante^ 
d.  h.  es  ist  *  «      «        ,       ^  t  n 

die  allgemeine  Gleichung  der  gesuchten  Kurve.  Diese  Kurven 
sind  Kegelschnitte^  welche  zu  dem  gegebenen  ähnlich  und 
ähnlich  liegend  sind. 


Satz  fQr  die  Differentiation  von  Funktionen,  welche 

aus  mehreren  Funktionen  einer  unabhängigen  Yaria- 

belen  zusammengesetzt  sind. 

32.  Die  Resultate^  welche  wir  oben  geJPunden  haben,  sind 
in  einem  allgemeinen  Satze  enthalten,  der  sich  auf  die  Diffe- 
rentiation einer  Funktion  bezieht,  die  aus  mehreren  zusammen- 
gesetzt ist. 

Wenn  u  und  v  zwei  Funktionen  der  unabhängigen  Varia- 
belen  x  sind,  und  ^,      . 

eine  Funktion  von  u  und  v  bedeutet,  so  sagt  man,  y  ist  eine 
Funktion,  welche  aus  den  beiden  Funktionen  u  und  v  zu- 
sammengesetzt ist. 

Eine  Funktion,  welche  von  zwei  Variabelen  u  und  t;  ab- 
hängt, mögen  nun  dieselben  wie  hier  angenommen  selbst 
Funktionen  einer  .dritten,  oder  auch  ganz  unabhängig  von 
einander  sein,  heisst  an  einer  Stelle  u,  v  stetig.,  wenn  man  zu 
jeder  noch  so  kleinen  Zahl  ä  zwei  Werte  h  und  U  ausfindig 
machen  kann,  so  dass  der  Betrag  der  Differenz 

wird,  und  kleiner  als  d  bleibt,  wenn  man  7(t  und  Tc  nan  noch 
beliebig  verkleinert.     Für  eine  stetige  Funktion  ist  also 
lim  [f{u  +  Ä,  t;  +  fc)  -  /(«,  v)] »  0, 

wie  auch  immer  die  .Grössen  h  und  h  nach  0  konvergieren^ 
oder,  was  dasselbe  besagt,  unendlich  klein  werden  mögen. 

Dies  vorausgeschickt  bilden  wir  nun 
Ay^f(u  +  Alf,  V  +  Av)  ~  f(u^ v) 

^[f(ii  +  Au^v  +  Av)-f(u,v  +  Av)]  +  \f{u,v  +  Av)^f(u^vl 
also: 
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Ay  __  f{u  +  Awjt;  +  Av)  —  /*(w,t?  +  Ai;)     Aw 
Aa?  ""  A«  *Aa; 

/'(tt,t;  + At;)— /"(te,!;)  ^  At; 
Av  *  Ax 

Der  Grenzwert,  welchen  der  Quotient 

f{u  +  Aw,  t;  +  Av)  —  /*(t*,  t;  +  Av) 
At« 

erhält,  wenn  maji  Au  nach  0  konvergieren  lässt,  während 
man  At?  ungeändert  lässt,  wird  als  die  Ableitung  der  Punk- 
tion in  Bezug  auf  die  Yariabele  u  zu  bezeichnen  sein.  Diese 
Ableitung  wird  eine  Funktion  von  ii  sein  und  ausserdem 
von  dem  Werte  v  +  Av  abhängen.  Wir  bezeichnen  sie  mit 
9)(w,t;+At;),  und  nehmen  erstlich  an,  dass  sie  eine  stetige 
Funktion  von  u  ist.    Alsdann  ist  aber  nach  dem  Satze  des  §  14 

/"(w  +  AWjV-f  Av)  — /*(t/,t;  + Av)  .     ,   ^.  ,   a   \ 

L^ — 1 1 — '—-l — l:^-? — ! L  ^  m(tt  +  6Aw,t;  +  AA 

Ati  ^^  '  ^ 

Ebenso  wird  die  Grenze  des  Quotienten 

Av 
als  Ableitung  der  Funktion  f{u^v)  nach  v  zu  bezeichnen  sein; 
wir  nennen  sie  ^(w,t;).     Aus  der  Gleichung 

Ay  /     ,  üA  ,   A  N  Aw    .   /K  v  +  Av)  — /*(m,  v)  Av 

Ax       ^v     '  '  /  ^x  Av  Aa; 

folgt  nun:  Wenn  die  Funktionen  ti  und  v  bestimmte  Ablei- 
tungen besitzen,  wenn  femer  die  Ableitung  der  Funktion 
/*(w,  v)  nach  der  einen  Variabelen  ti  eine  bestimmte  stetige 
Funktion  djer  beiden  Variabelen  u  und  v  ist,  und  wenn  die 
Ableitung  nach  der  andern  Variabelen  v  einen  bestimmten 
Wert  hat,  so  ist 

Denn  lässt  man  Ax  nach  0  konvergieren,  so  konvergieren 
auch  Au  und  At;  nach  0,  und  es  wird,  wenn  q>  eine  stetige 
Funktion  der  beiden  Variabelen  ist,  lim  tpiii  -f  0 Aw,  v  -f  Av) 
=  9?(«i,  v),  während  der  Quotient,  welcher  auf  der  rechten 
Seite  der  obigen  Gleichung  steht,  die  Grenze  '^{u^  v)  hat. 
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Umgekehrt  folgt  auch:  Weiss  man,  dass  die  Funktion  y  eine 
bestimmte  Ableitung  hat,  dass  ferner  die  Ableitungen  q>{ujv)  und 
^^>{u,v)  den  genannten  Bedingungen  genügen,  so  folgt  aus  der 
Existenz  der  Ableitung  für  die  eine  Funktion  u  oder  v  auch  die 
Existenz  der  Ableitung  für  die  andere  und  letztere  ist  aus  der  ent- 
wickelten Gleichung  berechenbar. 

Wenn  eine  Funktion  y  von  den  beiden  willkürlichen  Varia- 
belen  u  und  v  abhängt,  so  bezeichnet  man  mit  den  Symbolen 
duy  und  dr,y  die  Differentiale  dieser  Funktion^  welche  man 
erhält,  indem  man  nur  eine  der  Grössen  u  oder  v  yariiert*,  die 
Ableitungen  fp{^ij  v)  und  ^(^,  v)  sind  also  bezüglich  gleich  den 

beiden  Quotienten  -^  und  -—•    Man  lässt  gewöhnlich  die  In- 

dices  in  den  beiden  Zählern  fort;  jedoch  darf  man  dabei  nicht 
ausser  Acht  lassen,  dass  die  Zähler  dy  in  beiden  Quotienten 
etwas  verschiedenes  bedeuten,  was  übrigens  durch  die  Nenner 
ohne  irgend  welche  Unbestimmtheit  ausgedrückt  ist.  Das  Diffe- 
rential der  Funktion  y,  als  Funktion  von  x  betrachtet,  ist  also 


oder 


^  du  .     dv 


Man  bezeichnet  die  beiden  Ableitungen  auch  mit  fl  (ii^ «;), 
fi{u^v)\  also  ist 

dy  ^  fu(u^  v)  du  +  /;'(w,  v)  dv. 

33.   Das  erhaltene  Resultat  kann  leicht  verallgemeinert 

werden.     Seien  w,  v,  w?,  s  . . .  Funktionen  der  unabhängigen  Va- 

riabelen  x,  und  ^.  . 

y^f{u,v,w,s..,) 

eine  aus  ihnen  zusammengesetzte  Funktion.  Ersetzen  wir  die- 
selben mit  Ausnahme  der  ersten  durch  ihre  Werte  in  x^  so  hat 
man  y  ausgedrückt  in  te.und  x.  Man  kann  also  die  Formel 
des  vorigen  Paragraphen  anwenden  und  exjbtält 

wobei  d'y  das  Differential  von  y  bedeutet,  gebildet  indem  u 
als  Eonstante  betrachtet  wird.    Man  hat  dann  ebenso 
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d'y  -  ff  dr;  +  d"y, 

wobei  d"y  das  DiflFerential  von  y  ist,  wenn  u  and  v  als  kon- 
stant angesehen  werden.     Femer  ist 

4'"y  ist  das  Differential  von  y,  wenn  Uy  v  und  w  als  Kon- 
stante gelten.  Es  ist  leicht  zu  sehen,  dass  man,  indem*  man  die 
erhaltenen  Gleichungen  verbindet^  die  Gleichung -gewinnt: 


oder 


du  dv  dw  ds  ^ 

dy  _  dy  du      dy  dv       dy  dw      dy  ds 

dx "~  du  dx      dv  dx      dw  dx       dsdx      "* 


und  man  kann  den  Satz  aussprechen: 

Das  Differential  einer  Funktion,  welche  aus  mehreren 
Funktionen  zusammengesetzt  ist,  ist  gleich  der  Summe  aus 
den  Differentialen,  welche  man  erhält,  indem  man  nach  ein- 
ander jede  der  zusammensetzenden  Funktionen  als  die  einzige 
VaridbeU  ansieht 

Prüft  man  nochmals  die  Voraussetzungen,  unter  denen  dieser 
allgemeine  Satz  bewiesen  wurde ,  so  erkennt  man  folgendes:  Erstens 
müssen  die  ^Funktionen  u,  v,  w,  5  . . .  bestimmte  Ableitungen 
besitzen,  zweitens  muss  auch  die  Funktion  f{u,  v,  tv,  s  • .  •)  be- 
stimmte  Ableitungen    nach  u,  t; ...  u.  s.  w.  haben,  und   es  muss 

T—  eine  stetige  Funktion  aller  Variabelen  UyV,iv,.,  sein ;  femer  ^ 
du  o^  dv 

eine  stetige  Funktion  der  Variabelen  v^w  ..,,  ^—  eine  stetige  Funk- 

üon  der  Variabelen  w .,.  Von  der  Ableitung  in  Bezug  auf  die 
letzte  Variabele  braucht  bloss  bekannt  zu  sein,  dass  sie  einen  be- 
stimmten Wert  hat. 

34.  Anwendungen: 

1.  Ist  y  —  Äu  +  Bv  +  Cw  ...  und  sind  -4,  B,  C ...  Kon- 
stante, so  werden  die  Ableitungen  t^>  -^j  ^  •  •  •  l^özüglich 

gleich,  A,  By  C..;  es  ist  also 

dy  -  Adu  -f  Bdv  -f-  Cdw  -f- ... 

S  d  r  r  d  t ,  Difforential  -  und  Integral  -  Beohnnng.    I.  Bd.  4 
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2.  Ist  2/™  uvws,..f  so  sind  die  Ableitungen  ^^j  ^t  ^r^ 
bezüglich  gleich 

VWS,..^  UiOS..,j  UVS..,y 

man  hat  also: 

dy  -=-  (vws...)  du  +  (uws.,.)  dv  +  (uvs,.,)  dw  +  ..., 

wie  schon  im  §  24  gefunden  wurde.  Diese  Formel  führt,  wie 
im  §  26  gezeigt  ist,  zur  Begel  für  die  Differentiation  von 
Potenzen. 

3.  Ist  •  ,, 

so  hat  man  (wenn  v  nicht  gleich  0  ist), 

du  ^     dv  ' 

also: 

dy  ^v    ^du^  uv^^dv    oder    ay  « 1 


Folgerung  ans  dem  Torigen  Satze. 

35.  Jede  explicite  Funktion  y  der  Variabelen  x  wird  er- 
halten,  indem  man  mit  dieser  Yariabelen  bestimmte  Rech- 
nungsoperationen in  bestimmter  Reihenfolge  ausfOhrt.  Die  Zahl 
dieser  Operationen  wird  als  begrenzt  vorausgesetzt;  ist  sie* 
grösser  als  1,  so  ist  die  letzte  Operation  an  einer  oder  an 
mehreren.Funktionen  u,  v^w  ...  auszuführen,  welche  vorher  ge- 
bildet sind.     So  erhält  man: 

y^fiu^v^w...). 
Der  vorige  Lehrsatz  nun  fuhrt  die  Differentiation  von  y 
auf  die  Differentiation  der  einfacheren  Funktionen  u,VyW... 
und  auf  die  durch  das  Symbol  f  dargestellten  Funktionen  von 
Uy  von  Vj  von  «; . . .  u.  s.  w.  zurück.  Werden  die  Funktionen 
UyV,w...  nicht  durch  eine  einzige  Operation  aus  x  berechnet, 
so  kann  man  auf  sie  dasselbe  anwenden,  was  von  y  gesagt 
wurde,  und  so  fort.  Demnach  reduziert  sich  die  Differentiation 
von  y  immer  auf  die  Bestimmung  von  Differentialen  elementarer 
Funktionen,    welche    man   nicht   auf  einfachere   zurückführen 
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kann.     Die    elemeutaren    oder    irreduciblen    Funktionen;  mit 
denen  wir  uns  hier  zu  beschäftigen  haben,  sind: 

1.  Die  Funktionen^  welche  aus  einer  einzigen  algebraischen 
Operation  hervorgehen:  nämlich  a  ±  a?,  ax,  ct^, 

2.  Die  Exponentialfunktion  a*  und  die  Funktion  Logarith- 
mus: log  X. 

3.  Die  Ereisfunktionen. 

In  Bezug  auf  die  algebraischen  Funktionen  ist  hier  dem 
bereits  gesagten  (§  27)  nichts  hinzuzufQgen,  und  wir  werden 
nun  die  verschiedenen  elementaren  transscendenten  Funktionen 
betrachten. 

Differentiation  der  Logarithmen  und  der  Exponential- 
fanktionen. 

36.  Wenn  zwei  Variabele  von  einander  abhängen,  und 
man  stellt  jede  von  ihnen  als  Funktion  der  andern  dar,  so 
erhält  man  zwei  Funktionen,  von  denen  jede  die  Inverse  der 
andern  heisst.  Dieser  Art  sind  die  beiden  Funktionen,  welche 
wir  nun  untersuchen  werden.  Allgemein,  wenn  man  die  Ab- 
leitung oder  das  DiiSerential  einer  Funktion  kennt,  so  kann 
man  hieraus  auch  die  Ableitung  oder  das  Differential  der 
inversen  Funktion  berechnen.  In  der  That,  nehmen  wir  an, 
dass  die  beiden  Variabelen  x  und  y  unter  einander  durch  eine 
Gleichung  verbunden  sind,  welche  sowohl  die  Form 

y  =■  f(x)  als  auch  die  Form  x  «  jF(y) 
azmehmen  kann,  so  folgt  aus  der  ersten  Gleichung 

ll  ^  f(x)  und  aus  der  zweiten:  1  -  F'(j/)  ^,  (§  21), 

also  ist  l^F(if)f\x). 

Die  VorauBsetzungen,  unter  welchen  diese  Oleichong  bewiesen 
ist,  sind  nach  dem  früheren  die  folgenden:  Es  muss  y  eine  stetige 
Funktion  von  x  sein,  welche  eine  bestimmte  Ableitung  hat,  und 
es  muss  auch  umgekehrt  x  eine  stetige  Funktion  von  y  sein  mit 
eine/  bestimmten  Ableitung  F'(y)'j  letzteres  ist  aber  eine  not- 
wendige Folge  der    ersten  Voraussetzung   für  alle  Werte  von  x, 

dy 
fttr  welche  nicht  gerade  ^  ="  0  ist. 
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37.  BeBtimmung  der  Grenze  von  ( 1  H j  ,  wenn  m  un- 
endlich wird.  Die  Bestimmung  dieser  Grenze  ist  unerläss- 
lich  für  die  Aufgaben,  die  wir  uns  gestellt  haben.  Wir  nehmen 
zunächst  an,  dass  die  Zahl  m  nach  einem  positiven  unendlich 
grossen  Werte  konvergiert,  indem  sie  nur  die  Werte  der 
ganzen  Zahlen  durchläuft.  Alsdann  hat  man  nach  der  Bino- 
mialformel  in  Bezug  auf  einen  ganzzahligen  positiven  Ex- 
ponenten: 

^       _m     1        m{m  —  1)    1 


o+iy 


m(fn-l)(fn-2)    J_  (ly 

■^  1.2.3  *m»"^""'^Vm/ 


Ist  nun  n  irgend  eine  ganze  Zahl  kleiner  als  m,  und  be- 
zeichnet man  mit  Bn  die  Summe  aller  Glieder,  «welche  auf 
das  (n  +  ly^  Glied  folgen,  so  kann  man  schreiben: 


1) 


('+i)"-'+l+-rf+^-^,-- 

^••'  1.2.3  ..n  '^"""' 


wobei  der  Wert  von  B,  gleich  wird: 


■Rn' 


X    m 

Ln  +  1 


1.2...n 

m-lV 


_£  (i-£)(i-^)     {i-i)...(i-^J 


(n  +  l)(n-f.2)     ^-   (n  +  l)(n  +  2)...m  J 


In  der  zwischen  der  Klammer  enthaltenen  Summe  ist  die 
Zahl  der  Glieder  gleich  m  —  n^  und  diese  Glieder  sind  kleiner 
als  die  entsprechenden  der  unbegrenzten  geometrischen  Pro- 
gression 


n  +  i^(n  +  l)^^(n  +  l)' 
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Die  Summe  dieser  Reihe,  d.  h.  die  Grenze,  welcher  sich 
die  Summe  beliebig  nähert^  je  mehr  Glieder  man  summiert, 

ist  — :  folelich  kann  der  Faktor  zwischen  den  Klammem  mit 
0    ^ 

—  bezeichnet  werden,  wenn  0  einen  Bruch  zwischen  0  und  1 
n  ' 

bedeutet.    Man  hat  also,  wie  gross  auch  immer  m  gewählt 
sein  mag:  . 

2)  En j- 2T:T^ n  • 

Die  Zahl  n  kann  als  unveränderlich  angesehen  werden; 
wir  lassen  nun  m  beliebig  wachsen  und  bezeichnen  mit  91« 
die  Grenze  von  Rn,  mit  d'  die  Grenze  von  0,  so  erhalten  wir: 

3)  li„.(l  +  l)"=i  +  {  +  ^  +  ...^-^_+iR., 
und  nach  Formel  2)  ist 

d"  ist  eine  Grösse,  von  der  nur  bekannt  ist,  dass  sie 
nicht  grosser  als  1  und  nicht  kleiner  als  0  ist. 

Die  Zahl  n  kann  willkürlich  gewählt  werden,  und  wenn 
man  annimmt,  dass  sie  ins  unendliche  wächst,  so  konvergiert 
91«  nach  0.  Es  folgt  hieraus,  dass,  je  mehr  Glieder  der 
Summe 


1    '    1.2   '    1.2.3    '  •  "  1.2.3...n  '  "" 

addiert  werden,  um  so  genauer  eine  bestimmte  Grenze  erreicht 
wird.  Denn  durch  Addition  beliebig  vieler  Glieder  erhält 
man  Werte,  die  immer  mehr  wachsen,  und  die  doch  kleiner 
sind  als  der  Wert 

.,1,1,     1     ,         1,11 

■^  1  "^1.2'*'l.2.3'^"1.2.3...n'^1.2.3...n  n* 

Diese  bestimmte  Grenze  bezeichnet  man  mit  dem  Buchstaben  e; 
es  ist  also 

lim(l+l)--e, 
wenn  man 
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1    .1,1,1,  1  , 

setzt.  Bricht  man  die  Reihe  mit  dem  Gliede  ab,  welches  n 
im  Nemier  enthält,  so  ist  der  Fehler,  d.  h.  die  Abweichung 
vom  YoUständigen  Werte,  gleich  der  Grösse  Sin»  die  man  den 
Best  der  Beihe  nennt.  .  Dieser  Rest  ist  kleiner  als  der  n^  Teil 
des  n  +  1.  OliedeS;  mit  dem  man  die  Summation  abgebrochen 
hat.  Dies  gestattet  den  numerischen  Wert  der  Zahl  e  nut  einer 
beliebig  grossen  Annäherung  zu  berechnen.  Man  findet: 
e- 2,71828    18284  59045... 

88.  Nehmen  wir  femer  an,  m  wird  positiv  unendlich, 
indem  es  alle  Orössenwerte  durchläuft,  und  bezeichnen  wir 
mit  (i  die  ganze  Zahl,  welche  dem  Werte  m  jedesmal  am 
nächsten  liegt  und  kleiner  ist  als  m.    Man  hat  alsdann: 

„der  V       c+l''      V       "/       V       ,.; 

0+;r^r'('^-lO<('+^"<(>+i)'('+i> 

Wenn  nun  m  ins  unendliche  wächst,  so  wird  auch  die 
ganze  Zahl  (i  unendlich.    Nun  wird 

Mithin  ist  die  Grösse  (l-| — j   zwischen  zwei  Variabelen 

eingeschlossen,  welche  beide  die   Grenze  e  haben;  man  hat 
folglich 

lim(l  +  J-. 

Nimmt  man  endlich  an,  dass  m  negativ  unendlich  wird, 
und  setzt  man  m  »  —  ^,  so  hat  man: 


also 


(i+:)"-o-r-c-^)'-('%-^)' 
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Konvergiert  m  nach  —  oo  (minus  unendlich),  so  konver- 
giert ^  —  1  nach  +  00  (plus  unendlich),  und  man  hat 

also  ist  auch  in  diesem  Falle 

lim  (l  +  --)"*«  e. 

39.  Differential  der  Funktion  log  x.  Die  Basis  der  Loga- 
rithmen sei  hier  irgend  eine  feste  positive  Zahl  a;  die  Yaria- 
bele  X  kann  alle  positiven  Werte  annehmen.  Erteilt  man  der 
Variabelen  x  den  Zuwachs  Are,  so  wird 

A  loga;  —  log {x  -f  Aic)  -  log a;  —  log  (l  +  -^j, 

•       ^^  log(l  +  ^) 

A  log  a;         ^\         X  ) 

L.X     ^  Ax 


X  X 

Setzt  man  -r^-  —  m  oder  Aa;  —  —  >  so  folgt: 
Aa;  m  ^ 

Aa:  X     ^\        m/       x      ^\        m 


r 


Wenn  nun  Aa;  nach  0  konvergiert,  so  konvergiert  m  nach 
unendlich,  für  jeden  von  0  verschiedenen  Wert  von  X'^  der 

Ausdruck  ( 1 H — j   hat  die  Grenze  e,  und  also  ist 

dloga;       1  ,            j        -ii             .          dx 
__o— «  -löge  oder  aloga;-=log6 • 

CbX  X  X 

Sind  die  Logarithmen  in  Bezug  auf  die  Basis  e  gebildet, 
80  hat  man  das  sogenannte  Neper'sche  oder  natürliche 
System.    Hier  ist  log  e  —  1 ,  also 

J^  da; 

dloga;—  — 

X  ' 

Auch  ist  zu  bemerken,  dass  nach  dem  Satze  des  §21 
diese  Gleichung  für  das  DifiFerential  d\ogx  auch  dann  noch 
besteht^  wenn  x  nicht  selbst  die  unabhängige  Yariabele  ist. 
Femer  sieht  man,  dass  das  logarithmische  Differential  (§  24)  einer 
Funktion,  welche  durchaus  positive  Werte  hat,  nichts  anderes 
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ist,  als  das  Differential  des  natürlichen  Logarithmus   dieser 
Funktion. 

Eine  Anwendung  dieser  Formel  machen  wir  auf  den  Fall 
der  Potenz  y  '^  xf*  mit  beliebigem  irrationalem  Exponenten.  Bildet 
man  ftlr  positive  Werte  von  o;,  log^  —  fi  loga;,  so  folgt  nach  §  21: 

_  . .—.  =,  i_,  also  3—  —  fixf*"^,  oder  dy  —  (ixf^^^dx;  demnach 
y     dx       X  dx 

gilt  auch  fUr  irrationale  Exponenten  die  frühere  Regel. 

40.  Differential  der  Funktion  O'.     Die  Basis  a  ist  als 

eine,  positive  Konstante  zu  denken.    Es  wird 

Aa*  —  a*+^'  -  a*  -  a'ia'^'^  -  1), 
also: 

Ax  Ax 

Setzt  man  a^*—  1  —  — 5  oder  a^'=  1  H >  so  erhält  man, 

indem  man  auf  beiden  Seiten  die  Logarithmen  nimmt: 

Aa;loga  — logfl  H )     oder    Ax  = -. ; 

°\        w/  loga 

folglich: 

Ao*      _^  loga  ,         loga 

-r — =-a* ? 7-  —  a* 

Ax 

m . 


^•^«0+^)    i<^8(i+l)" 


Lässt  man  Ao;  nach  0  konvergieren,  so  wird  m  unendlich; 

/         1  \"*     . 

( 1  H )    wird  gleich  e  und  demnach 

dx  log  6 

Die  Basis  der  Logarühmen  ist  willkürlich.    Wählt  man 

das  natürliche  System ^  so  ist  loge^l  und  demnach 

da* 

-^—  «•  a*  log  a,    da'  =-  a*  log  a  dx. 

Für  den  Fall  a  ^  e  gehen  die  Formeln  über  in: 

da:  * 

Die  Funktion  e*  hat  also  die  Eigenschaft,  dass  die  Ab- 
leitung mit  der  Funktion  identisch  ist. 
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Es  ist  kaum  nötig  hinzuzufügen ,  dass  diese  Resultate  auch 
dann  noch  bestehen^  wenn  o;  nicht  mehr  die  unabhängige 
Variabele  ist. 

41.  Wir  haben  die  Bestimmung  der  Differentiale  von 
logo;  und  a'  direkt  ausgeführt.  Sobald  aber  das  Differential 
von  einer  dieser  Funktionen  bekannt  ist,  so  kann  man^  wie 
wir  schon  sagten,  unmittelbar  hieraus  das  Differential  der 
anderen  berechnen«    Denn  setzen  wir 

so   haben  wir,  indem  wir  die  Logarithmen  mit  der  Basis  a 
Yon  beiden  Seiten  nehmen: 

logy  —  a;. 
Wenn  man  nun  als  bekannt  voraussetzt,  dass  das  Diffe- 
rential von  logy  gleich  ist  logc  — >  so  hat  man 

y 

lege—  =rfa;, 
oder 

da''=-^ 

löge 

Da  log  a  =»  1 ,  so  kann  man  auch  schreiben 

löge 
und  nun  kann  man  auch  die  Basis  des  Logarithmensystems 
willkürlich  wählen,  da  der  Wert  des  Quotienten  sich  dabei 
nicht  ändert.  Wählt  man  insbesondei^s  e  zur  Basis,  so  hat 
man  da'=  a'logadx^  wie  schon  auf  direktem  Wege  gefun- 
den wurde. 


48.  Anwendungen. 

1.  Es  sei  /T^^ 


X 

Die  Basis  des  Logarithmus  sei  die  Zahl  e;  solche  Loga- 
rithmen pflegt  inan  mit  dem  Zeichen  log  nat  oder  kurz  mit  l 
zn  schreiben.     Man  kann  setzen 

y=.|-/(l-x)-iz(l+a;), 
daher: 
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1^  d{l-x)  _  J_  d(l  +  x)       _  /     1  1     \  dx 

^^"2     1-a;         2     l+ic    ^      \l-a:'*'l+J2' 

oder:  , 

,  dx 

2.  Ist  

y-Kx  +  Yx'+a) 

und  a  eine  Eonstante,  so  hat  man    ■ 

X 


1  + 


X  +  yx^  +  a         x  +  yx^  +  a 
oder: 

dx 
dy^ 


Vx^  +  a 
3.  Ist 

und  sind  u  und  v  gegebene  Funktionen  von  x,  so  wird 

also* 

dl(y)  -  t'di(«*)  +  K^)  ^v, 
oder: 

—  =  j?  —  +  J(u)  dv. 

also: 

dy  -?•  vu*~^  dt«  +  w*  Z(m)  dv. 

Man  hätte  dasselbe  Resultat  auch  so  gewinnen  können, 
dass  man  die  Kegel  f&r  die  Differentiation  zusammengesetzter 
Funktionen  anwendet,  .in  Verbindung  mit  der  Regel  für  die 
Ableitung  der  Funktion  a'. 

Setzt  man  u^  Xj  v^  —}  so  giebt  die  obige  Formel 

X 

d(x*)  =  ^'      (1  —  Ix)  dx. 

Man  erkennt;   dass  die  Funktion  x'  wächst;   solange  x 

kleiner  ist  als  6,  denn  die  Ableitung  ist  positiv,  und  dass  sie 

abnimmt,  solange  x  grösser  ist  als  e.    Folglich  erlangt  diese 

Funktion  ihr  Maximum   für  o;  ->  ß,  und  dieser  Maximalwert 
1^ 

ist  e*.  Für  negative  Werte  von  x  ist  die  Funktion  überhaupt 
nicht  definiert. 
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4.  In  welchen  LogarUhmensystemen  giebt  es  Zahlen,  welche 
gleich  ihren  Logarithmen  sind? 

Es  handelt  sich  darum  zu  bestimmen,  bei  welchen  Werten 
.Ton  a  Grössen  o;.  sich  bestimmen  lassen,  so  dass  die  Funktion 

y  ^  a*—  X 
den  Wert  0  annimmt.   Bezeichnet  man  mit  l  einen  natürlichen 
Logarithmus,  so  hat  man 

Ist  a  kleiner  als  1,  so  ist  die  Funktion  y  eine  durchaus 
abnehmende,  während  x  von  —  oo  bis  +  co  läuft,  da  die  Ablei- 
tung durchaus  negativ  ist.  Andererseits  hat  sie  für  o; »  —  co 
den  Wert  +  oo ,  für  a;  —  0,  den  Wert  1,  für  a?  =  +  co  den  Wert 
—  00 .   Sie  wird  also  für  einen  positiven  Wert  von  x  gleich  0. 

Ist  a  grösser  als  1,  so  ist  y  eine  abnehmende  Funktion, 

solange 

a-i(a)-l<l, 

solange  also  x  kleiner  ist  als  der  Wert  x^j  für  welchen 

a'^l{a)^\     oder    Xy^l{a)  \l(l,a)=-Oj 
d.  h.        . 

^ ^M. 

Für  grössere  Werte  von  x  ist  die  Funktion  eine  wach- 
sende. Die  Funktion  hat  also  ein  Minimum,  welches  zum 
Werte  x^^  gehört,  und  dieser  Minimalwert  ist  gleich 

_1    4.  IM. 
l{a)^  l(a) 

Ist  dieses  Minimum  negativ,  so  wird  die  Funktion  zwei- 
mal 0,  ist  es  positiv,  so  wird  die  Funktion  nicht  0;  es  muss 
also,  damit  y  gleich  0  werden  könne, 

77^  +  lSr<0    d-t-     l  +  i(K«))<0  sein. 
,l{a)        l{a) 


Dies  er  giebt: 


1 


l(la)  <  -  1     oder     l  (a)  <€-\   a<  e^ 

Ist  a  =  c*,  so  ist  a?i  «=  e  und  die  Funktion  wird  für  diesen 
einen  Wert  gleich  0. 


Digitized  by 


Google 


60  Zweites  Kapitel.   §  43. 

Differentiation  der  Ereisfunktionen. 

43.  Differentiale  der  goniometrischen  Funktionen«    Die- 
selben sind:  -  ■. 

smo;,    tango;,        secrr, 

cos  ^ ,     cotg  X ,    cosec  x. 

1.  Wir  betrachten  zuerst  die  Funktionen  sinrc  und  cosrr. 
Erteilt  man  der  Variabelen  x  den  Zuwachs  Ao;,  so  hat  man 

A  sm  a;  =  sin(a:  +  Ax)  —  sino;  =  2  sm-^  cos! a?  +  "ö")' 

A  cösrr  «  cos(ic  +  tkX)  —  cos a;  =  —  2  sin  -  —  sin  \x  +  ~o")' 
oder: 


Arr 

.     .  sin    f^  ^  .     . 

Asma;  2  /     ,    Air> 

— X ==  — Ä cos  I  a;  +  -^— 

Aaj  Air  \  2  > 


2 
Ao; 


.    Aa; 

Acosa;  2      .    /     .   Aa; 

sin 


Aa;  Aa; 

"2~ 

/V  /y;    Aa;  

Das  Verhältnis  sin  -^ :  -^  'konvergiert  nach  dem  Werte  1  j 

wenn  Aa;  null  wird. 

Geht  man  also  zu  den  Grenzen  über,  so  wird 

(2  sin  a;  (2  cos  a; 

— ~ —  =»  cos  X.     — ' «  —  sm  a;, 

j                      aa;                  '  da;           .           ' 
oder: 

d  sin  a;  «  cos  a;  da;,    d  cos  a;  =«  — •  sin  a?  da;. 

Die  Kreisftmktionen  sind  im  unterschiede  von  den  bisher  be- 
trachteten zunächst  nicht  numerisch,  sondern  geometrisch  defi- 
niert. In  der  Trigonometrie  aber  wird  schon  gelehrt,  wie  man 
zu  jedem  Winkel  eines  Kreises  den  numerischen  Wert  der  Funk- 
tionen sin,  cos a;  etc.  mit  beliebiger  Annäherung  berechnen  kann. 
Auch  zeigt  die  geometrische  Anschauung,  dass  diese  Funktionen 
stetige  Funktionen  der  Variabelen  x  sind,  mit  Ausnahme  der 
Stellen,  wo  sie  unendlich  werden,  wie  das  bei  tang,  cotg.» »ein- 
tritt. Ein  direkter  Beweis  der  Stetigkeit  ergiebt  sich  aus  dem 
Umstände,  dass  der  sinus  eines  Winkels  gleich  0  wird,  wenn  die 
Grösse  des  Winkels  nach  0  konvergiert. 
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Die  Zahl  ir,  durch  welche  die  Grösse  des  Winkels  gemessen 
wird,  ist  hierbei  als  absolute  Zahl  gedacht;  sie  ist  die  Längen- 
zahl  des  zum  Winkel  gehörigen  Bogens,  gemessen  auf  einem  Kreise 
mit  dem  Radius  1.  Die  YoUe  Umdrehung,  der  Winkel  von  360^, 
erh&lt  dabei  den  Zahlenwert  29r,  und  jeder  Winkel,  dessen  Grad- 
zahl a  ist,  den  numerischen  Wert 

<^ 

360 

sin  X 
Der  Satz,  dass  lim ■=  1  wird,  lässt  sich  geometrisch  wie 

X 

folgt  beweisen:  konstruiert  man  in  einem  Kreise  mit  dem  Badius  1 
den  Winkel  2  a;,  so  ist  der  zu  diesem  Winkel  gehörige  Sektor 
seinem  Inhalte  nach  grösser  als  das  gleichschenklige  Dreieck, 
welches  durch  die  Radien  und  die  zum  Winkel  gehörige  Sehne 
begrenzt  ist,  dagegen  kleiner  als  das  gleichschenklige  Dreieck, 
welches  durch  die  Tangente,  die  zur  Mitte  des  Bogens  gehört 
und  durch  die  Abschnitte,  welche  dieselben  auf  den  verlllngerten 
Radien  bildet,  bestimmt  wird;  d.  h.  es  ist 

.        .  sina? 

cosrc  smfl5  <«  < 9 

cos^ 

X  1  1  sinx 

cos  X  <  -: < oder     > >  cos  x. 

sma;       coso;  cosrc  x 

Lässt  man  x  nach   0   konvergieren,    so   wird  lim  coso?  und 

lim =  1 ,  also  muss  auch 

coso; 

T        ^  ^  j     1-     sina; 

bm  -: «  1  und     lim* «  1 

smo?  X 

Bein. 

2.  Betrachtet  man  zweitens  die  Funktionen  tang  x  und 
cotgo;.    Man  erhält 

Atang  X  «  tang  (x  +  Ax)  —  tang  x 

-=  [1  +  tang  X  tang  (x  +  Ax)]  tang  Air , 

Aeotg  X  ^  cotg  (x  +  Aa;)  —  cotg  x 

—  —  [1  +  cotg  X  cotg  (x  +  Ax)]  tang  Ao;. 


Daher 
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Beim  Übergang  zu  den  Grenzen  wird 

ifkustAx       siaAx  .        i  .  i    < 

— ? ■*  — X •  cos  Ax  gleich  1, 

Ax  Ax  ^  ' 

und  man  hat: 

dtangx       ^   .  X       9  9  1 

aa;  °  cos*  a; 

dcotgo?  /^   ,      .   9  N  9  1 

— 5-^—.  —  —  (1  +  cotg^a;)  =  —  cosec^a;  — r-s— > 

da;  V    I       ©    y  3^23. 

oder 

dx  dx 

d  tanga:  «  — =— >  d  cotga;  «= r-s— • 

°  co8*a:  •         *=*  8m*a; 

Da  die  Funktionen  tang  und  cotg  gleich  den  Quotienten 

sin  a;        '       cos  x 

und     -; — 

cosa;  sma; 

sindy  -so  kann  man  ihre  Differentiale  auch  vermittelst  der 
Regel  für  die  Differentiation  eines  Quotienten  mit  den  Diffe- 
rentialen Yon  sin  und  cos  ableiten,  z.  B. 

, .  cos  a;  d  sin  a?  —  sin  a;  d  cos  a;         dx 

d  tanga;  ^ = —  — ^— 

°  cos^a?  co8*a; 

3.  Für  die  Funktionen  seca;  und  coseca;  hat  man: 

sec  X  «  (cos  x) — ^,    cosec  x  «=  (sin  a;) — *. 

Nach  der  Regel  für  die  Differentiation  von  Potenzen  er- 
^hält  man: 

d  seca:  •=  —  (cosa;)-*  d  (cosa;)  =  — ^—  dx  «  tanga;  seca;  dx. 
^        ^         ^        ^      cos*a;  ®  ' 

cos  X 
d  cosec a;  =  —  (sina;)-*  d  (siax)  « r-5-  da;  «  —  cotga;  cosec a;  dx. 

Die  erhaltenen  Formeln  zusammengestellt  ergeben: 
d  sin  a;  ■«  cos  x  dx^    d  ocs  a;  -=  —  sin  a;  dx^ 

d  tanga;  «  — =—  dx.    d  cotga;  — r-^—  dx. 

^         cos*a;      '  ®  sm*a;       ' 

,  sina;    ,         ,  cosa;   . 

d  sec X  ^  — 5 —  dx.    d  cosec x  ^ r-s—  ax. 

cos^a;       '  sm'a? 

Diese  sechs  Formeln  bleiben  auch  bestehen,  wenn  x  nicht 
die  unabhängige  Variabele  ist;  und  man  kann  bemerken,  dass 
die    drei    in    zweiter    Kolonne    stehenden    Formeln   erhalten 
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werden,  indem  man  die  drei  ersten  mit  der  Variabelen  -^  —  x 
bildet.    Denn  es  wird: 

d  sin  (^  —  a?j  —  d  cos  üJ  =  —  cos  y-^—zjäx^  —  sin  x  dXy 
rftang(|-x)-dcotgx -^i ^dx (^)dx, 


COS" 


/  \  Silvio-— ^)  /  V 

,       /ä        \       ,                             \2         /    ,  /cosicX 

dsecl-s"  —  a;)— acosecir  « ; -dx^  —I    .  ,     I 


ii-') 


44.   Anwendungen.     Verbindet    man    die    vorstehenden 
Kegeln  mit  der  Regel  für  Differentiation  der  Logarithmen,  so 
erhält  man  unmittelbar  die  Differentiale  der  Funktionen 
log  sino;,    log  coso;,    log  tangrr. 

Es  wird: 

-^,  .      V       (i  sina;       cosa;  _  ^        _ 

dli^mx)  =»  —, =  —, —  dx  =»  cotgr» da;, 

...        V      dcosa;  sina;  ,  .  , 

dl  (cos  x)^ ^ dx  ^  —  tang  x  dx, 

^        ^       cosa;  cosa;  ^         ' 

.  .      dtanga;  dx  2dx     ' 

^      ^   ^       tanga;        tang  a:  cos*  x      sin  2a; 

.  a? 

Wenn  man  in  der  letzten  Formel  x  und  dx  durch  -^  und 

-77\  sodann  durch  -r  +  -^  imd  -7^-  ersetzt,  so  erhält  man: 
2   '  4        2  2  ' 

dl  (tang  jj^ 


"[Mi+i)]- 


sma; 
dx 


cosa; 

45.  Düferentiale  der  inversen  Kreisfonktionen  oder  der 
oyklometrisolien.   Die  unabhängige  Variabele  werde  wiederum 
mit  X  bezeichnet;  die  inversen  Ereisfunktionen  sind: 
arcsina;,     arc  tanga;,    arcseca:, 
arccosa;,    arccotga;,    arccoseca;,  ^ 

(arc  Bin  a;  bedeutet  den  Bogen,  dessen  Sinus  den  Wert  x  hat, 
u.  s.  w.);  da  aber  die    trigonometrischen   Linien,   wenn  ihre 
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Lange  x  gegeben  ist,  zu  unendlich  vielen  yerschiedenen  Bogen 
gehören  können,  so  sind  die  vorstehenden  Ausdrücke  nicht 
vollkommen  bestimmt;  damit  sie  also  als  Funktionen  von  x 
betrachtet  werden  können,  muss  ihre  Definition  noch  genauer 
beschränkt  werden.  Wenn  der  Bogen  eines  Kreises  stetig 
zwischen  den  Grenzen  —  oo  und  +  oo  variiert,  so  ändert  sich 
auch  jede  dieser  Linien,  abgesehen  von  den  Unendlichkeitsstellen, 
stetig.  Demnach  vervollständigt  man  die  Definition  der  Kreis- 
funktionen, wenn  man  sie  der  Bestimmung  unterwirft,  dass  sie 
sich  stetig  ändern,  und  wenn  man  dabei  die  Werte  fixiert,, 
welche  sie  bei  einem  gegebenen  Werte  der  Yariabelen  annehmen 
sollen.  So  sind  z.  B.  die  Funktionen  arcsinrr,  arctango;  voll- 
kommen definiert,  wenn  man  ihnen  die  Bedingung  auferlegt, 
dass  sie  für  o; »  0  null  sind  und  dass  sie  stetig  mit  x  sich 
ändern.  Bei  der  ersten  Funktion  kann  man  dann  dem  x  alle 
Werte  von  0  bis  —  1,  und  von  0  bis  -|- 1  beilegen,  bei  der 
zweiten  alle  Werte  von  0  bis  —  oo   und  0  bis  H-  oo . 

Die  Differentiation  der  inversen  Kreisfunktionen  lässt 
sich  unmittelbar  auf  die  der  direkten  goniometrischen  zurück- 
führen (§  36). 

^'  ^s*  y«arcsina;    oder     siny«-x, 

so  hat  pian  dx 

cos  y  dy^  dx    oder    dy  = > 

^    ^  ^      cosy 

mit  Ausnahme  des  Wertes  y,  für  welchen  cosy»0  ist,  d.  h. 

der  Werte  x  =  ±  1. 

Es  ist  dx 

cos  y  «  y  1  —  a;*,    also    dy  > 


.    .  Yv^x^ 

Das  Vorzeichen  der  Quadratwurzel  bestimmt  sich  durch 
das  Zeichen  von  cosy. 

2.  Ist 

y  *»  arc  cos  x    oder    cos  y  ^  x^ 
so  wird:  ,  , 

,         ,         ,  dx  dx 

—  sin  y  dy  ^  dx.    dy  ^ ; —  «= , 

^   ^  '      ^  Biny         yi-x* 

Das  Vorzeichen  der  Quadratwurzel  ist  dasselbe  wie  bei  sin  y. 

3.  Ist  X         ^        X 

y  •=  arc  tang  x    oder    tang  y  ^x, 

so  wird:         ^  ^^ 

— f—  •=  dx,    dy  «  cos*y  dx  «  -r-: — « • 
cos*y  '      ^  ^  1  +  x^ 
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Besondere  Werte   sind   hier   nur   diejenigen,   für  welche 

y  ^  arc  cotg  X    oder    x  «  cotgy, 
€0  wird 


-—-  «=  dx,    dy  ^  —  sin^y  da;  = 


sin«y  '      ^  «:,...  ^_j_^j 

5.  Ist 

y  =  arc  sec  x    oder     sec  y  ^  x^ 
«o  wird 

tangysecydy«=rfa;,   rfy 


tangysecy       jcj/a;«-.! 

Das  Vorzeichen  der  Quadratwurzel  ist  dasselbe  wie  bei 
tang  y,  und  nur  der  Punkt  o;  «=  ±  1  ist  ein  besonderer.  Das 
Argument  der  Funktion  arc  sec  o;  kann  alle  Werte  von  —  1 
his  —  CO,  und  +1  bis  +  co  annehmen. 

6.  Ist 

y  «=  arc  cosec  x    oder    cosec  j/  ==  a?, 
«o  wird 

—  cotg  y  cosec  y  dy  =■  dx^ 
oder 

,  dx  dx 

dy^ 


cotg  y  cosec  y  x  "j/a;'  —  1 

Die  Quadratwurzel  hat  dasselbe  Zeichen  wie  cotgy. 
So  hat  man  zusammengefasst: 

,         .                dx  j  dx 

d  arc  sin  x  =    , -->  d  arc  cos  a?  «=  — 


y\  +  x^  yi  +  x^ 

dx  dx 

d  arc  tang a:  —  ^r— r- — j-?  d  arc  cotgx  «  —         ^  ? 

X  "T"  a^  1  ~T".  X 

,                         dx  ,                                 da; 

a  arcseca?  «  — :=ir-T-_)  d  arc  coseca?  > 


xVx^-l  xV^^l 

Die  Vorzeichen  der  Quadratwurzel  sind,  wie  wir  eben 
zeigten,  bestimmte.  Es  ist  zu  bemerken,  dass  die  Differen- 
tiale der  cyklometrischen  f^unktionen  algebraisch  sind,  ebenso 
wie  das  Differential  von  loga;. 

Die  Summe  der  Funktionen  arc  tang  a;  und  arc  cotg  a;  ist 
•gleich  einer  Eonstante,  daher  sind  auch  ihre  Differentiale  gleich 
und  von  entgegengesetztem  Vorzeichen.  Die  beiden  Funk- 
tionen  arc  sin  a;   und  arc  cos  a;,   oder  arcseca;  und  arc  cosec  a; 

S er T et,  Differential-  an{}  Integral •Reohnnng.    I.  Bd.  5 
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haben  entweder  eine  konstante  Summe  oder  eine  konstante 
Differenz.  Daher  sind  die  Differentiale  dieser  Funktionen 
entweder  gleich  oder  gleich  mit  entgegengesetzten  Zeichen. 

Differentiation  der  impliciten  Funktionen. 

46.  Wir  betrachten  zuerst  den  Fall,  dass  eine  Funktion  y 
mit  der  Variabelen  x  durch  eine  Gleichung 

verbunden  ist,  deren  linke  Seite  eine  gegebene  Funktion  von 
X  und  y  ist     Von  derselben  nehmen  wir  an,  dass   die  Ab- 

dy  dx 

bei  jedem  Werte  von  x  und  y  innerhalb  gewisser  Grenzen, 
die  insbesondere  auch  solche  Werte  der  Variabelen  enthalten, 
für  welche  fix^y)  =  0  ist,  bestimmte  Werte  haben,  und  dass 
von  diesen  beiden  Ableitungen  jedenfalls  eine  eine  stetige 
Funktion  der  beiden  Variabelen  ist,  in  dem  Sinne,  welcher 
im  §  32  erläutert  wurde.  Man  kann  alsdann  /  (o;,  y)  als  eine 
mit  den  Variabelen  x,  y  zusammengesetzte  Funktion  ansehen, 
und  diese  Fimktion  ist  der  Annahme  nach  konstant  gleich  0. 
Also  ist  auch  ihr  Differential quotient  konstant  gleich  0,  und 
es  besteht  die  Gleichung  (§  32) 

dx       dy  dx. 
Hieraus   kann   man,  für  alle  Wertsysteme   von  x  und  y, 

für  welche  nicht  gerade  --  ««  0  ist,  den  gesuchten  Differen- 
tialquotienten  bestimmen: 

dy  ^^        j         7  ^^   j 

,     =» 77-^     oder     du  ^ — r  dx. 

dx  cf  -^  dj^ 

dy  dy 

Die  Ableitung  einer  Funktion  y,  welche  mit  x  durch  die 

Gleichung  f(x,  y)  «  0  verbunden  ist,  wird  erhcUten,  indem  man 

den  negativen   Wert  der  Ableitung  nach  x   durch  die  Ableitung 

nach  y  dividiert. 
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47.  Beispiele. 

1.  Ist  fix,  y)  -  a*y*+  Vx^-  a«6««  0,  so  ist 

und  folglich 

dy  _       Vx 

dx  ~       a^y 
Im  vorliegenden  Falle  kann  die  gegebene  Gleichnng  nach  y 
aufgelost  werden  und  man  findet 


h 


y  »  -  -  "j/a*  —  x 


a 


Die  Quadratwurzel  kann  sowohl  mit  dem  Plus-,  wie  mit 
dem  Minuszeichen  berechnet  werden.  Substituiert  man  diesen 
Wert  von  y  in  die  obige  Formel,  so  wird  sie 

dy  hx 

dx'^"'  a  |/a2-"x«' 
Dieses  Resultat  erhält  man  auch  unmittelbar,  wenn  man 
den  obigen  Wert  von  y  differentiiert. 
2.  Hat  man  die  Gleichung 

f{x,  y)  "(:>?+  yy  -  2a' (a^  -  y*)  -  0, 

welche  die  LemniskcUe  von  Bemoulli  darstellt,  wenn  man  x 
und  y  als  rechtwinklige  Koordinaten  betrachtet,  so  wird 

5^  «  Ax{x'  +  y^  -  Aa'x,  ^/  -  4y  (x^  +  y«)  +  4a«y, 
cx  oy 

und  folglich  ,  .     «        , 

dy  X  ag'  +  y  •—  or 

dx  y  x^+y^-^-  a* 

Nur  für  den  Wert  x  —  0,  y  =  0,  welcher  die  Gleichung 
fip^}  y)^^  befriedigt,  ergiebt  dies6  Formel  keine  Bestimmung 
des  Differentialquotienten« 

48.  Betrachtet  man  den  Fall,  dass  zwei  Gleichungen  ge- 
geben sind: 

f{x,y,z)-^0,    F{x,y,d)^0, 

zwischen  der  unabhängigen  Yariabelen  x  und  den  zwei  Funk- 
tionen y,  z  dieser  Yariabelen;  da  y  und  b  Funktionen  von 
X   sind,    so   sind  f{x,  y,  z)   und   F{x,  y,  z)   zusammengesetzte 

6* 
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Fonktionen^   andererseits  sind  die  Differentiale   dieser  Funk- 
tionen nuU^  da  diese  selbst  0  sind;  also  hat  man: 

Hieraus  erhält  man  die  Werte  Yon  dy  und  dz.,  nämlich: 

df  dF       df  dF 

,         dx   de        dz    dx    , 


dz 

cF 

dy 

dy 

dF 

dz 

dy 

oF 

dx 

df 
dx 

dF 
dy 

""      df_dF_  _  df  aF  ^^' 

dz    dy       dy    dz 

Die  Voraussetzungen,  unter  welchen  dieser  Satz  bewiesen 
ist^  sind  aus  §  32  zu  entnehmen. 

49.  Beispiel.     Aus  den  Gleichungen 

x^+y'^+z^^  r»,     ax  +  ßy  +  y0-^  p, 
wo  r,  a,  /},  y^  p  Konstante  bezeichnen^  folgt: 

xdx  +  ydy  +  zdz  —  0,  adx  +  ßdy  +  ydz  «  0, 

dx  dy  .dz 


yy  —  ßz       az  —  yx       ßx  —  ay 
eine  Formel;  welche  die  Differentiale  dy^  dz  der  beiden  Funk- 
tionen y  und  z  bestimmen  lässi 

50.  In  derselben  Weise  hat  man  in  dem  allgemeinen  Falle 
zu  verfahren,  wo  man  n  Gleichungen  hat: 
f{x,y,z,u,.)^0, 
F{x,y,z,u..)^0, 

q>{x,y,z,u...)^0, 


zwischen  einer  unabhängigen  Variabelen  x  und  n  Funktionen 
y^  Zj  u ...  dieser  Variabelen.  Die  Funktionen  f,  F,  (p  ,,.  sind, 
wie   in   den   vorigen    Fällen,    zusammengesetzte    Funktionen, 
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deren  Werte  durchaus  0  sind,  und  deren  Differentiale  daher 
ebenfalls  verschwinden.     Man  hat  also: 

dz       ^  dy^^  de       ^  du       ^  ' 

ZF  ,    ^dF  ,    ^dF  ,    ^  dF,    ^  .. 

^JE.ax  +  ^dy+^dz+^du+..,^0, 
dx  dy    "       de  du  ' 


Diese  n  Gleichungen  bestimmen   die  Differentiale  der  n 
Funktionen  y,  e,  u  ... 

Die  Elimination  willkfirliclier  Konstanten. 

51.  Es  sei  eine  Gleichung  gegeben 
1)  f{x,y,G)^Q 

zwischen  den  Variabelen  x^  y  und   einer  willkürlichen  Eon- 
stante G.     Die  Differentiation  dieser  Gleichung  liefert 

"^^  dx  ^  cy  dx      ^' 

und   wenn   man   die  Eonstante  C  zwischen   den   Gleichungen 
1)  und  2)  eliminiert,  so  ergiebt  sich  eine  Gleichung 


^)  ^(-'^'Ä)-^ 


zwischen  der  unabhängigen  Variabelen  x^  der  Funktion  y  und 
ihrer  Ableitung  -^» 

Diese  Gleichung^  welche  ganz  unabhängig  ist  von  den  be- 
sonderen Werten,  welche  man  der  Eoustanten  C  beilegen  mag, 
heisst  eine  Differentialghichung.  In  Bezug  auf  dieselbe  heisst 
die  Gleichung  1),  welche  eine  willkürliche  Eonstante  enthält, 
die  ursprüngliche  oder  primitive  Gleichung. 

Interpretiert  man  o;  und  y  als  geradlinige  Eoordinaten,  und 
legt  man  der  Eonstanten  C  nach  einander  unendlich  viele  Werte 
bei,  so  stellt  die  Gleichung  1)  ein  Eurvensystem  dar.  Die 
Gleichung  8)  drückt  dann  eine  Eigenschaft  der  Tangente  aus, 
die  allen  Eurven  dieses  Systems  gemeinsam  ist. 
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52.  Beispiele. 

1   Die  Gleichung  i^^2px  +  C  giebt  durch  Differentiation 

Hier  ist  die  Konstante  C  bereits  herausgefallen  und  diese 
Gleichung  ist  daher  die  Differentialgleichung,  welche  aus 
der  gegebenen  hervorgeht.  Sie  drückt  (§  29)  aus,  dass  die 
Subnormale  bei  allen  Kurven ,  welche  durch  die  Gleichung 
^  »  2px  +  C  dargestellt  werden,  konstant  ist. 

2.  Die  Gleichung 

^  +  -J^=1 

in  welcher  h  eine  fest  gegebene  Konstante  ist,  q  alle  mög- 
lichen Werte  annehmen  kann,  stellt  ein  System  von  konfokalen 
Kegelschnitten  dar,  wenn  x  und  y  rechtwinklige  Koordinaten 
bedeuten.     Die  Differentiation  ergiebt: 
xdx      _ydy_ 

oder: 

xdx  ^     ydy     _xdx  +  ydy 

erhält  man 


Durch  die  Elimination  von  p^ 


('?,-»)  ('^■+»)-'' 


und  dies  ist  die  gesuchte  Differentialgleichung.   Legt  man  die 

Tangente  i(fZ^  und  die  Normale  MC  B,n 
eine  Kurve  des  konfokalen  Systemes, 
und  sind  B  und  C  die  Punkte,  in  denen 
diese  Geraden  die  Axe  Oy  schneiden, 
so  sind  die  Gleichungen  f&r  MB  und 
MC 

r- 


^(^-'). 


wenn  X  und  Y  die  laufenden  Koordinaten  bedeuten.   Folglich 
hat  man 
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dx  '  dy 

also 

OB.OC^^h\ 

Das  Produkt  hat  einen  negativen  Wert,  weil  OB  und 
0(7  in  entgegengesetztem  Sinne  auf  der  Ordinatenaxe  liegen. 
Hieraus  folgt,  dass,  wenn  man  dem  Dreieck  BMC  einen  Kreis 
umschreibt,  dieser  Kreis  die  Abscissenaxe  in  zwei  Punkten 
F  und  jF'  schneidet,  für  welche  die  absoluten  Werte 

sind.-  Also  sind  jF  und  F^  die  Brennpunkte  unserer  Kurve. 
Diese  Eigenschaft  wird  durch  die  Differentialgleichung  für 
alle  Kurven  des  Systemes  ausgedrückt. 

53.  Betrachtet  man  allgemein  ein  System  von  n  Gleich- 
ungen: 


0 


U{x,yyss,n,...a,l,c,..)'^0, 


.    AK  y,  Ä?,  M,...a,  &,  c,...)-0 


zwischen  einer  unabhängigen-  Yariabelen  x^  n  Funktionen 
y,  z,Uj..,  dieser  Yariabelen,  und  n  willkürlichen  Konstanten 
ay&,  c, ...,  so  ergiebt  die  Differentiation  dieser  Gleichungen 
die  n  folgenden  Gleichungen: 

dx       dy     dx       de     dx      du     dx'^'"        ' 

^.^^.^I^dedf^du^  «0 

2)  {  dx'^  dy    dx  '^  de    dx'^  du    dx  "^  *"    ' 


dx       dy  '  dx      de  '  dx      du    dx 

Eliminiert  man  nun  die  n  willkürlichen  Konstanten 
a,  6,  C; ...  zwischen  den  2n  Gleichungen  1)  und  2),  so  erhält 
man  n  Gleichungen: 


Digitized  by 


Google 


72  Zweites  Kapitel.   §  53.    Der  erste  Diiferentialquotienc. 

-r.  /  dy    dz    du      \      ^ 

■n  f  dy    dz    du      \      ^ 

n  f  dy    dz    du      \      ^ 

Dieselben  bilden  ein  System  von  simtdtunen  Diffhential' 
gleichungen. 
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Drittes  Kapitel. 

Differentiale  höherer  Ordnungen  yon  Funktionen 

einer  Variabelen.    Partielle  Ableitungen  yon 

Funktionen  mehrerer  Variabelen. 


Ableitungen  yerschicdener  Ordnungen. 

54.  Ist  t\x)  eine  Funktion  der  Variabelen  x  und  f\oc) 
ihre  Ableitung,  so  bezeichnen  wir  mit  f\3r)  die  Ableitung 
von  r{x\  mit  f^\x)  die  Ableitung  von  f\x)  u.  s.  f.  Auf 
diese  Weise  bilden  wir  eine  Reihe  von  Funktionen: 

r{x),f"{x\nx\...nx)..., 

deren  Zahl  unbegrenzt  ist,  sobald  f{x)  nicht  eine  rationale 
ganze  Funktion  ist. 

Die  Funktion  /***  {x\  welche  in  der  vorstehenden  Folge  die- 
lt** Stelle  einnimmt,  wird  die  Ableitung  n*®'  Ordnung  oder 
einfacher  die  w*®  Ableitung  von  f{x)  genannt. 

Diiferentiale  verschiedener  Ordnungen. 

55.  Es  sei  wiederum 

die  gegebene  Funktion  der  unabhängigen  Variabelen  x.  Wir 
bezeichnen  mit  d*'  das  Differential  dieser  Funktion  bei  einem 
willkürlichen  endlichen  Zuwachs  h^  der  Variabelen  X]  so  hat 
man  nach  §  18 

2)  d'^y^f\x)h,. 

Dieses  Differential,  welches,  solange  Aj  eine  endliche 
Grösse  bezeichnet,  selbst  im  allgemeinen  eine  endliche  Grösse- 
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ist,  ist  zugleich  eine  Funktion  von  x.  Sein  DifiFerential,  ge- 
bildet für  einen  willkürlichen  Zuwachs  h^  der  Variabelen  x,  ist 
das  Differential  zweiter  Ordnung  der  Funktion  y,  und  wir  be- 
zeichnen es  mit  d^^d^^y.     Man  hat  dann: 

d^  d*.  y  ^  d^-  f\x)  \  «  \  d^  f\x)  «  f\x)  Ä,  Ä2- 

Desgleichen  wird  das  Differential  dieses  Differentiales 
zweiter  Ordnung  bei  einem  willkürlichen  Zuwachs  h^  der 
•  ariabelen  xi 

d^^d^d^^y^f\x)\W. 

Fährt  man  so  fort,  so  erhält  man  eine  Folge  von  Werten: 

d*»  y ,    d*«  d*'  y,     rf*»  d^^  d*'  {/?••• 

in  welcher  jedes  Glied  das  Differential  des  vorhergehenden 
ist,  in  Bezug  auf  einen  bestimmten  Zuwachs,  den  man  der 
Variabelen  x  erteilt.  Das  w**  Glied  ist  das  Differential  n**' 
Ordnung  der  Funktion  y,  und  man  hat: 

3)  d^ndfn-i  ...d''»dA.y  =  /'«(a;)ÄiÄg  ...Än-iA». 

Aus  dieser  Gleichung  folgt,  dass  sich  das  Differential 
w**'  Ordnung  nicht  ändert,  wenn  man  die  Reihenfolge  der 
Charakteristiken  d  vertauscht. 

Gewöhnlich  nimmt  mau  alle  Grössen  /i^,  h^ ...  K  als  unter 
einander  gleich  an.  Ist  h  ihr  gemeinsamer  Wert,  so  kann 
man   die  Differentiale   der   verschiedenen  Ordnungen  mit  den 

Zeichen 

dy,  d^y,...d^y,... 

bezeichnen  und  man  hat 

4)  d"y  «  f'^ix)  A"  =  /""(a:)  dx", 
oder 

Diese  Gleichung,  durch  welche  dieselbe  Grösse  nur  ver- 
schiedenartig definiert  wird,  besagt: 

Die  Ableittmg  n^  Ordnung  einer  Funktion  ist  gleich  dem 
Differentiale  n^  Ordnung  dieser  Funktion,  dividiert  durch  die 
n**  Potenz  des  Differentiales  der  unabhängigen  Variabelen. 
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Diese  Bezeichnung  wird  am  häufigsten  angewandt  für 
^e  Ableitungen  y  und  die  Formel  3)  lässt  sich  daher  auch 
schreiben 

Es  leuchtet  ein,  dass  man  die  Differentiale  der  verschie- 
'denen  Ordnungen  vermittelst  der  Regeln  erhält,  die  wir  im 
Torigen  Kapitel  aufgestellt  haben. 

56.  Höhere  Differentiale  einiger  einfacher  Funktionen. 

1.  Ist 
so  hat  tnan: 

^  «  w(w-  1)  (m-2)  ...  (m-n+1)  a;"»-». 

2.  Ist  .      ,,  . 
80  hat  man: 


dx       X       dx^  X*  '     dx^ 

d^l 
dx 


^'"2'_(_l)«-i.  1.2.3...(w-l)x-». 


3.  Ist  y_^, 

und  a  eine  positive  Konstante,  so  hat  man: 

,*-«•'(»),  g-^tw...0—P<.i., 

In  dem  Falle  a^e  ist  y  =  e*,  und  -j-~  ^  c'  ^  y, 

4.  Ist 

y  —  sin  (x  +  «) 


und  a  eine  Konstante,  so  wird 

dy 
dx 


—  cos  (x  +  a)  «=  sin  f  x  +  «  +  -  h 
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sodass  die  Ableitung  von  sin{ji>+a)  erhalten  wird,  indem 
man  die  Eonstante  ^  der  Grösse  a  hiuzufägt.  Hieraus  schliesst 
man,  dass  fär  jedes  n 

Setzt  man  a  «=  0  und  a  =  -^j  so  erhält  man: 
rf"sina:        .    /     .       äX       d^cosa:  /     .       %\ 

Differenzen  der  yerschiedenen  Ordnungen. 

57.  Für  eine  Funktion  y  «=  /'(a:)  der  Variabelen  x  wird 
der  Zuwachs 

die  Differenz  erster  Ordnung  oder  die  erste  Differenz  der  Funk- 
tion y  bei  dem  willkürlichen  Zuwachs  \  der  Grösse  x  genannt 
und  mit  A^'j/  bezeichnet.  .Diese  Differenz  ist  selbst  eine 
Funktion  von  Xj  und  ihre  Differenz  bei  dem  Zuwachs  h^  der 
Variabelen  x  ist  die  Differenz  zweiter  Ordnung  oder  die  zweite 
Differenz  der  Funktion  y;  sie  sei  mit  A*>A*«y  bezeichnet. 
Fährt  man  so  fort,  so  entsteht  die  Aufeinanderfolge 

A'''y,    A''«  A'''i/,     A*»  A''«  A^'y, . . . 
und  jedes  Glied  ist  die  Differenz  des  vorhergehenden  bei  einem 
bestimmten  Wachstum  der  Variabelen  x-^  das  n*®  Glied  ist  die 
Differenz  von  der  Ordnung  n,  oder  die  w*®  Differenz  von  y. 

Aus  der  Gleichung  für  die  erste  Differenz 
folgt:  A*.y«/-(^  +  AO^/-(x) 

A^t  A^  y  =  f{x  +  Ä,  +  h,)  -  f{x  +  h^)  -  f{x  +  A,)  +  f{x). 

Diese  Differenz  äiidei*t  sich  nicht,  wenn  man  die  Grössen 
\  und  ^2,  also  die  Ordnung  der  beiden  Charakteristiken  A  ver- 
tauscht. Wenn  man  nun  die  Differenz  von  der  Ordnung  n 
betrachtet,  so  kann  man,  wie  hieraus  folgt,  ohne  ihren  Wert 
zu  ändern,  die  Ordnung  zweier  aufeinander  folgender  Charak- 
teristiken vertauschen y  und  demnach  die  Charakteristiken 
überhaupt  in  jede  beliebige  Ordnung  bringen. 


Digitized  by 


Google 


Differentiale  höherer  Ordnungen.   Partielle  Differentiale.  77 

58.  Zwischen  einer  Differenz  und  dem  Differentiale  gleicher 
Ordnung  besteht  eine  wichtige  Beziehung,  die  wir  nun  er- 
kennen wollen. 

Die  Gleichung  für  die  erste  Differenz  ist  nach  §  14 
Gleichung  5): 

1)  A».y  -  fix  +  /4)  -  fix)  =  fix  +  0,  Ä,)  A, , 

wobei  0^  ^^^  positive  Zahl  kleiner  als  1  bedeutet,  und  nur 
wie  a.  a.  0.  gezeigt  wurde,  die  Bedingung  erfüllt  sein  muss, 
dass  sich  bei  demselben  Werte  von  x  innerhalb  des  Intervalles 
von  a:  bis  a;  +  \  nicht  zwei  verschiedene  Werte  für  die  Ab- 
leitung f\x)  ergeben,  wenn  man  dieselbe  sowohl  vorwärts 
wie  rückwärts,  d.  h.  mit  positivem  oder  mit  negativem  Werte 
von  A:r  bildet.  Diese  Voraussetzungen  halten  wir  auch  für 
die  höheren  Ableitungen  im  folgenden  fest,  indem  wir  dabei 
noch  bei  der  Bildung  einer  Ableitung  voraussetzen,  dass  die 
vorhergehende  stetig  ist. 

Betrachten  wir  die  zweite  Differenz 

A*»  A*'  f{x)  -  A*«  \f{x  +  \)  -  f{x)\  -  A*»  n{x), 
wenn  man  n{x)  «=  f{x  +  ä^)  —  f{x)  setzt.    Nach  Gleichung  1) 
"*  »^«'  A*' J7(:r)  -  iVix  +  a,\)K, 

und  aus  der  Definition  der  Funktion  n{x)  folgt: 
also  ist:  n'ix)^f'ix  +  K)-rix), 

A».  A*.  fix)  =  \f\x  +  e,  *,  +  A,)  -  fix  +  0,  Ä,)]  Ä„ 

und  reduziert  man  den  in  der  Klammer  stehenden  Ausdruck 
Termittelst  der  Formel  1,  so  ist 

2)  A*.  A*.  fix)  -  fix  +  0,  Ä,  +  e,  \)  \  \. 
0^  und  62  s^<l  positive  Zahlen  kleiner  als  1. 

Für  die  dritte  Differenz  A*»A*»A*'/'(a;)  erhält  man: 
[rix  +  A3  +  e,A,  +  9,\)  -  f\x  +  %\+Q, \)\  h,\, 
und  hieraus  folgt  nach  Gleichung  1): 

3)  A*.A*'A*./-(a:)  -=/-'"(^  +  0,*,  +  OA  +  OiM  »AV 
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Fährt  man  so  fort,  so  ist  leicht  zn  sehen,  dass  man  die 
n^  Differenz  der  Funktion  y  dnrch  die  folgende,  yon  Ossian 
Bonnet  gegebene  Formel  ausdrücken  kann: 

A*«A'^-i...A*'A*./-(ar)=/-(x+Mn+en.iA»-i+...eA+exÄi)Äx  *,...*,• 
di,d^^  ...dn  sind  positive  Zahlen  kleiner  als  1. 

.  Dividiert  man  diese  Differenz  durch  das  entsprechende 
Differential  (§  55),  letzteres  auch  noch  gebildet  gedacht  mit 
endlichen  Werten  von  A,  so  wird 

d*«  d*«  - 1 . . .  d*«  d*i  y  /"»(a?) 

Dieser-  Quotient  hat  die  Einheit  zur  Grenze,  wenn  samt* 
liehe  Grossen  h  nach  0  konvergieren,  und  f**{x)  eine  stetige 
Funktion  voii  x  ist. 

Letzteres  gilt,  wie  man  auf  etwas  andere  Weise  zeigen  kann,  so- 
bald auch  nur  die  n^  Ableitung  f\x)  an  der  Stelle  x  einen  bestimm- 
ten Wert  besitzt,  und  die  vorhergehenden  Ableitungen  stetig  sind. 

Partielle  Ableitungen,  partielle  Differentiale  und 

Differenzen  höherer  Ordnung  bei  einer  Funktion 

von  mehreren  unabhängigen  Yariabelen. 

59.  Wir  betrachten  eine   Funktion  o  von  mehreren  un- 
abhängigen Yariabelen  rc,  t/,  jet,  und  wollen,  um  die  Begriffe  zu 
fixieren,  die  Zahl  dieser  Yariabelen  gleich  3  annehmen: 
1)  Ol  -=  f{x,  y,  0). 

Man  kann  die  Ableitung  von  o  nach  jeder  der  drei  Ya- 
riabelen bilden,  indem  man  dabei  jedesmal  die  beiden  anderen 
als  konstant  betrachtet.  Diese  Ableitungen  heissen  die  par- 
Hellen  Ableitungen  erster  Ordnung  der  gegebenen  Funktion  und 
man  bezeichnet  sie  mit 

fx{x,y,e),    fl(x,y,z),    f[{x,y,z). 

Die  partiellen  Ableitungen  der  partiellen  Ableitungen 
erster  Ordnung  sind  die  partiellen  Ableitungen  zweiter  Ordnung^ 
man  bezeichnet  sie  mit 

fi^ip.Vy^),  fxy{^,y,»),  /"«(^^y,^),  /"yiC^^y,^)--- 

Die  partiellen  Ableitungen  dieser  sind  die  partiellen  Ab- 
leitungen dritter  Ordnung  u.  s.  w.   Allgemein  wird  eine  partielle 
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Ableitung  n^'  Ordnung  durch  die  Charakteristik  f  mit  zwei 
Indices  zu  bezeichnen  sein.  Der  obere  Index  ist  die  Zahl  n, 
welche  die  Ordnung  der  partiellen  Ableitung  angiebt,  der 
untere  Index  wird  durch  die  Aufeinanderfolge  von  n  Buch- 
staben X,  y^  z  angegeben ,  welche  von  rechts  nach  links  ge- 
lesen die  Differentiationen  anzeigen,  welche  man  np.cheinander 
zur  Bildung  der  n^^  Ableitung  angewandt  hat. 

80.  LehrsatB.  Der  Wert  einer  partiellen  Ableitung  einer 
Fiifiktion  von  mehreren  Variabelen  ist  unabhängig  von  der  Ord- 
nung, in  welcher  man  die  Aufeinanderfolge  der  Differentiationen 
vollzogen  hat,  wenn  nur  die  Zahl  der  Differentiationen ,  welche 
zu  jeder  Variabelen  gehören^  die  nämlidie  bleibt 

Wir  betrachten  zunächst  den  einfachsten  Fall,  den  einer 
Funktion  zweier  Variabelen.  Mit  AJ  und  AJ  wollen  wir  die 
Differenzen  einer  Funktion  der  beiden  Variabelen  x  und  y 
bezeichnen,  wenn  man  diesen  Variabelen  den  Zuwachs  h  und  k 
bezüglich  erteilt.     Man  erhält  alsdann: 

und  A!|/-(x,yj-/-(a;  +  Ä,y)-/-(x,y), 

1)  £^lAlf{x,y)-fix  +  h,y  +  k)-f{x,y  +  k)~f{x  +  h,y) 

Das  zweite  Glied  ändert  sich  nicht^  wenn  man  die  Diffe- 
renzen in  umgekehrter  Reihenfolge  bildet;  man  schliesst  hier- 
aus, dass 

2)  £^lAiax,y)~AlA\fix,y) 

ist.  Stellt  man  nun  diese  beiden  Differenzen  nach  der  Me- 
thode von  Ossian  Bonnet  dar  (§  58),  so  wird 

AJ AJ  f(x,  y)  -  At  [f{x  +  h,y)^  f{x,  y)]  «  AJ/7(a:,  y), 

wenn  man  11  {x,  y)  «  f{x  +  *,?)  —  f{Xj  y)  setzt.  Die  An- 
wendung der  Formel  5)  des  §  14  auf  die  Funktion  n{Xyy\ 
in  welcher  y  variiert  wird,  ergiebt 

t^)n{x,y)  ^  nl,{x,y  +  U)h, 

und  es  ist  nach  der  Definition  von  n(x^y): 

nl{x,  y  +  ek)^ry{x  +  h,y  +  OK)  -  flix,  y  +  OA). 
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Wendet  man  nun  dieselbe  Formel  auf  die  Funktion 
fy{x^  y  +  ÖÄ)  an,  indem  man  x  um  h  wachsen  lässt,  so  wird 

fl{x  +  A,  2/  +  e«:)  -  flix,  y  +  dk)^  fil{x  +  O'Ä,  y  +  U)  h, 
also  ist 

3)    A; A;  fix,  y)  =  A; Ai  f{x,  y)  -  ni,(x  +  e'Ä,  y  +  U) .  hk, 
oder 

^^'^^  =  /•;;  (^  +  e'A,  j,  +  dk), 

Lässt  man  in  der  ersten  Formel  zuerst  k  nach  0  kon- 
vergieren und  sodann  h,  so  geht  die  linke  Seite  in  den 
Wert  /'jy(a;,  f/)  über;  und  da  auch  die  rechte  Seite  in  den 
Wert  fxyix^y)  übergeht,  sobald  die  Funktion  /*"  eine  stetige 
Funktion  der  beiden  Variabelen  ist  (§  32),  so  hat  man  die 
identische  Gleichung 

f!:y{:x,y)-ni{x,y). 

Die  zweite  Gleichung  aber  erhält  auf  der  linken  Seite, 
wenn  man  zuerst  h  nach  0  konvergieren  lässt,  und  alsdann  Ä*, 
die  Grenze  /yi(a;,  j/);  und  da  auch  bei  diesem  Prozesse  die 
rechte  Seite  den  Wert  fzy^^^y)  annimmt,  so  ergiebt  sich  die 
gesuchte  Gleichung 

Die  Voralls^et/un/,  unter  welcher  dieselbe  bewiesen  wurde, 
ist  also,  daes  die  Funktion  fi'y(xyy),  vor-  oder  rückwärts  ge- 
bildet, eine  stetige  Funktion  der  beiden  Variabelen  ist.  Dann  ist 
auch  fyxix^y)  eine  stetige  Funktion  und  mit  fil  identisch.  Dass 
in  der  That  die  Grenzwerte  der  linken  Seiten  in  den  obigen  beiden 
Gleichungen  die  gesuchten  Ableitungen  sind,  ist  aus  der  Defini- 
tion dieser  Quotienten  ersichtlich,  wird  übrigens  auch  noch  in  den 
folgenden  beiden  Paragraphen  erörtert. 

61.  Die  Gleichung  4)  hat  unter  denselben  Voraussetz- 
ungen auch  dann  noch  Geltung,  wenn  die  Funktion  von  einer 
beliebigen  Anzahl  unabhängiger  Variabelen,  ausser  x  und  y, 
abhängt.  Betrachtet  man  eine  partielle  Ableitung  n*®'  Ord- 
nung von  einer  Funktion  mit  m  unabhängigen  Variabelen,  so 
kann  man,  ohne  dass  sich   das  schliessliche  Resultat  ändert. 
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die  Ordnung  zweier  aufeinander  folgender  Differentiationen 
vertauschen;  und  also  die  aufeinander  folgenden  Diifferentia- 
tionen  in  beliebiger  Reihenfolge  ausführen,  sobald  nur  die  bei 
einer  bestimmten  Aufeinanderfolge  erhaltene  Funktion  eine 
stetige  Funktion  aller  in  ihr  enthaltenen  Yariabelen  ist. 
(Siehe  Gleichung  4  des  §  58.)  Die  Zahl  der  yerschiedenen 
partiellen  Ableitungen  zweiter  Ordnung  bei  einer  Funktion  von 

m  Variabelen  ist  gleich  — ^^j — ^ — ->  und  allgemein  ist  die  Zahl 

der  partiellen  Ableitungen  n^'  Ordnung  gleich  der  Zahl  yon 
Oliedem  in  einem  homogenen  Polynome  vom  Grade  n  ge- 
bildet mit  m  Yariabelen,  nämlich 

m(m  +J)_(w  +  2)^. .  (m  +  n-l) 
1.2.3. ..n 
Der  bewiesene  Satz  gestattet  die  Bezeichnungsweise  bei 
partiellen  Ableitungen  zu  vereinfachen.  Im  Falle  einer  Funk- 
tion von  drei  Variabelen  wird  eine  Ableitung  w*®'  Ordnung^ 
wenn  sie  durch  a- malige  Diiferentiation  nach  o;,  |3- malige 
Differentiation  nach  y  und  ;^- malige  Differentiation  nach  e  be- 
stimmt ist,  mit 

zu  bezeichnen  sein;  die  Summe  a  +  ß  +  y  ist  gleich  «. 

62.  Das  Produkt  jeder  partiellen  Ableitung  erster  Ord- 
nung mit  dem  willkürlichen  Zuwachs  der  entsprechenden 
Variabelen  heisst  ein  partielles  Differential  erster  Ordnung,  In- 
dem wir  uns  wieder  auf  den  Fall  einer  Funktion  o  von  drei 
Variabelen  x,  y^  z  beschränken,  werden  wir  diese  partiellen 
Differentiale  mit 

X     '        y  * 

bezeichnen,  wobei  Äj,  Ä^^,  l^  die  Zuwächse  dieser  Variabelen 
sind.  Die  partiellen  Differentiale  von  diesen  partiellen  Diffe- 
rentialen, gebildet  mit  neuen  willkürlichen  Werten  der  Zu- 
wüchse, welche  man  den  Variabelen  erteilt,  sind  die  partiellen 
Differentiale  zweiter  Ordnung  u.  s.  w.  Ein  partielles  Differential 
n^'  Ordnung,  gebildet,  indem  man  in  bestimmter  Reihenfolge 
a-mal  nach  x,  |3-mal  nach  y,  y-mal  nach  z  differentiiert, 
wird  bezeichnet  dadurch,  dass  man  die  Charakteristiken 

Serretf  Differential-  and  Integral  - Beohnung.  I.  Bd.  6 
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in  der  Reihenfolge  mit  einander  verbindet,  in  der  die  Opera- 
tionen ausgeführt  worden  sind.  Dieses  partielle  Differential 
ist  gleich 

es  ändert  sich  nicht^  wenn  man  die  Reihenfolge  der  Charak- 
teristiken d  Terändert. 

Gewohnlich  nimmt  man  die  Zuwüchse,  welche  zu  derselben 
Veränderlichen  gehören,  als  unter  einander  gleich  an.  In 
diesem  Falle  kann  man  das  obige  Differential  mit  ^"^a^ß^y^ 
bezeichnen,  und  man  hat  die  Gleichung 

5)  dla^ß^yio  -  fla^ß.r  {x,  y,d)dx^  dyfi  dzY. 

Aus  dieser  Formel  folgt 

oder  einfacher 

Die  Bedeutung  des  Zählers  d^m  ist  aus  dem  Nenner  un- 
zweideutig zu  erkennen.  Diese  letzte  Bezeichnungsweise  fBr 
partielle  Ableitungen  ist  die  üblichste.   Die  Formel  5)  wird  also 

63.  Partielle  Differenzen  erster  Ordnung  der  Funktion  a> 
nennt  man  die  Zuwüchse  dieser  Funktion  bei  einer  bestimmten 
Änderung  der  Variabelen  um  die  Grössen  Ai,Äi,  i^...  Diese 
Differenzen  wollen  wir  mit 

A*^aj,     A*»(»,    A|fiD 

bezeichnen.  Die  partiellen  Differenzen  gebildet  von  den  par- 
tiellen Differenzen  erster  Ordnung  sind  von  der  zweiten  Ord- 
nung u.  s.  f.  Eine  partielle  Differenz  von  der  Ordnung  n, 
gebildet,  indem  man  in  bestimmter  Reihenfolge  a-mal  die 
Operation  mit  x,  |3-mal  mit  y,  7/ -mal  mit  0  vollzieht ^  wird 
bezeichnet  dadurch,  dass  man  die  Charakteristiken 

AJ.,A*.,...AS  A*.,A^,...AJ.*,  AS  AS...  Air 
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in  der  Reihenfolge  mit  einander  verbindet,  in  welcher  die 
Operationen  ausgef&hrt  worden  sind.  Nach  den  in  den  §§  57 
und  60  gemachten  Bemerkungen  über  die  Yertauschbarkeit 
der  Ordnung  zweier  Charakteristiken  bei  einer  Funktion  mit 
einer  oder  mit  zwei  Yariabelen  kann  man  die  Reihenfolge  aller 
Charakteristiken  A  beliebig  vertauschen.  Indem  man  eine 
Reihe  von  Transformationen  ausführt,  welche  den  in  §§  58  . 
und  60  benutzten  analog  sind,  kann  man  die  Differenz  n^ 
Ordnung,  wie  leicht  ersichtlich ,  durch  die  Formel  ausdrücken: 
A[y  ...  A';  AJ/* ...  A*«  A*«  ...  A^'oj 

«  fix  +  e,h, + ... Oa A«,  y  +  e\k,  + ... e^ßkß,  z  +  r^  + 

Dividiert   man   diese   Differenz   mit   dem  entsprechenden 
partiellen  Differentiale 

80  sieht  man,  dass  der  Quotient  die  Grenze  1  hat,  wenn 
sämtliche  Zuwüchse  der  Yariabelen  nach  0  konvergieren. 

Bereehnung  der  Differentiale  höherer  Ordnung 
voB  Funktionen,  welche  aus  mehreren  zusammen- 
gesetzt sind. 

64.  Es  sei 

eine  Funktion^  welche  mit  m  Funktionen  UjV^w.,.  der  einen 
unabhängigen  Yariabelen  x  zusammengesetzt  ist.  Man  hat 
zunächst  (§  33) 

1)  ay^^^du+^^dv+^^dvo  +  ... 

^  ^       du  dv  dw 

Da  jedes  Glied  der  rechten  Seite  ein  Produkt  von  zwei 
Faktoren  ist,  so  erhält  man  durch  eine  neue  Differentiation 


''-<^)^M^h^<^) 


dw  + 


^  du         ^  dv  ^  dw         ^  "' 

"Wendet  man  aber  auf  die  Funktionen  -r^)  -r^>  ir-  "*  den 

du    dv     du? 

Satz  an,  der  in  der  Gleichung  1)  enthalten  ist,  so  hat  man 

6* 
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\du/       du^  dudv  dudw  .  ' 

\dvJ       dudv  dv^  dv  dw  ' 

\dw)       du  dw        ^  dv  dw       ^  dw*        ^ 
Der  Ausdruck  filr  d*y  wird  also 

d*y(^  du* +  2^^  dudv +  2^^  dudw 
\du*  dudv  dudw 

2)1  +,.^^,,.  +  2^dvdw..), 

+  {lld*u  +  '^d*v  +  ^d*w  +  ..) 
\du  ov  dw  / 

Dabei   ist   ausdrücklich  yorausgesetzt,   dass  die  Beding- 

d^y  2Fy 

ungen  erfttUt  sind,  damit  -r — ^  =  ^    l    etc.  werde.    Auf  die- 

°  '  dudv        dvdu 

selbe  Weise  erhält  man  die  DiflFerentiale  d^y,  d^y  etc. 

65.  Wenn  alle  Funktionen  t*,  v,  «; ...  von  der  Form  ax  +  h 
sind,  wobei  a  und  h  Eonstante  bedeuten^  so  hat  man 

und  die  Gleichung  2)  reduziert  sich  auf 

d^V  «  -^  du^+  2  -^-^  dtirfv  +  2  -^^  dwdu;  +  ... 

^     aw«      ^    anav         ^    dudw         ^ 

+  ^dv'+2-^dvdw  +  ... 
dv^  dvdw 

Dieser  Wert  von  d^y  kann  symbolisch  durch  die  Formel 

''»-(Ä- ""+'7  ""+8^  ""+•••)'-«■ 

dargestellt  werden ^   die  so  zu  verstehen  ist^   dass  man,  nach- 
dem die  Quadrierung  ausgeführt  ist, 

(dyy     (cy\(dy\ 
\du/'     \du/  \dvJ' 
bezüglich  durch 
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ersetzt.    Dieses  Resultat  lässt  sich  verallgemeinern  ^   so  dass 
man  für  jedes  n  schreiben  kann 

wobei  man  nach  Ausführung  der  n*®"*  Potenz  jedes  Glied  von 
der  Form 


(dyy  (dyy  (dy\r 
\du).  \dv)    \dw) 


durch  die  entsprechende  Ableitung 


zu  ersetzen  hat. 

Denn  da  unsere  symbolische  Formel  den  wahren  Wert 
von  dy  ergiebt,  wenn  n  «-=-  1  ist,  so  genügt  es  für  ihren  Be- 
weis zu  zeigen,  dass  sie^  falls  sie  für  einen  Wert  von  n  gilt, 
jedenfalls  auch  für  den  nächstfolgenden  n  +  1  richtig  bleibt. 
Nehmen  wir  also  die  Gültigkeit  der  Formel  für  den  Index  n 
an,  und  sei 

ein   Glied   dieser   Entwickelung.     Der  wahre  Wert   des   ent- 
sprechenden Gliedes  von  d'^y  ist  alsdann 

du^'dv^dwy .,. 

Um  nun  d^'^^y  zu  erhalten^  muss  man  d'^y  differentiieren, 
und  das  angeschriebene  Glied  giebt 


^•( 


+  ^-^o  ^o    .-1-1       dw  +  ...]du''dv?dwy, 

da  dUydVjdw ...  konstant  sind.    Nach  unserer  Übereinkunft 
lässt  sich  aber  dieser  Ausdruck  symbolisch  in  der  Form 
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schreiben.  Hieraus  folgt,  dass  die  symbolische  Darstellung 
von  d"+^y  —  (dy)".  dy  =  (dy)*+*  wird,  womit  die  Behaup- 
tung bewiesen  ist. 

Formel  fftr  das  Produkt  mehrerer  Fanktionen. 

66.  Die  allgemeine  Formel  fQr  die  Bildung  höherer  Diffe- 
rentiale eines  Produktes  von  mehreren  Funktionen  ist  wichtig. 

Wir  betrachten  zunächst  das  Produkt  uv  von  zwei  Funk- 
tionen.   Man  hat  hier 

j,  d(uv)  '>^vdu  +  udv, 

femer  ^     ^ 

1)  c?(ut?)  «  d(vdu)  +  d{udv)  ^vd^u  +  dvdu  +  dvdu  +  u ePr, 
oder 

2)  d\uv)  -  vd^u  +  2dvdu  +  wd^v; 

eine  neue  Differentiation  ergiebt 

3)  d\uv)  -  vd^u  +  Sdvd^u  +  Sd^vdu  +  SdH  .  u. 

In  den  Formeln  1),  2),  3)  yermindert  sich  die  Ordnung 
des  Differentiales  von  u  um  eine  Einheit,  und  die  Ordnung 
des  Differentiales  von  v  wächst  um  eine  Einheit,  wenn  man 
von  einem  Gliede  zum  folgenden  weiter  geht  Dabei  sind  die 
numerischen  Koeffizienten  dieselben  wie  bei  der  Entwickelung 
der  ersten,  zweiten  und  dritten  Potenz  eines  Binomes.  Man 
kann  also  begründetermassen  annehmen,  dass  man  allgemein 
erhalten  wird 


4) 


d^{u  v)  —  t;d*»t«  -f-  -j-  dv d"~^M  H — ^j — ^-^  d^v  d»""^w 

1 .  ^  .  •  •  A? 

Nachdem  diese  Formel  für  n  » 1,  2,  3  verifiziert  ist,  wird 
ihre  Allgemeingültigkeit  bewiesen,  wenn  man  unter  Annahme 
derselben  für  die  Ordnung  n  nachweist,  dass  die  Formel  fftr 
die  Ordnung  n  +  1  bestehen  bleibt.  Differentiieren  wir  also 
die  Formel  4)  und  schreiben  auf  eine  Zeile  die  Glieder,  welche 
aus  der  Differentiation  des  zweiten  Faktors  in  jedem  Gliede 


Digitized  by 


Google 


Differentiale  höherer  Ordnungen.   Parüflle  Differentiale:         87 

hervorgehen^  auf  eine  zweite  Zeile  diejenigen,  die  aus  der 
Differentiation  jedes  ersten  Faktors  folgen.    Es  wird 

1  1  •  ^ 

Zieht  man  die  gleichartigen  untereinander  stehenden  Glie- 
der zusammen,  so  erhält  man  eine  Formel,  die  aus  der 
Gleichung'  4)  durch  Yertauschung  von  n  mit  n  + 1  hervor- 
geht; folglich  ist  diese  Gleichung  allgemein  gültig. 

Die    Gleichung    lässt    sich    symbolisch    folgendermassen 

schreiben:  «^ 

(?•  (u  v)  «  {du  +  dv)", 

dL  L  man  hat  nach  Ausführung  des  Binomes  die  Potenzen 
(dtt)*,  {dvy  jedesmal  durch  d*tt  und  d*v  zu  ersetzen,  und 
wenn  t  ■=  0  ist,  durch  u  und  v, 

67.  Für  ein  Produkt  von  m  Faktoren  Mj,  w^ ,..  Wm,  wobei 
jedes  u  eine  Funktion  von  x  bedeutet,  besteht  ebenfalls  die 
sjfmbolische  Formel 

^'»(Wi  Wj  ...  Mm)  -»  (duj^  +  du^  +  ...  dHm-l  +  dUmYj 

d.  h.  nach  Ausführung  der  n****  Potenz  der  Summe 

(dttj  +  flfttj  +  . . .  dUm) 
vermittelst  der  Polynomialformel  sind  die  Potenzen 

durch  die  Differentiale  J(^^  Ordnung 

zu  ersetzen,  und  wenn  A;  »  0  ist,  durch  die  Funktionen 

Dieser  Satz  ist  für  zwei  Faktoren  bereits  bewiesen.  E^^ 
genligt  daher  nachzuweiseil,  dass  er,  wenn  er  {Qi  m  —i  Fak- 
toren besteht,  auch  für  m  gültig  bleibt.  Zu  dem  Zwecke 
bezeichnen  wir  mit  y  das  Produkt  von  w  —  1  Faktoren  m,, 
ti2...tim~i.     Alsdann  ist  symbolisch: 

d'»(ifi  ?/g ...  ru-i !(,;,)  =  d" (// Um)  «=  (dy  +  rfn«)^ 
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Ein  beliebiges  Glied  dieser  Entwickelung,  wie 

giebt  für  d^^u^t^  -^  Um)  das  entsprechende  Glied 

Der  Annahme  nach  ist  nun  symbolisch 

cZ*y  «- (dwi  +  dwg  +  •••  ^«*m-i)*? 
also  ist  der  obige  Term  symbolisch  gleich 

Ck(dui  +  du^  +  ...  dwm-i)*  dwm"""*, 
und  bildet  man  die  Summe  aller  Glieder,  so  wird  symbolisch 

Differentiale  höherer  Ordnung  für  implicite  Funktionen, 

68.  Ist   eine   Funktion   y   der  Variabelen   x   durch   eine 
Gleichung 

/•(«,y)-o 

definiert,  so  ist  f(x^  y)  eine  zusammengesetzte  Funktion,  die 
einen  konstanten  Wert,  nämlich  0  hat.  Folglich^  sind  auch 
die  Differentiale  beliebiger  Ordnungen  gleich  0.  Man  erhält 
'  demnach,  wenn  man  diese  verschiedenen  Differentiale  0  setzt, 
und  dabei  beachtet,  dass  dx  eine  Eonstante  ist: 

Diese  Formeln  lassen  nach  einander  die  Differentiale  dy^ 
cPy^  ^y  •••)  luid  hieraus  die  Ableitungen  -r^?       2 '  ""  berechnen, 
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df 
wenn  die  Grosse  -~  nicht  gerade  gleich  0  wird,  für  zusammen- 
gehörige Werte  von  a;,y,  für  welche  f(x^y)^0  ist.  Auch 
ist  hierbei  vorausgesetzt,  dass  die  partiellen  Ableitungen  der 
Funktion /*(a?,t/)  für  die  betrachteten  Werte  der  Stetigkeits- 
bedingung genügen. 

69.  Wir   betrachten    nun   den   allgemeinsten   Fall    eines 
Systemes  von  m  Gleichungen: 


1) 


zwischen  einer  unabhängigen  Yariabelen  x  und  m  Funktionen 
Vii  y«)  •••  ym  derselben.  Es  sind,  weil  J/i  ...  J/m  Funktionen  von 
X  sind,  ^,  ff^...fm  zusammengesetzte  Funktionen  mit  dem  kon- 
stanten Werte  0.  Die  Differentiale  beliebiger  Ordnung  dieser 
Funktionen  sind  demnach  insgesamt  0.  Durch  einmalige 
Differentiation  des  Systemes  1)  erhält  man 


2) 


dx  dy^  oy^  cym 


woraus  sich,  wie  schon  im  §  50  gezeigt  wurde,  die  Differen- 
tiale erster  Ordnung      ,        ,  , 

dyi,  dy^^...dym 

berechnen  lassen.    Die  Differentiation  des  Systemes  2)  ergiebt 
das  neue  System: 
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welches  die  Differentiale  zweiter  Ordnung 

bestimmt.  Durch  Differentiation  des  Systemes  3)  erhält  man 
Gleichungen  für  die  Differentiale  dritter  Ordnung  u.  s.  w. 

Über  die  Elimination  Ton  willktlrliclien  Konstanten. 

70.  Wenn  die  Gleichung 
1)  /•(a;,y,a,6,c,...)0, 

welche  eine  Funktion  y  mit  ihrer  unabhängigen  Yariabelen  x 
verbindet,  n  willkürliche  Eonstanten  a,  &,  o  ...  enthalt,  welche 
man  auch  die  Parameter  des  Systems  nennt,  so  kann  man 
diese  willkürlichen  Grössen  durch  Anwendung  der  Differen- 
tiation eliminieren. 

Differentiiert  man  nämlich  die  Gleichung  1)   n-mal,    so 
erhält  man  n  neue  Gleichungen 


2) 


dx      ^  dy  ^       ' 


imd   wenn   man   nun    successive   die   n  Parameter  a,  b^  c  .., 
zwischen  den  Gleichungen  1)  und  2)  eliminiert,  so  wird  schliess- 
lich eine  Gleichung 
QN  .{^  ,,  dy    cPy  d-y\ 

zwischen  x^y  und  den  n  ersten  Ableitungen  von  y  gebildet. 
Dieselbe  heisst  eine  Differentialgleichung  n^^  Ordnung. 

Die  Aufgabe,  welche  hier  gestellt  ist,  bildet  einen  be- 
sonderen Fall  derjenigen,  die  im  §  53  behandelt  wurde,  und 
dort  zur  Kenntnis  eines  Systemes  von  simultanen  Differential- 
gleichungen führte. 

Denn  setzen  wir 

^^  dx      y^  dx      y  '•'•      dx         ^       ' 

und  verbinden  mit  der  Gleichung  1)  die  n  —  1  ersten  Gleich- 
ungen des  Systems  2),  indem  man  hier  die  Grossen  y',y",...y*~^ 
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einfuhrt,  so  erhält  man  ein  System  von  n  Gleichungen  zwischen 
der  Variabelen  x  und  den  n  Funktionen  y,  y\  y", . . .  yC»— i)  und 
n  willkürlichen  Grossen.  Andererseits  ist  einleuchtend,  dass 
die  n  Gleichungen,  die  man  erhält,  indem  man  dieses  System 
differentiiert,  ersetzt  werden  können  durch  die  Gleichungen  4) 
zusammen  mit  der  letzten  Gleichung  des  Systems  2),  und 
dass  die  Elimination  der  willkürlichen  Konstanten  zwischen 
den  2n  Gleichungen  1),  2)  und  4)  ein  System  von  n  simul- 
tanen Differentialgleichungen  erster  Ordnung  liefert,  das  sich 
aus  den  n  —  1  Gleichungen  4)  und  der  Gleichung  3)  zusammen- 
setzt, die  durch  Einführung  der  Variabelen  y',  y", ...  y(»~*)  die 
Form 

annimmt,  also  zu  einer  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung wird. 

Die  Änderung  der  unabhängigen  TariabeleB. 

71.  Wenn  man  mehrere  Yariabele  zu  betrachten  hat, 
die  von  einander  abhängen ;  so  kann  man  eine  unter  ihnen 
willkürlich  zur  unabhängigen  Variabelen  wählen,  also  als  die- 
jenige, deren  Differential  konstant  ist.  Es  kann  nun  aber 
eintreten,  dass  man  nach  Bestimmung  eii^er  unabhängigen  Varia- 
belen es  als  zweckmässig  erkennt,  eine  andere  dazu  zu  wählen; 
man  muss  dann  die  Formeln  abändern.  Dies  ist  die  Frage, 
mit  der  wir  uns  nun  beschäftigen  wollen,  und  die  wir  folgen- 
dermassen  stellen: 

Es  sei  X  zur  unabhängigen  Variabelen  gewählt  und  y  eine 
von  den  anderen  Variabelen ,  welche  man  noch  zu  betrachten 
hat.    Man  unll  die  Ableitungen  t 

dy       d^y       d*y 
dx       dx^       dx^ 

tvelche  unter  der  Annahme,  dass  dx  konstant  ist,  gebildet  sind, 
als  Funktionen  der  Differentiale  dx  und  dy  ausdrücken ^  in- 
dem man  diese  als  Funktionen  irgend  einer  anderen  unabhängigen 
Variabelen  betrachtet. 
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Wir  bezeichnen  mit  y',  y",  y'"..-  die  Ableitungen  von  y, 
gebildet  unter  der  Annahme,  dass  x  die  unabhängige  Yaria- 
bele  ist.     Man  hat  dann: 

1)         dy-^y^dx,    dy'^y^^dx,    dy'' ^y'^^dx, ,.. 

und  nach  dem  Satze  des  §  21  gelten  diese  Formeln,  wie  auch 
immer  die  unabhängige  Variabele  gewählt  sein  mag.  Die 
erste  Gleichung  ergiebt 

ein  bekanntes  Resultat,  demzufolge  y'  der  Quotient  von  dy 
und  dx  ist.  Wendet  man  nun  auf  diese  Gleichung  die  Regel 
der  Differentiation  eines  Quotienten  an,  so  folgt,  was  auch 
die  unabhängige  Variabele  sein  mag: 

,  ,       dxd^y  —  dyd^x 

^y -dF^ — 5 

aber  nach  der  zweiten  Gleichung  der  Formel  1)  ist  dy'  —  y"  dx, 
und  demnach  hat  man 

„      dxd*y-dyd'x 
^)  ^ d^ 

Dieselbe  Regel,  aufs  neue  angewandt,  liefert: 

„      dx{dxd^y  —  dyd^x)  —  3d^x(dxd^y  —  dyd^x) 
dy  —  , 

und  da  nach  der  dritten  Gleichung  der  Formel  1)  dy"—  y"'rfÄ 

ist,  so  wird 

..       „,      dx(dxd^y  —  dyd^x)  —  3d^x(dxd*y  —  dyd^x) 
4)     y  ^^5 

Auf  demselben  Wege  erhält  man  nacheinander  y^^,  y^ 
*  u.  s.  w.,  und  man  erkennt,  dass  sich  y^"^  vermittelst  der  Diffe- 
rentiale von  X  und  y  ausdrücken  lässt  bis  zu  denjenigen  der 
n**°  Ordnung. 

Wenn  man  in  den  Formeln  2),  3),  4)...  dx  konstant 
annimmt,  so  findet  man  wieder  die  bekannten  Gleichungen 

y'^%      ,J"^^,      y'"^^.    . 

^      dx'    ^        dx*'    ^         dar» 
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Will    man  y  zur  unabhängigen  Yariabelen  machen,   so 
hat  man  dy  konstant  zu  setzen  und  die  Gleichungen  werden: 
d^x  dx   d^  __  Q  /d^x\^ 

^.^  j_,  ,n^_ji_   .„^__:di_dy^ wz_. 

\dy)  \dy)  \dy) 

Man  wird  in  der  Folge  erkennen,  dass  es  oftmals  in  Hin- 
sicht auf  die  Symmetrie  und  Eleganz  der  Formeln  vorteilhaft 
ist,  die  unabhängige  Yariabele  nicht  zu  fixieren. 


Die  Änderung  aller  Yariabelen. 

72.  Wir  wollen  nun  die  folgende  Aufgabe  lösen: 

Wenn  x,y,z...  Variabele  sind^  die  von  einander  er- 
hängen, und  z  diejenige  bejseichnety  deren  Differential  als  kon- 
stant angesehen  wurde,  so  sollen  in  einem  Ausdrucke  Y,  welcher 
eine  Funktion  von 

dy      d*y  dz       d^z 

'dx       dx^  'dx       dx* 

ist^  die  Variabelen  x,  y,  z  ...  durch  andere  Variabelen  6,  i^i  S  ••• 
ersetzt  und  unter  diesen  eine,  z.  B,  %,  als  unabhängige  Varia- 
bele betrachtet  werden.     Wie  ist  der  Wert  von  Y  als  Funktion 

dt?    dt? 
von  I,  tj,  g  und  den  Ableitungen  -rj)  -rp-  •  •  *  ^w  bilden? 

Um  diese  Frage  zu  lösen,  hat  man  zuerst  die  Funktion  V 
vermittelst  der  Formeln  des  vorigen  Paragraphen  so  aus- 
zudrücken, dass  dabei  die  unabhängige  Yariabele  willkürlich 
bleibt.  Alsdann  ist  V  eine  Funktion  von  x^y,z .,,  und  ihren 
Differentialen.  Nachdem  dieses  geschehen,  lassen  sich  aus  den 
Gleichungen,  welche  die  Yariabelen  x,y,z.,.  als  Funktionen 
der  neuen  Yariabelen  definieren,  nämlich 

X  «  Ag,  t?,  6  ...),  y  «  JP(g,  ty,  e  ...),  ^  -  g?(g,  t?,  g  ...), 
durch  Differentiation  die  Differentiale 

dx^  d^Xj . . .  dyj  d*y, ...  dz,  d^z  . . . 
berechnen,  und  hierbei  ist  d^  als  konstant  anzunehmen.    Alle 
diese  Werte  sind  in  Fzu  substituieren,  und  damit  ist  die  Auf- 
gabe gelöst. 
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78.  Anwendungen«  Es  seien  x  und  y  die  rechtwinkligen 
Koordinaien  der  Punkte  einer  gegebenen  Kurve^  wobei  x  ais  un- 
JcAhängige  Variäbele  betrachtet  ist  Man  soll  bestimmen,  wie  sich 
der  Ausdruck 

transformiert,  wenn  man  an  Stelle  der  recktwinMigen  Koordinaten 
Polarkoordinaten  p,  o  einfuhrt^  und  to  als  unabhängige  Varidbeie 
ansieht 

Nach  §  71  wird  der  Ausdruck  F  gleich 

^         {da?+dff 
dxd^y  —  dyd^x 

Die  unabhängige  Variäbele  bleibt  dabei  beliebig. 
Nun  hat  man 

x^  Q cos o,  j^  »  p  sin (o,   • 

also  durch  Dififerentiation 

dx  »  dg  cos  d  ~  p  sin  o  dm^ 
({j/  »  cf  p  sin  o  +  P  cos  (o  c2o. 

Dififerentiiert  man  von  neuem  und  setzt  da  '^kcnsi.  so 
findet  man 

d^x  —  cZ*p  cos  o  —  2  sin  (o  e2p  dd  —  p  cos  o  dm\ 
d^y  —  d^Q  sin  o  +  2  cos  o  c2p  JiD  —  p  sin  (o  dm\ 
Hieraus  entnimmt  man: 

dx«  +  dy*«dp»  +  p^do«, 
dxd^y  —  dyd^x  —  —  gd^gdm  +  2dQ*da  +  ff^daK 
Also  ist  s 

—  p  rf^p  da +  2  dp*  d<o  +  p*  d®*' 


oder 


('•+IS)' 


F- 
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74.  Bei  Fragen  in  betreff  der  Änderung  von  Yariabelen 
kann  es  auch  eintreten,  dass  die  ursprünglichen  Yariabelen 
nicht  unmittelbar  als  Funktionen  der  neuen  gegeben  sind, 
sondern  dass  sie  mit  diesen  durch  gegebene  Differentialgleich- 
ungen verknüpft  sind.  Dabei  kann  es  vorkommen,  dass  die 
gegebenen  Gleichungen  zusammen  mit  denjenigen,  die  man 
durch  Differentiation  aus  ihnen  gevtrinnt, 'hinreichen,  um  die 
ursprünglichen  Yariabelen  zu  eliminieren  und  auf  diese  Weise 
den  vorgelegten  Ausdruck  zu  transformieren.  Auch  hiervon 
wollen  wir  ein  Beispiel  geben  und  denselben  Ausdruck  wie 
oben,  nämlich 


rfyl\| 


1) 


behandeln.  Es  soll  die  Form  bestimmt  werden,  welche  der- 
selbe annimmt,  wenn  man  an  Stelle  von  x  und  y  zwei  andere 
Yariabelen  q  und  s  einführt,  welche  mit  diesen  durch  die 
Gleichungen 

2)  a?«  -t-  y«  «  q\ 

3)  dx^  +  dy^  «  ds^ 

verbunden  sind,  wobei  ds  als  konstantes  Differential  gelten 
soll.     Zunächst  transformieren  wir  wiederum  Fin 


4.  y        {dx'  +  dyr^ 

^  dxd^y^dyd^x 

Die  Differentiation  von  2)  und  3)  ergiebt 

5)  xdx'\-ydy-^QdQy 

6)  dxd^x  +  dyd^y^O. 

Durch  Differentiation  der  Gleichung  5)  erhält  man 
xd^x  +  yd^y  +  (dx*  +  dy^)  -  dp«  +  pd^, 
oder'  nach  Gleichung  3) 

7)  xd^x  +  yd^y  ^Qd^Q  +  dg^  -  dsK 

Die  Gleichungen  3),  5),  6),  7)  lassen  dx,  dy,  d^x,  d^y  be- 
rechnen; und  zwar  wird  aus  den  Gleichungen  6)  und  7)  erhalten: 
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(ydx  —  xdy)  d^x  «  —  (pd*p  +  dg^  —  ds^  dy, 

(yd-x  —  xdy)  d^y  «  +  (gd^g  +  dg^  —  ds^  dx^ 
also 

^        ^  ydx  —  xdy 

Nim  ist 


ydx-xdy'^y{x^-\'y^){dx^+dy^)-{xdx-\-ydyy^Qyds^-dif\ 
also 

8)         da;d*y  —  dyd^x  —  ^^^ — ^    ,  ^ 

Vermittelst  der  Formeln  3)  und  8)  wird 
gdsYds^  —  dg* 


oder 


F« 


gd^g  +  dg^-ds^ 


F-     '  ''    '       ''^ 


«  "  y   I  "f        1 
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Die  totalen  Differentiale  der  Punktionen  Ton 
mehreren  unabhängigen  Yariabelen. 


Das  totale  Differential  erster  Ordnung. 

75.  Totales  Differential  einer  Punktion  von  mehreren  un- 
abhängigen Yariabelen  heisst  die  Summe  aus  den  partiellen 
Differentialen  der  Funktion  in  Bezug  auf  die  verschiedenen 
Yariabelen.  Man  bezeichnet  dieses  Differential  mit  der 
Charakteristik  d]  demnach  hat  man 

Aus  dieser  Definition  ergeben  sich  die  Folgerungen: 
1.  Wenn  eine  Funktion  u  der  unabhängigen  Yariabelen 
X,  y,  z,  ...  t  fü/r  alle  Werte  der  Yariabelen,  welche  innerhalb 
gegebener  Grenzen  liegen,  konstant  ist,  so  ist  ihr  totales  Diffe- 
rential du  in  diesem  Wertgebiete  null.  Und  umgekehrt:  Wenn 
das  totale  Differential  der  Funktion  u  innerhalb  eines  Wert- 
gebietes  der  Yariabelen  konstant  gleich  0  ist,  so  ist  auch  die 
Funktion  u  selbst  eine  Konstante. 

Denn   erstlich  werden,   wenn   u  konstant  ist,   die  Ablei- 
tungen ~---7  -r— j  •••  -  -     sämtlich  0  (§  15),  also  ist  auch  das 
®       dx     dy  dt  ^        ^^ 

Differential  du  =«  0. 

Wenn  zweitens  du  =  0  ist,  so  ist 

du    ,      ,    du  j     y  du  ^ 

^—dx  +  —~dy+"'-^dt^O. 
ex  oy  dt 

Da  dx^dy^  ...dt  willkürliche  Grössen  sind,  so  kann  man 
hieraus  schliessen,  dass 

^^0,  1^  =  0,...    !«-o. 
dic         ^    dy         '  dt 

8 er r e t,  Differeutiftl-  und  Integral -Rechnang.    I.  Bd.  7 

Digitized  byLjOOQlC 


98  Viertes  Kapitel.    §§  76  und  76. 

Die  erste  Gleichung  zeigt,  dasa  u  unabhängig  ist  von  x 
(§  15;  dabei  ist  wie  dort  vorausgesetzt,  dass  jede  Ableitung 
vor-  und  rückwärts  gebildet,  eindeutig  bestimmt  ist),  die 
zweite,  dass  u  unabhängig  von  y  ist,  endlich  die  letzte,  dass 
u  unabhängig  von  t  ist.     Also  ist  u  «  honst 

Man  kann  das  Resultat  noch  evidenter  machen  vermittelst 
der  Oleichung 

u(x  +  h,y  +  k,  .,,t  +  n)  —  u{x,y,...t) 

du{x  +  eh,y  +  k,..,t  +  n)          cu{x,y  +  ffk,...t  +  n)^    , 
-^       -  h+ ^- Ä-+... 

•••  +  — Fi **' 

die  man  auf  demselbeu  Wege  wie  die  analoge  Differenzengleicb- 
ung  im  §  32  gewinnt.  Da  nun  die  Ableitungen  auf  der  rechten 
Seite  sämtlich  gleich  0  sein  sollen,  so  ist 

u(x  +  h,y  +  k^  ,.,t  +  n)  «  w(x,  y,  jp,  ...  0» 

d.  h.  der  Wert  von  u  ist  von  jeder  Veränderung  der  Variabelen 
imabhängig. 

2.  Wenn  zwei  Funktionen  v  und  w  für  atte  Werte  der 
unabhängigen  Variabelen  x,  y, . . .  t  innerhalb  gegebener  Grenzen 
nur  um  eine  Konstante  differieren,  so  sind  ihre  Differentiale 
gleich;  und  umgekehrt:  Sind  die  vor-  und  rückwärts  gdnldeten 
Differentiale  zweier  Funktionen  v  und  w  für  alle  Werte  der 
Variabelen  innerhalb  gegebener  Grenzen  einander  gleich^  so  diffe- 
rieren diese  Funktionen  nur  um  eine  Konstante. 

Dieser  Satz  ist  in  dem  vorigen  enthalten,  wenn  man  die 
Differenz  v  —  tv  -«  u  setzt. 

Differentiation  einer  zusammengesetzten  Funktion  mit 
mehreren  unabhängigen  Variabelen. 
76.  LehrsatB.     Bezeichnet  u  eine  Funktion  von  mehreren 
Variabelen  x,  y,.z, . ..  t,  welche  selbst  Funktionen  gewisser  unab- 
hängiger Variabelen  sind,  so  ist 

du-  ^.-  dx  +  ^-  dy  +  ^-  dz  +  .,.  ^j  dt, 

^x  cj     ^        dz  dt 

also  genau  dmiso^  wie  wenn  x,  y,  z,  ...  t  die  unabhängigen 
Variabelen  wären. 
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Denn  sind  |,  rj,  iy-co  die  unabhängigen  Yariabelen,  und 
ersetzt  man  x^y^e^...t  durch  ihre  Werte  als  Funktionen  der- 
selben, so  erhält  man  u  ausgedrückt  als  Funktion  der  Yaria- 
belen 1, 17;  {;>  •••G>-    D^i'  Definition  nach  ist  nun 

Nun  ist  aber  -^  di,  das  partielle  Differential  von  u  in 

Bezug  auf  |,  und  |  ist  als  unabhängige  Yariabele  in  Xj  y,  jer, ...  t 
enthalten.  Nach  der  Regel  für  die  Differentiation  einer  Funktion^ 
welche  aus  mehreren  Funktionen  einer  unabhängigen  Yaria- 
belen zusammengesetzt  ist,  hat  man  demnach 

du  du  (dx      \  du  (dt      \ 

und  ebenso: 

du  ^         du  (dx  ^  \  ^         du  (  dt    .  \ 

^^^^^W^V+--a7Wv^ 

du   ,  du  (dx   ,   \   ,         du  (  dt  ^   \ 

da  dx  \d(o       /  ^         dt  ^do       ) 

Summiert  man  diese  Gleichungen,  so  folgt 

_         du  (dx    .^  ,    dx   .     .         dx  ,   \ 

dy  \di     ^       dri      '^       d(0       ) 


"^di-^^+Ä^^+'-Ä^^ 


.ag    *     dii 

Die  in  den  Klammem  enthaltenen  Summen  sind  aber 
nichts  anderes  als  die  Differentiale  dx,  dyj...dt]  man  hat 

also: 

,         du  j     ^    du  j         du   ,     ^         du   .^ 
au^  —  dx+  —  dy+^^dz  +  ...  —  dt 

Folgening.  Die  Segeln  für  die  Differentiation  von  Summen 
Produkten,  Quotienten  und  Potenzen  von  Funktionen  einer  einzigen 
Variabelen  sind  auf  Funktionen  mehrerer  unabhängiger  Varia- 
helen  Obertragbar. 
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Die  totalen  Differentiale  höherer  Ordnungen. 

77.  Ist  du  dass  totale  DiflPerential  der  Funktion  du^  so 
bezeichnen  wir  mit  d^u  das  totale  Differential  von  dfu,  ge- 
bildet^ indem  man  den  Yariabelen  Zuwüchse  erteilt,  welche 
denen  gleich  sind,  die  in  dem  Ausdruck  du  vorkommen,  mit 
d^u  das  totale  Differential  von  d^u  und  so  fort,  so  dass  in  der 

Aufeinanderfolge : 

1)  du,    d^u^     d^u^..,d^u 

jedes   Glied   das   totale  Differential   des   vorhergehenden  aus> 
drückt.     Die  Funktionen  1)  heivssen  das  totale  Differential  der 
ersten,  der  zweiten,  der  dritten  Ordnung  u.  s.  w. 
Aus  dem  totalen  Differentiale  erster  Ordnung 

2)  du=^—dx  +  —  dy  +  .^--^dt       . 

folgt,  dass  man  das  totale  Differential  der  n^°  Ordnung  sym- 
bolisch durch  die  Formel 

^  \dx  dy     ^  dt       / 

darstellen  kann^  wenn  man,  nachdem  die  Entwickelung  der 
rechten  Seite  ausgeführt  ist,  in  jedem  Gliede  einen  Faktor 
von  der  Form 


(ouY  /duV      /duY 
\dx)   \dy)  '"  \dt^ 


<dy)  '"  \dt} 
durch  die  partielle  Ableitung 

a^  +  '^+'-^'r* 

dx"~du(^  ..Tdh' 
ersetzt. 

Um  diese  Behauptung  zu  beweisen,  genügt  es,  wörtlich 
die  Überlegungen  zu  wiederholen,  die  wir  im  §  65  ausführten 
bei  der  Differentiation  einer  Funktion,  welche  aus  linearen 
Funktionen  einer  Variabelen  zusammengesetzt  ist.  Die  beiden 
Fragen  sind,  wie  leicht  zu  sehen,  die  nämlichen,  weil  die 
Differentiale  der  Variabelen  in  beiden  Fällen  konstant  sind, 
und  auch  die  aufeinander  folgenden  Differentiationen  dasselbe 
Gesetz  befolgen. 
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78.  Die  Gleichung  2)  des  vorigen  Paragraphen  gilt  auch 
dann  noch  (§  76),  wenn  x,y^z,..,t  nicht  mehr  die  unab- 
hängigen Variabelen  bedeuten.  Aber  für  die  Formel  3)  gilt 
das,  sobald  n>  1  ist,  nicht  mehr,  ausser  wenn  x^y^  ...t  lineare 
Funktionen  der  unabhängigen  Variabelen  sind.  Im  allgemeinen 
Falle  sind  dx,  dy, ,..  dt  nicht  mehr  konstant,  und  um  d^u  zu 
erhalten,  muss  man  die  Formel  2)  so  differentiieren,  dass 
dabei  jedes  Glied  als  ein  Produkt  von  zwei  variabelen  Fak< 
.  toren  behandelt  wird.  Da  die  Regel  für  Differentiation  von 
Produkten  auf  totale  Differentiale  anwendbar  ist,  so  erhält  man 

d^u~-[-dx+-dy  +  --^^  ät)  +  (_d»a.+  --- A  +  -  ^.dH) 

wobei  der  erste  Teil  der  rechten  Seite,  welcher  von  den  Diffe- 
rentialen höherer  Ordnung  unabhängig  ist,  symbolisch  ge- 
schrieben und  demgemäss  zu  deuten  ist.  Auf  demselben  Wege 
sind  die  totalen  Differentiale  d^u^d^u  ...  zu  bestimmen. 

Meistens  aber  ist  es  zweckmässiger,  die  verschiedenen 
partiellen  Differentiale,  aus  denen  das  totale  schliesslich  zu- 
sammenzusetzen ist,  gesondert  zu  bestimmen,  wodurch  die 
Aufgabe  sich  immer  nur  auf  die  Betrachtung  von  Funktionen 
reduziert,  die  von  einer  einzigen  Variabelen  abhängen.  Denn 
wenn  g,  i^,...«^  die  unabhängigen  Variabelen  bezeichnen  und 
man  will 


berechnen,  so  wird  man  die  Gleichung  für  u^ 

erst  a-mal  nach  |  differentiieren ,  wodurch  -r^  erhalten  wird; 
alsdann   wird   dieser   Ausdruck   ^^mal    nach   17    differentiiert, 

^^"^  "äFaV  ''''^       ""'  ^'  ^' 

Das  totale  Differential  bei  implieiten  Funktionen  von 
mehreren  unabhängigen  Variabelen. 

79.  Der  allgemeinste  Fall  impliciter  Funktionen  ist  der,  bei 
welchem  m  Gleichungen  zwischen  n  unabhängigen  Variabelen 
und  m  Funktionen  derselben  gegeben  sind.   Werden  die  rechten 
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Seiten  dieser  Gleichungen  auf  0  gebracht,  so  sind  die  linken 
zusammengesetzten  Funktionen  der  n  Variabelen,  welche  durch- 
aus den  Wert  0  haben.  Folglich  sind  die  totalen  Differentiale 
dieser  Funktionen  insgesamt  gleich  0.  Man  kann  also  durch 
successive  Differentiation  aus  den  gegebenen  Gleichungen 
neue  ableiten,  aus  denen  sich  die  totalen  Differentiale  erster 
Ordnung  berechnen  lassen;  femer  sind  aus  diesen  die  totalen 
Differentiale  zweiter  Ordnung  zu  bestimmen,  und  so  fort. 

80.  Anstatt  aber  direkt  die  totalen  Differentiale  zu  be-. 
stimmen,  kann  man  auch  getrennt  zuerst  die  verschiedenen 
partiellen  Ableitungen  berechnen,  welche  in  den  Ausdrücken  fiir 
jene  auftreten,  und  die  Berechnung  der  partiellen  Ableitungen 
erfolgt  nach  der  Regel  ftlr  implicite  Funktionen  einer  un- 
abhängigen Variabelen. 

Betrachten  wir  z.  B.  eine  Funktion  z  der  Variabelen  x^  y^ 
welche  mit  diesen  durch  eine  gegebene  Gleichung 

1)  /•(^,y,^)»o 

verbunden  ist.    Sind  |>  und  g  die  partiellen  Ableitungen  erster 

Ordnung  -^—  und  -r— ?  so  hat  man 
°  ^x  dy 

dz  ^pdx  +  qdy^ 

ebenso   hat   man,   wenn  man   mit  r,  s,  t  die  partiellen  Ablei- 

d^z       d^z       d^z 
tungen  zweiter  Ordnung  bezeichnet  -—^^  - — —j  y-j-: 

d^z  ^rdx^  +  2$  dx  dy  +  t  dy\ 

d^z  d^z 

immer  unter  der  Voraussetzung,  dass  -—r-  =«  ^    .      u.  s.  w. 

®'  dxdy       dydx 

Dabei  ist  zu  bemerket,  dass  für  die  totalen  Differentiale 

von  p  und  q,  nämlich  dp  und  dq  die  Gleichungen  bestehen: 

dp  -=r  dx  +  s  dy, 
dq'^  sdx  +  t  dy. 

Um    nun  p  und  q  zu  ermitteln,   differentiiere  man   die 

gegebene   Gleichung,  indem    man    zuerst   or-,    sodann  y    als 

die  einzige  Vaiiabele  ansieht;  man  erhält  auf  diese  Weise 
nach  §  46 
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/)/*      /)/*      T^f 

wenn  — >  -^>  — ^  für  ein  zusammengehöriges  Wertsystem 
von  rr,  y  und  jer  bestimmte  Werte  haben,  und  ausserdem  -r^ 

09 

nicht  gerade  gleich  0  ist  und  sich  bei  zusammengehörigen 
Werten  von  x  und  z^  y  und  z  stetig  ändert  Hieraus 
folgt: 

'  IL  IL 

3)  l'-^-^^r,      g ^■ 


dl'   ^         dl 

de  dz 

Um  Vy  Sj  t  zu  finden,  genügt  es  die  Gleichungen  2) 
oder  3)  zu  diflferentiieren.  Durch  Differentiation  der  Gleich- 
ungen 2)  zuerst  nach  rr,  sodann  nach  y^  ergeben  sich  die 
Gleichungen: 


4) 


^  +  2a^f-  +a^^'^  +  t^L^o 
Jf^^^dydz^^   dz'^^  dz      ^' 


Dabei  ist  vorausgesetzt,  dass  die  zweiten  partiellen  Ab- 
leitungen der  Funktion  f  bestimmte  Werte  haben,  und  dass 

dH        d^f 
sich  die  gemischten  Ableitungen  - — —i  mit  x  und  jer, 

resp.  mit  y  und  z  stetig  ändern.  Dann  ergiebt  die  Differen- 
tiation der  ersten  Gleichung  2)  nach  y  dasselbe  Resultat  wie 
die  Differentiation  der  zweiten  Gleichung  nach  x,  nämlich  die 
mittlere  der  Gleichungen  4). 

Die  Differentiation  der   Gleichungen  4)   liefert  die  par- 
tiellen Ableitungen  dritter  Ordnung  u.  s.  w. 

81.  Beispiel:  Aus  der  Gleichung 
folgt: 
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dp  ^  rdx  +  sdy^ 
dq  '^  sdx  +  tdy^ 
Vnd  man  findet  nacheinander 

x+p0^O^     y  +  q^^O, 
sodann 

l+p^+rz^O,    pq  +  S2^0,     l+q^  +  tjS'^O. 
Hiernach  ist 

X  y  x^+  z^        '         xy      ^  y^+  ^^ 

^      .         Z  Z  Z^  Z^  Z^ 

Die  Elimination  willkftrlicher  Funktionen. 

82.  In  der  Theorie  der  Funktionen  einer  einzigen  Varia- 
belen  wurde  gezeigt,  wie  man  durch  Differentiation  und  Eli- 
mination willkürlicher  Konstanten  Differentialgleichungen  oder 
Systeme  von  simultanen  Differentialgleichungen  bilden  kann. 
Eine  analoge  Frage  entsteht  bei  der  Untersuchung  von  Funk- 
tionen mehrerer  Variabelen.  Aber  hier  sind  die  willkürlichen 
Grössen,  welche  man  eliminieren  kann, 'nicht  bloss  Eonstante, 
sondern  auch  Funktionen.  Die  Differentialgleichungeu ,  welche 
man  auf  diesem  Wege  erhält,  werden  partielle  Differential- 
gleichungen genannt.  Im  folgenden  wollen  wir  uns  auf  die 
Elimination  einer  einzigen  willkürlichen  Funktion  beschränken. 
Die  partielle  Differentialgleichung  wird  dann  von  der  ersten 
Ordnung  werden. 

Wir  betrachten  zunächst  drei  Variabele  x^  y,  ^,  von 
denen  die  beiden  ersten  unabhängige  sind.  Während  u  und  t; 
bestimmt  gegebene  Funktionen  dieser  Variabelen  sein  sollen^ 
bezeichne  0(M,t?)  eine  unllkürliche  Funktion  von  u  und  v. 
Wir  nehmen  an,  dass  die  Variabele  z  mit  x  und  y  durch 
die  Gleichung 

1)  '         0(u,v)^O' 

verbunden   ist  und   stellen  nun  die  Aufgabe,  zwischen  x^y^z 
und    den    partiellen   Ableitungen    von    s    eine    Gleichung    zu 
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ermitteln^  die  ganz  unabhängig  ist  von  der  besonderen  Art 
der  Funktion  ^. 

Man  kann,  wenn  man  will,   annehmen,   dass  die  Gleich- 
ung 1)  aufgelöst  ist  nach  t;;  so  hat  man 

und  da  die  Funktion  0  willkürlich  ist,  so  ist  es  auch  die 
Funktion  9.  Übrigens  hat  man  keinen  Grund,  diese  letzte 
Formel  der  ersten  vorzuziehen. 

Die  Ableitungen  der   Funktionen   n  und  v  nach  x  sind^ 
nach  der  Regel  §  38: 

du    ,       du       ov    .       cv 

ebenso  sind  die  Ableitungen  nach  y: 

cu  du       cv  dv 

indem  man,  wie  in  §  80 

dz  =j3  dx  +  qdy 

setzt.  Die  Gleichung  1)  werde  nun  nach  x  differentiiert,  dabei 
wird  der  willkürlichen  Funktion  ^  die  Beschränkung  auf- 
erlegty  dass  sie  die  partielle  Differentiation  nach  u  und.  v  zu- 
lässt,  und  dass  ihre  partiellen  Ableitungen  stetige  Funktionen 
yon  u  und  v  sind.     Dann  hat  man 


2) 


d 
du 


<lf(du    ,       cu\  ,   dOrdv    ,       dv\       . 


cii  \dy  "^ ^  cj) '^  dv  \dy 


Aus   diesen    Gleichungen,    homogen    in    Bezug    auf  -r — 

und  -T — }  Ijwsen  sich  diese  Grössen  eliminieren  und  es  folgt: 

'ov 

^.     fdu        du\(cv        dv\     (du        du\(dv        dv\     ^ 
Führt  man  die  Multiplikationen  hier  aus  und  setzt 
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du 

dv 
dz 

du 

dz 

dv 
'dy 

du 

'dz 

dv 

dx 

du 
dx 

dv 
dz 

du 

dv 

du 

dv 

F  = 

dx    dy        dy    dx ' 

80  wird  die  Gleichung  3) 

4)  Fp+Qq^V. 

Dies  ist  die  partielle  Differentialgleicbung  erster  Ord- 
nung, welche  wir  bilden  wollten;  sie  ist  linear  in  Bezug  auf 
die  partiellen  Ableitungen  p  und  q.  ^^Qy  ^  bezeichnen  be- 
stimmt gegebene  Funktionen  der  drei  Yariabelen  x^y^z. 

88.  Das  Resultat  lässt  sich  •  auf  eine  beliebige  Zahl  Yon 
fc  unabhängigen  Yariabelen  ausdehnen.     Bezeichnen 

n  + 1  Veränderliche,  von  denen  die  n  letzten  unabhängige 
sind,  und  setzt  man 

dz  =*  7?i  dx^  +  p^  dx^  + . . .  JJ«  dxn^ 
80  ergiebt,  wenn 

n  bestimmt  gegebene  Funktionen  der  Yariabelen  ß^x^^,.,Xn 
sind,  die  Gleichung 

1)  '     a>(Wi,M2,...Un)  =  0 

durch  Differentiation  und  Elimination  der  willkürlichen  Funk- 
tion <P,  eine  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung, 
welche  in  Bezug  auf  die  Ableitungen  |)i,|>29  •••!>>»  linear  ist. 
Denn  man  erhält,  indem  man  nacheinander  in  Bezug  auf  jede 
der  unabhängigen  Yariabelen  differentiiert, 

d<tf{du,         dUi\     dO/du^         du^\         d<I>(du^        iu^     . 
d9(dUi        duA     d<b(du^         awA         d^fdu,        du^     „ 
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Bezeichnet  man  mit  D  die  Determinante  n^'  Ordnung: 


Z)  = 


dx,  "'"^1  dz  dx^  ^^'  dz 
dx^  '^^*  dz  dx^"^^*  dz 


du. 


dUn 


dx,'^^'  dz 


aa;,  +^"  a« 


so  wird   die   Gleichung,  welche   man  durch  Elimination   der 

dO      a<z> 
Gröääen -r —  aus  dem  Systeme  2)  erhalt: 

du.        dUn  ^  ' 

D-0. 
Es  sei  A  die  Determinante 


a«, 

dx. 

dx^ 

du„ 
dx. 

du. 

du, 

dx. 

du, 

dx^ 

du^ 

a«. 

du„ 

dXn 

dx„ 

ox^ 

A-= 


I 

und  A;„  die  Determinante,  die  aus  A  hervorgeht^  wenn  man 
die  Elemente  der  m^^  Horizontalzeile,  nämlich 


durch  die  Elemente 
3) 


dXjn    dX,n 

~d7  ~di 


dXj,^ 

dz 


ersetzt.  Es  leuchtet  ein,  dass,  wenn  man  die  erste  Horizontal- 
zeile Yon  A  durch  die  erste  Zeile  von  D  ersetzt,  eine  neue 
Determinante  A^'^  erhalten  wird,  für  welche  die  Gleichung 
besteht: 

A(^)«A  +  i>iA,. 

Ersetzen  wir  in  A^^^  die  zweite  Horizontalzeile  durch  die 
zweite  Zeile  von  D,  so  wird  eine  neue  Determinante  A^'^  ge- 
wonnen.    Durch  diese  Änderung  wird  aber  A  verwandelt  in 
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A  +^2^2,  während  Pi\  sich  nicht  ändert,  denn  *die  Grösse, 
um  welche  es  sich  ändern  müsste,  ist  eine  Determinante,  in 
welcher  zwei  Horizontalzeilen  zusammengesetzt  sind  aus  Ele- 
menten, die  den  Grössen  3)  proportional  sind,  und  die  folglich 
den  Wert  0  hat.     So  erhält  man 

Ersetzt  man  nun  in  A^^^  die  dritte  Horizontalzeile  durch 
die  dritte  Zeile  von  D,  so  bekommt  man  eine  Determinante 
A^%  deren  W^  gleich  ist 

und  fährt  man  so  fort,  so  erhält  die  Determinante  A^''^  den 
Wert  D  und  es  ist 

4)  D^A+p,A,+p^£^  +  ...pnAn-0 

die  gesuchte  partielle  Differentialgleichung. 

84.  Lehrsatz  über  homogene  Funktionen.  Eine  Funk- 
tion mehrerer  Variabelen  heisst  homogen,  wenn  die  Multi- 
plikation aller  Variabelen  mit  einem  Faktor  t  bewirkt,  dass 
die  Funktion  sich  bis  auf  einen  Faktor  ^"*  reproduziert.  Der 
Exponent  m  kann  eine  ganze  oder  gebrochene,  positive  oder 
negative  Zahl,  auch  gleich  0  sein;  er  heisst  der  Grad  der 
homogenen  Funktion.  Demnach  hat  man,  wenn  [{x^^x^y ,..  x^ 
eine  homogene  Funktion  ist,  für  jeden  Wert  von  t,  d.  h. 
identisch 

r^  f{x^,  2-a, . . .  Xn)  -=  f{x^  tjX^t,..,  xj). 

Setzt  man  insbesondere  t  -=  —y  so  ist 

Es  kann  also  jede  homogene  Funktion  is  von  n  Variabelen 
in  der  Form  dargestellt  werden: 


\Xn      Xfi  X^    / 


Vermittelst  der  partiellen  Ableitungen  kann  man  die 
nämliche  Eigenschaft  homogener  Funktionen  ausdrücken,  und 
zu  diesem  Zwecke  hat  man  nur  nach  der  Methode  des  vorigen 
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Pan^raphen    die    willkürliche    Funktion    F   2u    eliminieren. 
Setzt  man  also 

Z  X-t  Xa  Xfi 1 

Xfi  Xf^  Xj^  Xn 

80  ist  auf  die  Gleichung 

die  vorige  Regel  zu  übertragen.   Es  wird  durch  partielle  Diffe- 
rentiation nach  den  n  unabhängigen  Yariabelen 

dUn^_dF_    du^  ^   ^       dUn  cF      dUn^i 

dx^        ou^     ex  dXn—i      dilti  — i    dx^^i 

dUn  ^  dF    cu^       dF    du^  dF      dUn^i 

also  ^^«  ^^1     ^^»»  ^^     ^^«  ^W»-l       ^^n 


Pn  Z 


+  *  ""  VdU^' X^^         du^Xn^''dUn--\Xn^J 


Addiert  man  diese  Gleichungen^  nachdem  man  die  n  —  1 

T  X  X        \ 

«rsten  bezüglich  mit  -^^  — ^>'"    '*"     multipliziert    hat,    so 

Xy^         Xii  Xn 

folgt: 

MuttipUzieri  man  die  partiellen  Ableitungen  einer  homogenen 
Funktion  m^^  Grades  mit  den  entsprechenden  Variabelen  und 
bildet  die  Summe  mit  diesen  Produkten,  so  ist  dieselbe  gleich  dem 
m.' fachen  der  homogenen  Funktion. 

Folgerung.  Die  partiellen  Ableitungen  einer  homogenen 
Funktion  w**"*  Grades  sind  selbst  homogene  Funktionen  vom 
Grade  t»  —  1. 

Dies  folgt  unmittelbar  aus  den  Formeln 

dF 
denn  - —  ist  eine  Funktion  von  u^, «,,...  u«_i. 

ou^ 
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85.  Die  Elimination^  mit  welcher  wir  uns  bisher  be- 
schäftigt haben,  fuhrt  auf  partielle  Differentialgleichungen, 
die  in  Bezug  auf  die  Variabelen  linear  sind.  Wir  wollen  nun 
noch  den  allgemeinen  Prozess  aufdecken,  durch  welchen,  wie 
in  der  Integralrechnung  gezeigt  werden  wird,  alle  partiellen 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung  ableitbar  sind. 

Zunächst  untersuchen  wir  den  Fall  dreier  Variabelen 
x^y^z ,  Ton  denen  die  beiden  ersten  die  unabhängigen  sind, 
und  setzen  wieder 

dz  ^pdx  4-  qdy. 

Es  sei  a  ein  veränderlicher  Parameter,  (p(a)  eine  will- 
kürliche Funktion  dieses  Parameters  und 

eine   bestimmt   gegebene  Funktion   dieser  fQnf  Grössen:  x^  y^ 
z,a,(p{a). 

Wir  betrachten  das  System  der  beiden  Gleichungen: 

1)  r^o,  1^  =  0. 

Wenn  die  willkürliche  Funktion  (p(a)  fixiert  ist  und  man 
die  Elimination  von  a  zwischen  den  beiden  Gleichungen  1)  aus- 
führen kann,  so  erhält  man  eine  Gleichung  zwischen  den  drei 
Variabelen  x,  y,  z.  Aber  selbst  wenn  die  Funktion  9  ganz  will- 
kürlich bleibt,  so  kann  man  doch  z  als  eine  Funktion  von  x 
und  y  betrachten,  welche  durch  das  System  der  Gleichungen  1) 
bestimmt  ist.  Nun  stellen  wir  uns  die  Aufgabe,  die  Funktion  q> 
vermittelst  Differentiation  aus  den  Gleichungen  1)  zu  elimi- 
nieren. Dabei  kann  man  so  zu  Werke  gehen,  wie  wenn  die 
Elimination  von  a  ausgeführt  wäre,  d.  h.  man  hat  in  der 
Gleichung  F=  0  a  als   eine  Funktion  der  Variabelen  x,  y,  z 

dV 
zu  betrachten,  die  durch  die  Gleichung  -^  *"  0  bestimmt  ist. 

Bildet    man    dann    noch    das    totale    Differential    der   ersten 
Gleichung,  so  wird 

--—  dx  +  — —  dy  +    -    dz  +  -r-  »«  ^  0. 
dx  dy     ^        dz  da 

Das  letzte  Glied  dieser  Summe  verschwindet  aber  zufolge 
der   zweiten   Gleichung  1),   und  wenn   man   dz  durch  seinen 
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Wert  pdx  +  qdy  ersetzt,  so  hat  man  die  Koeffizienten  der 
beiden  willkürlichen  Differentiale  dx  und  dy  einzeln  gleich  0 
za  setzen.     Es  wird  also 

2)  3x+^  0.=-^^    ^+«ä.=^- 

Jetzt  kann  man  a  und  q){a)  zwischen  den  beiden  Gleich- 
ungen 2)  und  der  ersten  Gleichung  1)  eliminieren.  Auf  diese 
Weise  erhält  man  eine  Gleichung 

welche  die  partiellen  Ableitungen  erster  Ordntog  enthält  und  im 
Qbrigen  von  ganz  allgemeiner  Form  ist.  Es  wird  später  gezeigt 
werden,  dass,  wenn  x,  y,  z  geradlinige  Koordinaten  bedeuten, 
die  Gleichung  3)  solch  eine  Eigenschaft  der  Tangentialebene 
ausdrückt,  welche  allen  Flächen  gemeinsam  ist,  die  durch  die 
Gleichungen  1)  dargestellt  werden. 

86.  Beispiel.     Ist 

F=  {x  -  af+  [y  -  ^{a)\^+^^B\ 
und'  B  eine  Konstante,  so  ist 

Die  Gleichungen  2)  des  vorigen  Paragraphen  sind  also 

X  —  a+pz  ^0,    j/  —  ip{a)  +  qz  ^0. 

Entnimmt  man  hieraus  die  Werte  x  —  a  =  —  jjjg,  y  —  (p{a) 
=  —  qe,  um  sie  in  die  gegebene  Gleichung  zu  substituieren, 
so  folgt 

(l+iJ«+3»)£«-i?, 

oder 

R 


z  ■■ 


±Vl+p'+q' 


welches  die  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung  ist^ 
.um  die  es  sich  handelt. 

87.  Geh'en   wir    nun    zum    allgemeinen   Fall    über.  Es 

Xn   die   unabhängigen  Yariabelen,   g   die  ab- 
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faängige^  welche  man  oft  auch  die  Hauptvariabele  nennt,  und 
es  sei 

dz  -=  py^  dx^  +  2h  dx^  +  ,.  .p„  dx^. 

Andererseits  seien  a^,  a^,  ...  «»— i,  w  — 1  veränderliche 
Parameter  und  a  «=  <3P(ai,  «2,  ...  an-i}  eine  willkürliche  Funk- 
tion derselben,  endlich  sei  mit 

F-=  f{z,  Xi,  x^,.,.  Xnj  a,  «1,  «2, . . .  a«-i) 

eine  bestimmt  gegebene  Funktion  der  w  + 1  Variabelen  und 
der  n  —  1  Parameter,  *sowie  der  Funktion  a  bezeichnet. 
Wir  betrachten  die  n  Gleichungen 

,)      K-O,   |I-o,   |Z-o,....f-  =  o,     . 

welche  2?,  a^,  a^, ...  a„_i  als  Funktionen  von  x^,x^,,.,Xn  be- 
stimmen; und  es  handelt  sich  darum,  eine  partielle  Differential- 
gleichung zu  bilden,  welche  unabhängig  ist  von  der  willkür- 
lichen Funktion  a. 

Der  Weg,  welcher  einzuschlagen  ist,  bleibt  derselbe  wie 
in  §  85.  Das  totale  Differential  von  V  muss  0  sein,  und 
man  hat 

^  ^^  +  ^:r  ^'^1  "< Q-Xr  d^n  +  .  —  rf«!  H :; ^«1.-1 «  0. 

dz  cx^       '"  dXn  ca^  ^«n— 1 

dV          dV 
Dabei    sind    die    partiellen    Ableitungen • so  zu 

bilden,  dass  dabei  a  als  Funktion  von  a^...«».!  anzusehen 
ist.  Da  die  Koeffizienten  von  dcci.,.da„  gleich  0  sind  zu- 
folge der  Gleichungen  1),  so  ist 

cV            cV  cV 

—  dz  +  ^  -  dx^^ ,^     dxn  ^  0. 

CZ  OXy         ^  dXn 

Ersetzt  man  in  dieser  Gleichung  dz  durch 

p^  dx^  -f  ijjj  dx^  + , .  -i^« dxny 

so  müssen,  da  die  Differentiale  dx^  . . .  dXn  ganz  willkürlich' 
bleiben,  ihre  Koeffizienten  einzeln  gleich  0  sein,  und  man 
erhält: 
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2) 


dx,  ^^^  dg 


■0, 


dV  ,     SF    _ 


dV  ,      dV 


Eliminiert  man  jetzt  a,  a^^a^y  ...  Un—i  zwischen  den  n 
Gleichungen  2)  nnd  der  ersten  Gleichung  1)^  so  resultiert 
eine  Gleichung 

welche  die  gesuchte  partielle  Differentialgleichung  ist. 


Die  Änderung  der  unabhängigen  Tarlabelen« 

88.  Wir  stellen  folgendes  Problem: 

In  eine  Funktion  u  der  m  Variäbelen  x^,  Xg, . . .  Zm  toerden 
diese  als  Funktionen  von  m  neuen  Variäbelen  Ij,  Sj, . . .  6m  ein- 
gefuhrt;  dadurch  wird  u  eine  Funktion  dieser  neuen  Varia- 
beten.    Es  sollen  nun  die  partiellen  Ableitungen 


dxx       dn 


a«u 


axj 


a«u 


au 
a«u 


ax^*       dx^dx^       dxj^dx^ 
als  Funktionen  der  partiellen  Ableitungen 


a^u 

axj^ 


au     au 


ag.' 


a»u 


dn 

a»n 


8*u 


36x*      06186,' 
ausgedrückt  werden. 

Wenn  die  ursprünglichen  Variäbelen  x^,  x^,  ,..  x^  als 
Funktionen  der  neuen  Si;  £9; ...  Im  gegeben  sind^  so  sind  auch 
umgekehrt  die  letzteren  als  bekannte  Funktionen  von  x^.,,  x^ 
anzusehen.    Betrachtet   man   also  u   als   eine   Funktion   von 

S  •  r  r  e  t ,  IMffBrential  -  und  Iniegrftl  -  Bechnvng.    I.  Bd.  8 
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von  6n62)--'6n>  ^^^  ^i®se  als  Funktionen  von  Xi,x^^...Xm, 
80  wird  die  Lösung  der  gestellten  Aufgabe  direkt  nach  der 
Kegel  für  die  Differentiation  zusammengesetzter  Funktionen 
gewonnen.    Man  hat 


1) 

femer: 


2) 


du 


du   -j.    ,    ^w    ,w    , 


du 


dl 


\m} 


n. 


H, 


<^5i-=^''*i  +  ^<'^»+ 


dXi 


a«. 


'^-^'^^  +  ^'^^  + 


^J'-' 

^^^-r 

ä^''*"" 


dkn. 


Da  li . . .  gm  als  Funktionen  von  x^...Xm  gegeben  sind, 

bekannte  Funk- 


so  sind  auch  die  Ableitungen  -r-^  •  •  •  -~^ 

cx^        öx^ 


tionen  von  x^,..  Xm,  man  muss  dieselben  aber  ausdrücken  in 
Ij . . .  im'  Substituiert  man  nun  diese  Werte  in  die  Gleich- 
ung 1);  so  werden  die  Koeffizienten  von  dx^^dx^y  ,,.dxm  die 
gesuchten  Ausdrücke  für  die  partiellen  Ableitungen 


du 

dXi' 

du 

dXf 

•• 

du 

Punktionen 

der  Variabelen 

Sx 

>  •  •  Sm» 

und  der  Ableitungen 

du 

du 

•  • 

du 

Ebenso   hat  man  bei  den  Ableitungen  höherer  Ordnung 
vorzugehen.     So  findet  man 


du 


'dXj^ 


'ji:-^'^+ 


du 

dXi 


dS,  +  -".+ 


dx^ 

du 


dU 


und  nachdem  man   auf  der  rechten  Seite  für  ^  den  vorhin 

dx^ 

erhaltenen  Wert,  und  für  dli...rfgm  ihre  Werte  aus  den 
Gleichungen  2)  substituiert  hat,  werden  die  gesuchten  Werte 
für  die  partiellen  Ableitungen 


Digitized  by 


Google 


Die  totalen  Differentiale.  115 


gewonnen.   Führt  man  die  nämliche  Substitution  in  der  Formel 

^  du  ^  du  ^  du 

d d d 

,  du  dx^    _.     ,      dx^    jy    ,  dx^    .^ 

auS;  so  erhält  man  die  Gleichungen  für 

a«w      a»M  d^u 


dx^dx^     dx^^  dx^dXm 

von  denen  die  erste  schon  berechnet  ist,  u.  s.  w. 

Dieselbe  Methode  ist  für  Ableitungen  jedweder  Ordnung 
anwendbar. 

89.  Anwendungen.  Die  Punkte  im  Räume  können  so- 
wohl durch  drei  rechtwinklige  Koordinaten  x^  y,  z^  als  auch 
durch  drei  Polarkoordinaten  r,  0,  ^  dargestellt  werden;  diese 
sind  mit  den  ersteren  durch  die  Gleichungen  verbunden: 

1)  a;  =  r  sin0  cosV',    y  —  r  sinO  sin^,    je?=-rcos0, 
oder 

2)  r-l/a;»+y^+/,     cos  0 «      ._^:_i-=-^,    tangV^-^. 

yx^  +  y^  +  jgr^  ^ 

Wenn  nun  eine  Grosse  u  zunächst  als  eine  Funktion  von 
Xy  ifj  0   gegeben   ist,    so   sollen    die   Ableitungen   erster   und 
zweiter  Ordnung  von  u,  nämlich  die  neun  Grössen 
dt4^      du      du^       dht^      d^       dh4^        d^u  d^u  d^u 

dx      dy      du'     da?'     dy^'     dz^'     dxdy       dydz'    dzdx 
als  Funktionen  der  neuen  Variabelen  r,  0,  ^  und  der  zu  diesen 
gehörigen  partiellen  Ableitungen  ausgedrückt  werden. 

Man  folgert  aus  den  Gleichungen  2): 

_         xdx  '\-  ydy  -\-  zäz 

dr  ■«  ,_,  — y 

Vx^  +  y'  +  z' 

sin0  d0 «  <^Ji+ydy)-.(^'+vlir, 

{x^+y'  +  ^y 


1  xdy  —  ydx 


C08^* 

oder,  vermittelst  der  Gleichungen  1): 
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dr  =-  sin  0  cos  tif  dx  +  sin  0  sin  ^  rfy  +  cos  0  djer, 


3) 


d0  «  _  cos  0  COS  ^  da;  H cos  0  sin  ^  dy sin  0  dz, 

T  Y  T 

_ ,  1  sin  ^   ,     ,    1   cos  ^   , 

r  siu  0  r    siu  0     ^ 


Substituiert  man  diese  Werte  in  die  Gleichung 

fia  =    -  dr  +  -.^  dd+  ^—  dt, 
er  cu  et       ' 

so  erhält  man: 

dn       du    .    rt             ,    du   cos  0  cos  V^       ^m     sini(; 
—  «  T—  sm 0  cos ^  +  ^^ .    ^r 


4) 


^n       ^«    .    ^    .     ,    ,    du  cos 0  sin ^    .    du    cosV' 

—    «  -;—  sm  0  sin*  +  ^ h  -  -  — .    ^-, 

dy        er  du  r  dt  r  smö 


du       du        ^       du  sin0 

-      =  COS0  —  vn 

cz        er  ou      r 


Man  muss  jetzt  die  totalen  Differentiale  yon 

du       du       du 

ex       dy       dz 
bilden^  oder  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  die  partiellen  Ab- 
leitungen dieser  Funktionen  nach  r,  0,  t-    Man  findet: 

d~ 

dr,        d^n     ,    ^         ,    ,      d^u     cos 0  cos*        d^u     sin* 
er        cr^  er  cu  r  erdtrsiau 

du  cos 0  cos*        du    sin* 
""70  r*  "*""ä*"  r*8in0' 

d  — 
dx        d^u     .    ^        .    ,    ^^w  cos 0  cos*        d^u     sin* 
-7-ä  sm  0  cos  *  +  -  A-, 


5) 


0        art0  a0-  r  dOdt  rsin0 

.   ^w        ^         ,       ^it8in0cos*  ,   ^M  cos 0  sin* 

+  -—  COS0  cos*  —  -^ h -^7 ^-TT"' 

dr  du  r  dt     r8uru 

^du 

dx         d'-ti     '   a        I   i     ^^^*    cos 0  cos*      d^u   sin* 


c 


=  ^— r—  sm  ö  cos  *  +  - 


et       drdt  eddt  r  a**rsin0 

du    .   ^    .  ^ticos0sin*      du    cos* 

—  T—  sm0  sm*—  ^^ .    ^  ; 

rr  ed  r  a*  rsm0 '     . 
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\dy/      d^u  .   A    .        ,    ^*w    cosösinV'  ,    d^u     cos^ 


'O 


du  cos  0  sin  ^      du    cos^ 
äe  r^  ä^  r«8ine' 


<dy/       ^'w     .   n    .        .   d*wco808in^  .     d^w     cos^ 
^    —  sinOsin^-'  ' 


,  au        A    •  au  sin  6  sin  ^       du  cos  i^  cos  0 

+  ^T-  cosö  sm^  —  -r^ ^- '-Tä-^ 

dr  dd  r  d^     rsm^O 


\dv)     an 


dyJ       d*u     .   n  .    ,   ,     o^u    cosOsin^  .  d*u  cos^ 

— ^—  ■=   sino  Sinti'  H — « — —a- 

8il>        brd^  ^^  d%dil>         r        ^a^'  reine 

,  du    .  a  .  du  cond  eoa4>      du    sintf' 

+  r—  8mt;co8^(»  + 


8g  _  d*u        „  _    a*M     sinO      £«  8in0 

"ä7"  ~  87^  •'*'^''  ~  äTäe  "7"  +  äe  ^^' 

de         a*«  „       a*«   sinO       8u      .    „       8«  co80 

~ao-°8T80''*'^-8F'^^-är  ''""^-je-r' 

de         a»«  «        d*u     8in0 

^K cos  17  —  • 

dt         drdt  dddi;      r 

Addiert  man  die  Gleichungen  5),  nachdem  man  sie  zuvor 
mit  den  Gleichungen  3)  multipliziert  hat,  so  erhält  man  das 

totale  Differential  Yon  -r— >  und  die  Koeffizienten  von  dx^  dy, 

ex 

dz  werden  die  gesuchten  Werte  von 

c^u  d^u  a'u 

"ä^'      cxdy '     dxdz* 

Ebenso  erhält  man  die  weiteren  partiellen  Ableitungen 
zweiter  Ordnung,  wenn  man  die  Gleichungen  6)  oder  7)  mit 
3)  multipliziert  und  jedesmal  addiert.    Man  findet  so: 
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S^u     d^u    .  ,^       ,        ^    d^u    sin 6  cos 6  cos* V'     «    ^***    sin  ^  cos  ^ 
— -j=— T-  sin*0  cos*^  +  2  -  -  -^- "  -  2  ^^--  — 

c^u  cos^Ocos*^    ^    d^u    cos  6  sin  V^  cos  t/;      d^u     sin*^ 
"^W  r«  ä0"ä^  r^sinO  *^ä^   r*sin«e 

^Mco8*0  cos*^+8in*V    ^w(8in'V-2sin*0co8*^)co80    ^^usinV^cos^ 
"^'cr  r  '^dd  Wlmd  "^    ä^   r«8in«0~' 

^*M      a^w  .  on  .             .     ft   ^***   smOcosOsinV'Cos^      a*w   cos^^-sin*^ 
^— ^^=  — ^8in*0sin^cos^+2— -,. +r-o  r 

d^u  cos' 6 sin ^ cos ^        ^'m    (cos*^-8in*^)cos0    a*M  sin^cos^ 
"^ äF  t^  "^  löä^  r«  sin  0  ä^  ~r«  sin«0~ 

^i^sin'Osin^cos^    aw(l+28in*0)cos0sin^cos^    du  C08*^^sin'i(i 


ür  r 


dd  r*  sin  0  d        r^  sin*0 


B^u      d^u   .  ^       ö        .       d*u  (cos* 0- sin* 0) COS ^      a*M    cos0sini(; 

;:— -- "78in0cos0cos^4---^^^ ZT- -^^-^ ^-ä^ 

dxdfs    cr^  dr  du  r  dro^)     rsinO 

b^ii  sin  0  cos  0  cos  ^        d'^u     sin^ 

'W  r*  "^  Wh  ~r^ 

du  sin  0  cos  0  cos  ^      du  (cos* 0  -  sin* 0)  cos  ip 

dr  r  dd  r* 

a*w      <^*w    .  9/1  .  o  .     o    ^^**    sin0cos0sinV      «    a*w     sin^cosif^ 
dy^       dr^  crdd  r  dr  eil;  r 

8*M  cos*0sin*^     ^    a*M    cos0sin^co8^      d^u    cos^V 
'*"aF     "7*       "^    d'QH        r*sin0         "^  ä^  r*sin*0 

g u cos* 0 sin* ^ + cos* t    ati(cos*^"2sin*0sin*^)cos0  ^^usin^cos^ 
"*"  ci  r  "^  ä^0  r*  sin  0  d^    r*sin*0~' 

a*M      5*w    .   A       A  .    .       ^*w    (cos*0-sin*0)sinV'        a*w    cos0cos^ 

---   «^r-r  8m0cos0sin^+  ^    ^^  ^^ ^ +  ^    ^  ,  :— ^ 

gy^jg?     gr*  e;ra0  r  dr  dil)     r  sin0 

a*w  sin  0  cos  0  sin  ^        a*ti    cos^ 

"■^0*  7^  äFä^~r*" 

c'ti  sin  0  cos  0  sin  ^      du  (cos*  0  -  sin*  0)  sia  ^ 


er 


a0 


a*t«      a*M        «n      «    ^*w     sin  0  cos  0       a*w  sin*0 

-r-o    =^r-s-  cos*  0-2  -tt—tt^  +  -7-55-  9— 

dz^       cr^  er  ou  r  eü*      r* 

du    sin*0      ^  du   sin  0  cos  0 
er        r  du  r* 
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90.  Man  ksfkin  die  bei  der  Änderung  Yon  Variabelen 
notwendigen  Rechnungen  oftmals  abkürzen,  indem  man  sich 
gewisser,  den  Problemen  angemessener  Kunstgriffe  bedient. 
Wir  halten  es  für  nützlich,  yon  solchen  Vereinfachungen 
klaren  Begriff  zu  geben,  indem  wir  eine  Aufgabe  behandeln, 
die  in  verschiedenen  mathematischen  Theorien  vorkommt. 
Es  soll  der  Ausdruck 

dfu      Shi^     d^ 
^  dx^  "^  dy^  ■*■  dz' 

transformiert  werden,  indem  an  Stelle  der  rechtwinkligen 
Koordinaten  x^  y,  g  die  Polarkoordinaten  r,  0,  ^  eingeführt 
werden.  Man  kann  diese  Aufgabe  direkt  dadurch  losen,  dass 
man  die  Formeln  des  vorigen  Paragraphen  benutzt.  Aber 
wir  wollen  sie  ausführen,  ohne  auf  diese  .Formeln  zurück- 
zugehen. 

Zu  dem  Zwecke  führen  wir  an  Stelle  von  o;,  y  zunächst 
zwei  Yariabele  q  und  ^  ein,  derart  dass 

a:  «  (>  cos ^,     y  =»'p  sin ij;, 
oder 

Q-Vx'+y\    tangV'«^- 
Hieraus  folgert  man: 

X  dx  4-  y  dy 
dg  ■«  — -  •   «  cos  ip  dx  +  sin  ^  rfy, 

yx^+y^ 

,,      xdy  —  ydx       ,^            sin^  ,     .    cos^  , 
d^  '^  — ^—T^ cos*  V'  = dx  -\ dy. 

X^  ^  Q  ^        Q  ^ 

Diese  Gleichungen  bestimmen  -  -»  \,->  -^i  -^-?  und  man 
^  dx    dy    dx    dy 

findet: 


2) 


du       du                du   sm^ 
—  8SBS  —  cos  1^ » 

dx  dQ  ^         dllf         Q 

du       du    .        .    du  .cos^ 
dy       dQ        ^^  d^      Q 


Summiert  man  diese  Gleichungen/  nachdem  man  die  zweite 
mit  y^i  multipliziert  hat,  so  folgt 
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Bezeichnet  man  mit  v  den  Wert  jeder  Seite  dieser  Gleich- 
ung, so  folgt,  da  diese  Formel  für  jede  Funktion  u  und  un- 
abhängig von  dem  Vorzeichen  von  Y—  1  Geltung  hat,  wenn 
man  u  durch  v  ersetzt,  und  statt  Y—  1  die  Formel  —  ]/—  1 
schreibt:  

Aus  der  Gleichung 

folgt  ^^         ^y 

•ä«  °°  9^'*"''^        dxdy'     dy"  dxdy'^^~     dy*' 

also* 

dx      ^        dy       äa?  "^  ay* " 
Femer  ergiebt  die  Gleichung: 

^  =  (co8^  +  V'-l8m*)(^^^  +  -^^j 

-  (sin^-l/- 1  coB^)(- +  i^  — j, 

folglich  ist  

(cos ^-V-1  sin ,/-)(- —-j- _  +  -_+-_, 

und  man  hat 

.  a»M     a'M  ^  8'»  ,   1  g'w      1  gw 

^''  aa:«  "•■  ay«     a?«  "^  p«  a^'  "^  (>  ap' 

also 

Um  die  Losung  zu  vervollständigen,  sind  nun  noch  an 
Stelle  der  Variabelen  p  und  0  die  neuen  Variabelen  r  und  d 
vermittelst  der  Gleichungen 
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jgf  «=  r  cos  ff ,     p  «=  r  sin  6 

einzuführen.    Da  nun  z  und  q  von  r  und  6  ebenso  abhängen, 
wie  X  und  y  von  q  und  ^,  so  folgt  gemäss  der  Gleichung  5) 

^    ^     d^u     i'  d^u      1  au 
a;»*  "^  a^)*  "  ar*  "^  r*  ae*  "^  r  ar' 

und  ebenso  schliesst  man  aus  der  zweiten  der  Gleichungen  2) 

du       aM    .    ^  .   du    cos  6 
—  «*  — ^  sin  1/  H — TT • 

dg     ar        ^  ae     r 

Man  erhält  demnach,  indem  man  die  Ausdrücke  in  die 
Gleichung  6)  substituiert  und  q  durch  r  sin 6  ersetzt: 

ar«  "*■  r*    ae^  ■•■  r   ar  ■•■  r»  sin'O  d^ 

cosö  aw> 


1      /  .    ^  aw   .   cosö  du\ 


"  ar»  ■•■  7  är  "^  7sin»^9   ai^'  "^  r*  aO*  "^  r«  sinO    aö' 
Die  ersten  beiden  Glieder  dieses  Ausdruckes  stellen  mit 

r  multipliziert  die  Ableitung  — jt"^  ^^''^5   ^®  beiden   letzten 
Terme  sind  mit  r*  sin  9  multipliziert  die  Ableitung 

Man  hat  also 

,o       a«M  ,     1     yti  ,     /K^^^w) 

^  ar«     "^  sin'e  a^«  ■•■  sinO  d9 

Es  ist  bei  Anwendungen  dieser  Formel  häufig  zweckmässig 
.    cos  0  —  |[* 
als  Variabele  an  Stelle  von  6  einzuführen.    Dann  hat  man 
du       du     da  .    n  du       ,  .    a  8w  ,.         ,.  du 

Demnach: 
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__ -=  —  sm  ö  —  7^ =  Sin  (7 ^— 

CU  C[l  C^fl 

und  man  erhält  schliesslich  den  Ausdruck  fiir  S  als  Funktion 
der  unabhängigen  Variabelen  r,  (i/rl;: 


Die  Änderung  aller  Yariabelen. 

91.  Wenn  man  die  abhängige  oder  Hauptvariabele  gleich- 
zeitig mit  den  unabhängigen  verändern  will,  so  ist  das  näm- 
liche Verfahren  einzuschlagen.  Nehmen  wir  an^  dass  in  einer 
Rechnung  eine  Variabele  z  als  Funktion  von  m  unabhängigen 
Yariabelen  x^,x^^...  x^  eingeht,  und  dass  man  an  ihre  Stelle 
eine  andere  Variabele  g,  welche  von  m  neuen  unabhängigen 
Variabelen  Sd  &;•••£»»  abhängt,  einführen  will;  dann  handelt 
es  sich  darum,  die  partiellen  Ableitujigen 

d0        dz  CSS       d^z  d^z 


-?        — >••'- 7 S) 


dXy^       dx^         cx„,     dx^      dx^dx^ 
als  Funktionen  der  partiellen  Ableitungen 

ae^   _ag_     dt     sn     ^n_ 

auszudrücken. 

Hierbei  sind  die  m  +  1  Variabelen  des  einen  Systemes 
gegeben  als  Funktion  der  m  +  1  Variabelen  des  anderen. 
Also  g,  6i,  Ijj  •  •  •  Sw  ^^^^  gegebene  Funktionen  von  jer,  a?i,  ar^, . . . 
Xfnj  und  die  totalen  Differentiale  sind  also  von  der  Form: 

dz  ex.  cXm 


dz  dx^      ^  dx„, 


d^,^^dz+l^^dx,  +  ..-^dx„, 


'^"'=%-'^+'k:'^^+-^/^- 
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Die    partiellen   Ableitungen  sind  bekannte   Funktionen 

der  Variabelen  n^  x^ ...  x^.    Da  aber  e  eine  Funktion  von 
Xi,x^...Xm  ist,  so  hat  man 

,         dg   ,      ,    de   ,  ,  de    , 


dXi 


dx^ 


dx^ 


und  folglich  ist: 

{    -,    (d%  dz    ag\-     (dt  de    ag\,    ,     (dtde^dfi\^ 


1) 


g_/£|ja«    e|A        /all  dz    d%\        jdi,de_    dj^\ 
"^^'-Kde  ä^+ä^J'^''»+lä7ä^+ä^r''*+    \de  dxjdxj'^''"" 

Setzt  man  jetzt  diese  Werte  in  die  Gleichung 

so  erhält  man  eine  Gleichung,  welche  bei  allen  Werten  von 
dx^ ...  dXm  bestehen  mnss,  und  welche  sich  daher  in  m  Gleich- 
ungen zerlegt,  nämlich: 

dt  de 


3) 


dedXi      dXj 


;     (dj,de_     d_^\H,(dJ»de^     H,\dl 
i''\dz  dXi "^ dxj diiXde  dx^ "^ dxj  d%t 

(d\mde_d^d%_ 
"*""\a«   aa;i      dxJ  d%^' 

:,     aa-g     Kdedx^"^  dxJ  d\^'^\dedx^'^  dxJ  d%i 


de  dx, 


"^'"Kde   aa:,       aaTj/a 


dt 


liÜ+  !5  ^(^II  ,^\H_,(dJide_     d}»\H 
de  dx„/"dx,„     \de  dx„'^dx„,Jdii  '*'  \de  dx„dxjd^ 

,        /alm   de        dU\  dt 

'^"'\de  dx„'^  dxjdu 
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Man  kann  -~-j  -r-^j r^j  -—  •  •  •  in  Punktion  der  Varia- 

djs    dXi  dz     dx^ 

belen   S,  §i...Sin  ausdrücken  ^  und  diese  Gleichungen  ergeben 

alsdann  die  Werte  der  Funktionen  - — v  ^ —  in  der  gesuchten 
Form.  ^^^        ^^" 

Um  zu  den  partiellen  Ableitungen  zweiter  Ordnung  über- 
zugehen; genügt  es  die  Gleichungen  3)  zu  differentiieren« 
Betrachten  wir  z.  B.  die  erste  Gleichung  in  diesem  Systeme; 

dz 
wir  differentiieren  dieselbe  total  und  ersetzen  d- —  durch 

Sodann  ersetzen  wir 


durch  ihre  Werte: 


d?  —  ^ö-  <?Si  H —  Xfc-  din, 
dt      dt  8n_  ,, 

,  dt    _n_  ,.  .    jü.  ,fc 

und  führen  endlich  für  d|i . . .  d^m  ihre  Werte  aus  den  Gleich- 
ungen 1)  ein.  Die  Gleichung,  die  auf  diese  Weise  gewonnen 
wird,  gilt  für  beliebige  Werte  der  Differentiale  dx^,,.dXm. 
Sie  zerfallt  also  in  m  Gleichungen,  aus  denen  die  m  partiellen 

Ableitungen 

^  d^z        dH  dH 


dx^      dx^  dx^  dx^  dx^ 

zu  berechnen  sind.     Ebenso  bestimmt  man  die  anderen  Ab- 
leitungen zweiter  Ordnung 

d^z        d^z 

dx^^^    0X2  dx^ 

Die  Ableitungen  höherer  Ordnung  werden  dann  auf  demselben 
Wege  gewonnen. 
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Schliesslich  ist  es  auch  leicht  einzusehen,  dass  die  im 
vorstehenden  entwickelte  Methode  auf  den  Fall  einer  be- 
liebigen Anzahl  von  abhängigen  Variabelen  anwendbar  ist, 
wie  gross  auch  immer  die  Zahl  der  unabhängigen  Variabelen 
sein  mag. 


Die  Transformation  yon  Legendre. 

92.  Legendre  hat  bei  gewissen  Fragen  eine  Transfor- 
mation angewandt ,  die  oftmals  von  Vorteil  ist  und  welche 
wir  hier  mitteilen  wollen,  indem  wir  uns  auf  den  Fall  zweier 
unabhängiger  Variabelen  beschränken. 

Es  sei  z  eine  Funktion  der  unabhängigen  Variabelen  x,  y\ 
wir  bezeichnen  mit 

|\  dz  ^]^dx  -\'  qdy 

das  Differential  von  z^  und  mit 

dp=^rdx  +  sdy 
dq^  sdx+  tdy 
die  Differentiale  von  p  und  q. 

Setzt  man 

3)  u^^px  +  qy-  z^ 

so  hat  man 

du'=^(j[>dx  +  qdy'—dz)  +  xdp  +  y  dq^ 

also  zufolge  der  Gleichung  1) 

4)  du'^xdp  +  ydq. 

Löst  man  andererseits  die  Gleichungen  2)  nach  dx  und 
dy  auf,  so  wird: ' 

5)  _'s  r 

Die  Transformation  von  Legendre  besteht  darin,  dass 
p,  g,  u  als  Variabele  an  Stelle  von  x,  y,  z  eingefdhrt,  und  dass 
dabei  p  und  q  als  unabhängige  Variabele  betrachtet  werden. 
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Nun  zeigt  die  Gleichung  4),  dass  x  und  y  die  partiellen  Ab- 
leitungen von  u  nach  p  und  q  sind^  so  dass  also 

^.  du  du 

t  —  S 

ist;  ferner  zeigen  die  Gleichungen  5),  dass  g>       ._  ^i 

— j  bezüglich  die  partiellen  Ableitungen 

dx       dx_       dy       dy 
dp'     Jq  ^  a/7'     dq 
sind.     Man  hat  also 

d^u  t  d^u    _^  s  d^u  r 

^      ap^'^r^-s«'    dpdq^      rt-s^'    dq^'^rt-^' 

und  hieraus  schliesst  man 

^  a»«    da^       Kd'Ddq) 


,2 


aj>^    ag*        \dpdq/       rt  —  s 

Die  Gleichungen  7)  und  8)  liefern  die  Ableitungen  r,  s,  ^  als 
Funktionen  der  Ableitungen  von  u  nach  p  und  g. 

93.  Will  man  x  und  jp  zu  unabhängigen  Yariabelen 
nehmen,  so  sind  die  totalen  Differentiale  von  y  und  q  gemäss 
den  Gleichungen  2): 

dy^  ^-dp-j  dx, 

da  ^^^   -dp dx. 

^       s  s 

Die   Gleichungen   1)  und   4)  lassen  dann  weiter  die  totalen 
Differentiale  dg  und  du  bestimmen:' 

du  '='pdx  +  qdy  ^  ip  —  — )  dx  +  ^dp, 

du  =  xdp  +  ydq  =  \x+    -j  dp ydx. 
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Aus  den  Formeln  folgt  insbesonders 

cq  rt  —  s^ 

dx  '^  ~~       s      * 

wenn  p  und  x  die  unabhängigen  Variabelen  sind.  Ist  also 
die  Differenz  r^  —  s^*  identisch,  d.  h.  bei  allen  Werten  von 
X  und  y  gleich  0,  so  hat  man 

OX 

Daraus  folgt,  dass  q  nicht  von  x  abhangt,  und  dass  also  diese 
Grösse  nur  eine  Funktion  von  p  ist.  In  diesem  Falle  können 
die  Grössen  p  und  q  nicht  als  unabhängige  Yariabele  gewählt 
werden;  auch  werden  in  der  That  die  Transformationsformeln 
von  Legendre  alsdann  illusorisch. 
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Entwickelmig  der  Funktionen  in  Potenzreilien. 


Einleitende  Bemerkungen  ttber  Beihen. 

94.  Unendliche  ReiJie  nennt  man  eine  unbegrenzte  Folge 
Ton  Grossen,  die  nach  irgend  welchem  Gesetze  auf  einander 
folgen.  Wir  werden  uns  hier  nur  mit  solchen  Reihen  be- 
schäftigen, in  denen  alle  Glieder  reelle  Grössen  sind. 

Die  Summe  einer  Reihe 

Uqj  ^^1 }  ^2  7  •  ■  •  ^'»;  •  •  • 

oder  auch  kürzer  die  Reihe  selbst  heisst  konvergent,  wenn 
die  Summe 

der  n  ersten  Glieder  einer  endlichen  und  bestimmten  Grenze  8 
zustrebt,  wähi'end  die  Zahl  n  unbegrenzt  wächst.  Diese 
Grenze  S  heisst  dann  die  Summe  der  Reihe;  die  Differenz 
S  —  Sn  ist  der  Best  der  Reihe  von  der  n*«"  Stelle  ab.  Be- 
zeichnet man  diesen  Rest  mit  Jß»,  so  ist 

Die  Reihe  wird  divergent  genannt,   wenn   die  Summe   der  n 
ersten   Glieder,   während   n   unbegrenzt    zunimmt,   über  jede 
Grenze   hinaus  wächst,   oder  auch,  wenn  diese  Summe  über- 
haupt keiner  bestimmten  Grenze  zustrebt. 
So  ist  z.  B.  die  geometrische  Progression 
a,  aa:,  ax\  aa?', ... 

eine  konvergente  Reihe,  wenn  der  Betrag  von  x  kleiner  als 
1  ist,  denn  es  ist 
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S,  -  a(l  +  a?  +  ^'  +  ...  ic--»)  -  j4-- -  y^  a?-, 
und  diese  Summe  konvergiert  nach  der  Grenze 

1—  a; 
wenn  n  unendlich  wird.  Dieselbe  Reihe  ist  aber  eine  di- 
vergente, wenn  der  absolute  Wert  von  x  grösser  als  1  ist; 
denn  in  diesem  Falle  wächst  Sn  über  jeden  Betrag.  Sie  ist 
auch  aus  dem  gleichen  Grunde  divergent  für  a;  <»  +  1 ,  und  in 
dem  Falle  x^  —  1  besitzt 

•■  "^      ^      ■*      0  wenn  n  gerade 

keine  bestimmte  Grenze;  die  Reihe  kann  daher  nicht  als  kon- 
vergent betrachtet  werden. 

95.  LehrsatB  I.     Ist  die  Reihe 

Uo  +  Uj  +  Uj  +...Un-i  +  ... 

Jeanvergent,  so  hat  die  Summe 

Un  +  Un4.i  +  ...Un+p-l 

die  Grenze  0,  bei  jedem  Werte  von  p,  ivenn  n  unbegrenzt  wächst 
Denn  bezeichnet  S  die  Grenze,  nach  welcher  die  Summe 

S„  =  Wo  +  Wl  +  ...Wn-l 

konvergiert;  so  hat  die  Differenz 

1)  S-S, 

die  Grenze  0,  bei  beliebig  wachsendem  Werte  von  n;  d.  h. 
aber  (§  3)  es  lässt  sich  zu  jeder  noch  so  kleinen  Zahl  d  eine 
untere  Grenze  für  n  bestimmen,  so  dass  die  Beträge  der  Diffe- 
renzen 

2)  S  —  Sni  S  — S„4.i, ...,  S  — S„4.p ... 

sämtlich  kleiner  sind  als  d.  Subtrahiert  man  diese  Differenzen 
von  einander,  so  folgt ^  dass  auch  die  Beträge  von 

Sn-\-l  —  Sn^  W«, 

Sn+a  —  Sn^  Un  +  M«4-l, 

Sn+S  -—  Sn^  Un  +  Un+l  +  Wn+«, 


Sn-^-p  —  Ä„  =»  Wn  +  Mn  4- 1  +  . .  .  Un+p  —  l 
Ser r et,  Differential-  und  Integral- Rechnung.    I.  Bd.  9 
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sämtlich  kleiner  sind  als  2d;  bei  beliebig  wachsenden  Werten 
Ton  n  haben  sie  also  die  0  zur  Grenze.  Hieraus  erkennt  man: 
Erstens:  Die  eineeinen  Glieder  einer  Tcowoergenten  unend- 
lichen Beihe  werden  schliesslich  Meiner  als  jede  gegebene  Zahl, 
sie  konvergieren  nach  0.  Zweitens:  Die  Summe  beliebig  vieler 
Glieder y  gebildet  vom  n*®°  Gliede  ab,  konvergiert  nach  0,  wenn 
n  unhegrengt  eunimmt. 

96.  Lehrsatz  11.     Umgekehrt: 
Wenn  die  Summe 

Un  +  Un  +  i  +  . . .  Un4-p_i 

fiir  jedweden  Wert  von  p  bei  beliebig  wachsendem  Werte  von  n 
die  Grenze  0  hat^  so  ist  die  Beihe 

Uo  +  ^l  +  li2  +  ...Un-.i  +  ... 

konvergent. 

Dieser  Satz,  der  anmittelbar  aus  der  Definition  eines  be- 
stimmten Grenzwertes  (§  3)  hervorgeht,  soll  hier  nochmals 
erörtert  werden.  Bezeichnen  wir  mit  s  eine  positive  beliebig 
kleine  Grösse,  so  kann  man,  da  die  Differenz 

Sn-\-p  —  Sn  —  Mn  +  W»+i  +  .  .  .  M«+p— i 

für  jedweden  Wert  von  p  mit  beliebig  wachsendem  Werte  von 
n  nach  0  konvergiert,  der  Zahl  n  einen  bestimmten  hinreichend 
grossen  Wert  beilegen,  derart,  dass  diese  Differenz  zwischen 
—  £  und  +  €  gelegen  ist,  wie  gross  auch  p  sein  mag.  Man 
hat  also 

Sn-^<Sn^p<Sn+e. 

Wird  die  Zahl  n  nicht  geändert,  wächst  aber  p  über  alle 
Grenzen,  so  bleibt  die  Summe  Sn^p  immer  zwischen  den 
zwei  bestimmten  Grössen  Sn—  b  und  Sn+  £  eingeschlossen, 
deren  Unterschied  2£  dabei  von  vornherein  so  klein  als  man 
nur  will  gemacht  werden  kann.  Mithin  stellt  Sn+pj  wenn  p^ 
also  auch  n+  p  unbegrenzt  wachsen,  eine  bestimmte  Grösse 
dar,  von  deren  Grenze  wir  auch  sagen,  dass  sie  eine  bestimmte 
ist,  weil  sie  sich  von  einer  bestimmten  angebbaren  Grösse  be- 
liebig wenig  unterscheidet. 

Man  kann  diese  Überlegung  zu  deutlicher  Anschauung 
bringen,  wenn   man  ihr  eine  geometrische  Form  giebt.     Es 
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sei  0  ein  bestimmter  Punkt  auf  einer  Aze  Ox>  Wir  tragen 
auf  dieser  Axe  vom  Punkte  0  aus  eine  Strecke  ON^^Sn  ab; 
alsdann  machen  wir  J.^==»  NÄ  «  s, 

Fig.  8. 

Wir  nehmen  sodann  OF^  Sn-{.p^  so        q  -     ^ «  jf 

wird  der  Punkt  P  zwischen  Ä  und  Ä'         '  '       *         ~~ 

fallen.  Also  wird  die  Summe  Sn+p  der  n+p  ersten  Glieder 
unserer  Reihe  durch  eine  Strecke  dargestellt,  deren  Endpunkt  P 
immer  zwischen  zwei  gegebene  Punkte  Ä  und  Ä^  fällt.  Sie 
ist  also  endlich;  aber  noch  mehr,  sie  ist  auch  bestimmt, 
denn  die  Entfernung  ÄA'  kann  durch  Yergrosserung  Ton  n 
kleiner  gemacht  werden,  als  jede  gegebene  Länge. 

Folgerung  I.  Eine  Beilie  vi^+  \x^-^  u^-\' . . ,  ist  konvergent, 
sobaid  die  Beträge  (absoluten  Werte)  ihrer  Glieder  eine  konvergente 
Beihe  bilden:  J]q+'Oi+ ü^  +  ... 

Denn  wenn  die  Reihe  Uq+  t/j  +  Cg  +  - . .  konvergent  ist, 
so  hat  die  Summe  Un  +  Un+i+  ...  Un+p^i  die  Grenze  0, 
bei  jedem  Werte  von  p,  wenn  n  unbegrenzt  wächst.  Also 
muss  auch  die  Summe  w»  +  Wn+i  +  ...  Mn+p— i  die  Null 
zur  Grenze  haben,  denn  ihr  numerischer  Wert  kann  nicht 
grosser  sein  als  die  vorige  Summe.  Daraus  folgt,  dass  die 
vorgelegte  Reihe  konvergent  ist 

Folgerung  U.  Wenn  von  einer  bestimmten  Stelle  ab  die 
Glieder  einer  Beihe  abwechselnd  positiv  und  negativ  sind,  so  ist 
die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  für  die  Konvergenz 
der  Beihe,  dass  die  Beträge  der  Glieder  schliesslich  abnehmen  und 
nach  0  konvergieren. 

Die  Konvergenz  der  Reihenglieder  nach  0  ist,  wie  gezeigt 
wurde,  ein  notwendiges  Erfordernis  fOr  die  Konvergenz  jeder 
Reihe.  Dasselbe  reicht  aber  im  allgemeinen  för  die  Konvergenz 
nicht  aus,  auch  dann  nicht,  wenn  dabei  die  Reihenglieder  von 
einer  Stelle  ab  durchaus  abnehmen,  sodass  jedes  dem  Betrage 
nach  kleiner  ist  als  das  vorhergehende.  In  dem  Falle,  den 
wir  jetzt  untersuchen,  ist  die  ausgesprochene  Bedingung  zu* 
gleich  hinreichend. 

Denn  bezeichnen  wir  mit  {7»  den  absoluten  Betrag  von 
tin,  so  hat  man,  wenn  von  dem  n^^  Gliede  an  die  Reihen- 
glieder abwechselnd  positiv  und  negativ  sind: 

9* 
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Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  kann  auf  zweierlei  Weise 
folgendermassen  angeordnet  werden: 

oder 

Un  -  (Un+l  -   C7n+2)  -  (Ün+S  -   Un+^)  +  . .  . 

Die  erste  Summe  ist;  wie  auch  p  gewählt  sein  mag, 
positiv,  also  grösser  als  0;  die  zweite  ist  jedenfalls  kleiner 
als   Un.    Mithin  liegt  der  Betrag  von 

(Un  +  Un+l  +  ...Un-^p^l) 

zwischen  0  und  ?7„,  und  konvergiert  bei  wachsenden  Werten 
von  n  gleichzeitig  mit  Un  nach  0. 

97.  Es  giebt  keia  allgemeines  Kriterium,  nach  welchem 
man  bei  jedweder  gegebenen  Reihe  entscheiden  kann,  ob  sie 
konvergent  oder  divergent  ist  Man  muss  vielmehr  in  jedem 
einzelnen  Falle  die  zu  betrachtende  Reihe  mit  anderen  Reihen 
zu  vergleichen  suchen,  deren  Konvergenz  oder  Divergenz  fest- 
steht, und  in  dieser  Hinsicht  lässt  sich  ein  Satz  beweisen, 
aus  welchem  wir  mehrere  wichtige  Folgerungen  ziehen  werden. 
Dieser  Satz  bezieht  sich  auf  Reihen,  deren  Glieder  sämtlich 
positiv  sind,  aber  die  Regeln,  die  hieraus  hervorgehen,  sind 
auch  auf  andere  Reihen  anwendbar,  indem  man  den  Folgesatz  I 
des  §  96  benutzt. 

LehrsatB  in.     Wenn  von  zwei  Reihen: 

Vo  +  Vi  +  V2  +  ...V„-i  +  ..,, 

Uo  +  Ui  + Uj  + .. .  u«_i  +  .  .. 

deren  Glieder  von  einer  bestimmten  Stelle  ab  sämtlich  positiv 
sind,  die  erste  konvergent  ist,  und  wenn  beständig 

u«  <  Vn 
ist,  für  alle  Werte  von  n  ab,  die  grösser  sind  als  eine  bestimmte 
ZaM,  so  ist  auch  die  zweite  Beihe  konvergent. 

Wenn  dagegen  die  erste  Beihe  divergent  ist,  und  von  einem 

bestimmten  Werte  von  n  ab 

u»  >  V« 

bleibt,  so  ist  auch  die  zweite  Beihe  divergent 
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* 
Im  ersten  Falle  kouvergiert  die  Summe 

nach  Oy  bei  jedem  Werte  von  j),  wenn  n  unbegrenzt  wächst. 
Also  hat  auch  die  Summe 

welche  aus  kleineren  Summanden  besteht^  ebenfalls  die  0  zur 
Grenze,  und  mithin  konvergiert  die  zweite  Reihe. 

Im  zweiten  Falle  kann  die  Reihe  u^  +  u^  +  ...  nicht  kon- 
vergent sein,  denn  sonst  müsste  nach  dem  eben  Bewiesenen 
auch  die  erste  Reihe  konvergieren,  was  der  Annahme  zu- 
widerläuft. 

Folgerung  I.  Die  Reihe  u^  +  u^ '+  Ug  +  . . .,  deren  Glieder 
schliesslich  sämtlich  positiv  sind,  ist  konvergent,  wenn  für  alle 
Werte  von  tl,  die  grösser  sind  als  eine  bestimmte  Zahl,  der 

Quotient  -^Ü  kleiner  bleibt  als  eine*  Zahl  k,  die  selbst  eine  po- 

Un 

sitive  Crrösse  kleiner  als  1  ist. 

Denn  för  hinreichend  grosse  Werte  von  n  wird  der  Vor- 
aussetzung nach 

!^!^<:k,  :i^<Ä,.:.-l?!i±£-<;fc, 

also,  wie  durch  Multiplikation  hervorgeht, 

^^^^±^<fcp     oder    Un^p<Unk^. 

Un 

Hieraus  folgt,  dass   die  Glieder  der  vorgelegten  Reihe  von 
einer  bestimmten  Stelle  ab,  nämlich 

kleiner  sind  als  die  Glieder  der  Reihe 

Unj   Unk,  ...Unk^j... 

Diese  letztere  aber  ist  eine  konvergente  geometrische  Pro- 
gression; also  ist  auch  die  vorgelegte  Reihe  konvergent. 
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Folgerung  ü.    Die  Reihe  Uq  +  u^  +  u^  +  . .  •,  deren  Glieder 
schliesslich  positiv   sind^    ist  konvergent^    wenn   das   Verhältnis 

-^Ü  hei   beliebig    wachsendem  Werte   von    n  einer  bestimmten 

Grenze  a  0ustrd>t,  die  kleiner  ist  als  l. 

Denn  wenn  das  Verhältnis     ""*"    eine  Grenze  a  besitzt,  so 

wird  die  Differenz  -^ «  schliesslich  kleiner  als  jede  ge- 

gebene  Grosse^  fQr  alle  Werte  von  n^  die  grösser  sind,  als 
eine  bestimmte  Zahl.  Man  kann  also  eine  Grösse  k  zwischen 
a  und  1  bezeichnen,  derart,  dass  von  einem  bestimmten  Werte 
von  n  ab  das  Verhältnis 


Un+l 


<k 


bleibt     Dies  aber  ist  die  Bedingung  des  vorigen  Satzes,  und 
folglich  ist  die  vorgelegte  Reihe  konvergent. 

Bemerkung.   Ist  die  Grenze  des  Verhältnisses    ''"^'  grösser 

als  1,  so  ist  die  Reihe  stets  divergent,  weil  ihre  Glieder  be- 
ständig wachsen  und  also  nicht  nach  0  konvergieren«    Wenn 

aber  lim    **"*"   ^^  1  wird,  so  kann  die  Reihe  konvergent  sein; 

-  der  letzte  Satz  sagt  über  diesen  Fall  nichts  aus. 

Folgerung  m.   Die  Reihe  u^  +  «i  +  Ug  +  •  •  •,  deren  Glieder 
schliesslich  positiv  sind,  ist  konvergent,  wenn  für  die  Werte  von  n, 

welche  grosser  sind  als  eine  bestimmte  Zahl,  yun  <  k  bleibtj  wo- 
bei k  eine  Grösse  kleiner  als  1  ist. 

Denn  hat  man  von  einer  bestinmiten  Stelle  ab 

Un<k^, 

so  sind  die  Glieder  der  Reihe  kleiner  als  die  entsprechenden 
Glieder  der  geometrischen  Progression 

Folgerung  IV.    Die  Reihe  Uq  +  Uj  +  u«  +  •  •  •,  deren  Glieder 

schliesslich  positiv  sind,  ist  konvergent,  wenn  K  Un  einer  bestimmten 
Grenze  zustrAt,  die  kleiner  ist  als  1. 
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Denn  man  kann  in  diesem  Falle  eine  Grösse  h  zwischen 
a  nnd  1  bestimmen,  so  dass 

bleibt,  für  alle  Werte  von  n,  die  grösser  als  eine  bestimmte 
Zahl  sind. 

98.  Beispiel  I.     Wir  betrachten  die  Reihe 


_!_  +  _!_  + ^ 


+  •••     ^-  + 


-wobei  p  eine  gegebene  Zahl  bedeutet.    Das  Verhältnis 


M,         \  n  + 1  / 


hat  den  Wert  1  znr  Grenze,  und  also  reicht  der  zweite  Folge- 
satz des  vorigen  Pan^raphen  fQr  diesen  Fall  nicht  aus.  Auch 
der  vierte  Satz  giebt  keinen  Aufschluss.    Denn  es  ist 

V^-«-"^,   iogjV.--(H-p)i^. 

Der  Quotient  — -—  konvergiert  na<?h  0,  wie  man  ver- 
mittelst  einer  Regel ,  die  später  bewiesen  werden  wird,  finden 
kann,  and  folglich  hat  y%in  die  Grenze  1.  Eine  geschickte 
Anwendung  des  Lehrsatzes  3  (§  97)  lässt  uns  dagegen  be- 
fijdmmen,  in  welchen  Fällen  die  vorgelegte  Reihe  konvergiert 

Setzt  man: 


1) 


«0  -  iT+7' 
1 


4»+v 


1_ 

5»+« 


J_       _1_      _1  1_ 


**IA 


1 


1 


(2'n)l  +  P   '  (2»«+  1)1  +  ^       (2'»  +  i—  1)1  +  ^ 
80  hat  man^  wie  leicht  zu  sehen,  die  Beziehungen: 
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1  2 

u,<2',^^jf^y    oder    <-^-, 

«*m<2^-/ö™-NT4:«'    oder    <■ 


(2"»)i+c'    ''"''*         (2^)"*' 
folglich  sind  in  der  Reihe 

**o;  **ll   Wg  •  •  •  Wm  •  •  • 

die  Glieder  kleiner  als  die  entsprechenden  Glieder  der  Reihe 


1, 


11  1 


-1      /C^^\9  > 


'2^     (2^y  {2^Y 

Diese  letztere  aber  ist  konvergent^  wenn  q  grosser  als  0  ist. 
Folglich  konvergiert  auch  die  vorgelegte  Reihe  bei  jedem 
positiven  Werte  von  p. 

Bildet  man  an  Stelle  der  Formeln  1): 
1 

1 

*'^'^-2M^' 

1       ,•      1 

1       ,       1       ,1,1 


1  , 1_      •  1 

so  hat  man: 

«»>4--8.-+,-'    oder    >2--(2^»' 


"">^'"~*-(24+"^'    '*'^'''    >¥-(^' 


also  sind  die  Glieder  der  Reihe 
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Wo+Wi  +  W8  +  .--W^  +  -.. 
grosser  als  die  entsprechenden  Glieder  der  Reihe 

1^1. 1 4.1  riy.i.ii'MV 

^■^2     2P'^2     \2^/"^  2  \2e;'^--- 

Diese  aber  ist  divergent,  wenn  q  gleich  0  oder  aach  negativ 
ist,  also  ist  auch  bei  diesen  Werten  von  q  die  vorgelegte 
Reihe  divergent. 

99.  Beispiele  II.     Die  Reihen: 

X  Ä*  X^  X* 

^  1  ^  1.2  ^  1.2.3  ^       1.2...n^ 
T72  "^  1 .  2  .  3  .  4  ~  TT2  .3.4.5.6'^ 


1.2.3      1.2... 5       1.2... 7 

sind  konvergent  für  jeden  Wert  von  x,  Sie  bleiben  kon- 
vergent, selbst  wenn  man  jedes  Glied  durch  seinen  absoluten 
Wert  ersetzt  Denn  das  Verhältnis  der  Beträge  zweier  auf- 
einander folgender  Glieder  hat  in  diesen  Reihen  den  Wert 

X        ,  x^ 

und  diese  Grössen  konvergieren  bei  jedem  endlichen  Werte 
von  X  nach  0,  wenn  n  unendlich  wächst. 

100.  Beispiel  m.     Die  Reihe 

^    —  ^*  -L  ^'  —  ^   -L 
J---2-  +  -3---4    +••• 

konvergiert,  wenn  x  zwischen  —  1  und  + 1  liegt,  denn  hier  ist 

Un+l  X 


1+1 

n 
und  die  Grenze  für  12  »  00  ist  —  x,  Dass  die  Reihe  divergiert^ 
wenn  der  Betrag  von  x  grosser  als  1  wird,  ist  evident.  Für 
X  —  +  1  konvergiert  die  Reihe,  weil  ihre  Glieder  mit  wechseln- 
dem Zeichen  abnehmen  und  nach  0  konvei^eren  (§  96,  Folge- 
satz II),  für  a;  -»  —  1  dagegen  divergiert  sie  (§  98). 
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101.  Unter  den  konvergenten  Reihen,  deren  Glieder  nicht 
Ton  einerlei  Zeichen  sind,  muss  man  unterscheiden  zwischen 
denjenigen,  deren  Konvergenz  einzig  und  allein  anf  der  Be- 
schaffenheit der  numerischen  Werte  der  Glieder  beruht,  und 
denjenigen;  bei  welchen  die  Konvergenz  zugleich  von  der 
Aufeinanderfolge  der  Vorzeichen  abhängt.  Die  Reihen  der 
ersten  Art  bleiben  konvergent,  wenn  man  jedes  Glied  durch 
seinen  absoluten  Betrag  ersetzt;  dahingegen  die  anderen  diver- 
gent werden,  wenn  man  allen  Gliedern  das  nämliche  Vorzeichen 
giebt.  Es  ist  nun  wichtig  zu  bemerken,  dass  die  Summe 
einer  konvergenten  Reihe  der  zweiten  Art  von  der  Reihen- 
folge abhängt,  in  welcher  man  die  Glieder  der  Reihe  anordnet. 

Betrachten  wir  z.  B.  die  Reihe 

welche  selbst  konvergiert  (§  96),  dagegen  divergent  wird, 
wenn  man  allen  Gliedern  das  positve  Zeichen  giebt  (§  98). 
Wir  bilden  eine  zweite  Reihe  mit  denselben  Gliedern;  indem 
wir  die  negativen  derart  verschieben,  dass  einem  jeden  der- 
selben zwei  positive  vorangehen  und  nachfolgen.  Diese  zweite 
Reihe  wird  also 

2)  i  +  l_l+l_  +  -l«l  +  ... 

^  ^3       2^5^74^ 

Sie  ist  konvergent;  hat  aber  nicht  denselben  Summenwert 
wie  die  erste. 

Vereinigt  man  nämlich  drei  aufeinander  folgende  Glieder 

1     ,     1 ± 

4n-l  "^  4n-3       2n' 
80  ist  ihre  Summe 

8n-3 
32n»-32n«+6n' 

also  kleiner  als  -|-i   weil  n    gleich   oder  grösser  ist  als   1. 

Schreibt  man  also  die  obige  Reihe  in  dieser  Weise,  so  bleiben 
ihre  Glieder  stets  kleiner  als  die  entsprechenden  Olieder  der 
Reihe 
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1  +  1  +  1  +  .., 
1«  ^  2«  ^  3«  ^ 

und  da  diese  nach  §  98  konvergent  ist,  so  ist  auch  die  Reihe  2) 
konyergent. 

Brechen   wir  nun   die   Reihe  1)   mit   dem   Gliede  — ^.— 

^      ^  An 

und  die  Reihe  2)  mit  dem  Gliede  —  jr—  ah  und  bezeichnen 
wir  mit  8n  und  S'n  die  Summen  bis  zu  diesen  Gliedern^  so  ist 

-ö.  —  l+Q  --5-+ x-  +  -^-v  +  ■ 


3      2  ^  5  ^  7      4  ^       '  4n  -  3  '  4n  -  1      2» 

Jv7__l__  +  _L__  M. 

-1^  \4m-3  ^  Am-  1      2t»/ 

ms=l 

Da  man  5»  auch  unter  der  Form 

v7— i A— 4.-1 M 

lietrachten  kann,  so  wird 
^''•~^"""-^Um-2'^4^~W"*2-^A2m--l~2^/ 


msl 


Lässt  man  nun  n  beliebig  wachsen,  so  wird^  wenn  man 
die  Grenze  von  Sn  mit  S  bezeichnet,  auch 


li°^2  (2^  -  Fm)  -  ^- 


m  =  l 

Mithin  ist 

limS'n-S-^/g,     oder    lim/g'««-|Ä 

102.  Es  kann  auch  eintreten,  dass  von  zwei  Reihen, 
welche  mit  den  nämlichen  Gliedern  und  mit  den  nämlichen 
Vorzeichen  derselben  gebildet  sind,  die  eine  konvergent,  die 
andere  divergent  ist.    Die  beiden  Reihen: 
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^  1/2/3      1/4      1/5 

^  ya    Y2    Vb    yi    y4: 

bieten  hierfür  ein  Beispiel.  Hier  sind  die  absoluten  Werte 
der  einzelnen  Glieder  die  Quadratwurzeln  aus  den  absoluten 
Werten  der  entsprechenden  Glieder  in  den  Reihen  1)  und  2) 
des  vorigen  Paragraphen,  und  die  Vorzeichen  sind  dabei  die- 
selben wie  dort. 

Die  Reihe  1)  ist  konvergent  nach  §  96,  weil  die  Vor- 
zeichen Plus  und  Minus  wechseln,  und  die  Glieder  abnehmen 
und  nach  0  konvergieren.  Die  zweite  Reihe  aber  ist  divergent. 
Denn  sind  S^  und  S'n  die  Summen,  welche  man  erhält,  in- 
dem man  die  Reihen  mit  dem  Gliede ;=  abbricht,  so  ist 

l/2n  ' 

yö  ft  ~~*  Oä   *** ' —     -^  "~~^z:3Tzrr — ~  — f"  •  •  •  — — • 

y2ir+l      }/2n+3  y4n-l 

Das  letzte  Glied  der  n  Summaoiden  auf  der  rechten  Seite  ist 
kleiner  als  die  vorhergehenden;  folglich  ist 

«'•-«"> vj=T' »'»  >i^i/4~^-V"-t/5- 

Der  Faktor  "1    / —  hat  die  Grenze  -^  und  der  Faktor 

l/»  wird  unendlich  ftlr  n  «=  oo.  Folglich  wächst  die  Diffe- 
renz S^n  —  Sn  über  jede  Grenze,  und  dasselbe  gilt  daher  auch 
für  S'n. 

Reihen,  deren  Konvergenz  unabhängig  ist  von  dem  Vorzeichen 
der  einzebien  Glieder,  heissen  imhedingt  konvergente,  die  anderen 
bedingt  konvergente. 

Bei  einer  bedingt  konvergenten  Reihe  bilden  die  Glieder  mit 
positivem  Zeichen,  nnd  ebenso  die  Glieder  mit  negativem  Zeichen 
für  sich  gesondert  betrachtet  divergente  Reihen.  Denn  bezeichnet 
man  in  einer  solchen  Reihe  die  positiven  Glieder  in  der  gegebenen 
Aufemanderfolge  mit 

Vi,  Va,  V3.... 
die  negativen  durch 
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so  mu88  sowohl  die  Grenze  von  Sn^  v^  +  v^ +.,.Vn  als  auch  die 
Grenze  von  S^n  '^  «^i  +  «^2  +  *^8  +  •  •  •  ^n  unendlich  sein.  Wftren 
nämlich  heide  endlich,  so  würde  auch  die  ursprüngliche  Beihe 
nach  Gleichmachung  der  Zeichen  konvergieren,  denn  es  würde 
^sdann,  wenn  man  mit  [te,]  den  absoluten  Wert  eines  Gliedes  Un 
bezeichnet,  riirii         rn'      oiof 

sein,  wobei  n^  und  n^  die  Anzahl  der  positiven  und  die  der  nega- 
tiven Glieder  in  der  Beihe  u^  bis  Un  bedeuten.     Also  wäre 

lim{K]+...M}  «HmÄ,,+  limÄ',^. 

Wäre  aber  der  eine  Grenzwert  endlich,  der  andere  unendlich,  so 
wäre 

lim{wi  +  u^  +  .yUn]  — limiS;,—  limiS'«., 

d.  h.  die  ursprüngliche  Beihe  könnte  auch  nicht  bedingt  konver- 
gieren. Man  kann  leicht  beweisen,  dass  sich  bei  jeder  bedingt 
konvergenten  Beihe  die  Glieder  so  anordnen  lassen,  dass  der 
Summenwert  der  neu  gebildeten  unendlichen  Beihe  eine  beliebig 
gewählte  Grösse  ist. 

108.  Die  Einzelheiten,  auf  welche  wir  zuletzt  eingegangen 
sind,  waren  notwendig,  um  die  Bedeutung  des  folgenden  Theo- 
remes  richtig  zu  schätzen,  welches  sich  auf  Reihen  der  ersten 
Art  bezieht. 

IiehrsatB  IV.  Wenn  eine  unendliche  Beihe  unbedingt  kon- 
vergiert (also  konvergent  bleibt  auch  für  die  absoluten  Werte  ihrer 
Glieder)^  so  kann  man  die  Beihenfolge  der  Glieder  beiiebig  ändern, 
ohne  dass  die  Konvergene  oder  der  Summenwert  der  Beihe  irgend 
eine  Änderung  erleidet. 

Sind 

1)  «o;  *'i;<*2;-- •««••• 

die  Glieder  der  unendlichen  Reihe,  von  welchen  wir  annehmen, 
dass  auch  ihre  absoluten  Werte 

2)  Uo,U,,U^...Un... 

eine  konvergente  Reihe  bilden,  so  ist  die  Behauptung^  dass 
die  Reihe 

3)  W«,  W^,  Wy   ...Wft,..., 

in  welcher  die  Indices  a, /3,  ...o  nach  irgend  einem  anderen 
Gesetze,   als   dem   der   natürlichen   Zahlenreihe,    aufeinander 
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folgen,  konvergent  ist  und  die  nämliche  Summe  hat  wie  die 
Reihe  1).  Wählen  wir  in  der  Reihe  3)  die  Anzahl  der  Glieder 
so  grosS;  dass  die  n  ersten  Glieder  der  Reihe  1)  darin  ent- 
halten sind,  so  ist 

4)        Wa  +  U^  +  Wy  +  .  .  .  Wo,  =  t/o  +  Wi  +  .  . .  Wn-l  +  -B, 

wenn  man  mit  B  die  Summe  aller  der  Glieder  auf  der  linken 
Seite  versteht,  deren  Index  grösser  ist  als  n  —  1.  Diese 
Glieder  seien  mit  Up,  u,,  Ur . . .  u«  bezeichnet,  so  dass 

R^Up  +  Uq  +  Ur  .,.u, 

ist.     Der  Betrag  von  R  ist  nicht  grösser  als  die  Summe 

Bezeichnet  man  nun  mit  Rn  den  Rest  der  konvergenten 
Reihe  2),  gerechnet  von  dem  Gliede  Un^i  ab,  nämlich 

SO  ist,  weil  sämtliche  Indices  p,  q...s  grösser  sind,  als  n  —  1^ 
auch 

abs[if]<-Rn    oder    abs  [JR]  «  0.12«, 

wobei  0  eine  zwischen  0  und  1  gelegene  Grösse  bedeutet  Wenn 
also  Sn  die  Summe  der  n  ersten  Glieder  der  Reihe  1)  darstellt^ 
so  wird  die  Gleichung  4): 

W«  +  ti^  +  Wy  +  ...  Wo,  «  iS«  ±0  jR». 

Wächst  n  unbegrenzt,  so  wird  Rn  gleich  0,  weil  die  Reihe 
2)  der  Voraussetzung  nach  konvergiert;  lim  Sn  ist  aber  gleich 
8  dem  Summenwert  der  Reihe  1).  Folglich  konvergiert  auch 
die  Summe 

Ha  +  U(i  +  Uy+  ...Ua, 

nach  dem  Werte  S,  wenn  man  die  Anzahl  der  Glieder  un- 
begrenzt  vermehrt. 

104.  LehrsatB  V.     Multiplikation  von  Reihen.     Sind 

1)  Uo,  Ui,U,...Un_i..., 

J)  Vq,  Vj,  V2  • . .  Vn— 1  .  • . 

0t€ei  unbedingt  hmvergmte  Reihen,  mit  den  Sunmentoerten  S  u$u[ 
S',  80  ist  auch  die  Reihe 
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o)  Wqj   Wj,   W2..«Wn— 1... 

deren  allgemeines  Glied  Wm  den  Wert  hat: 

Wm-=«  UoVm  +  Ui  Vm-i  +  Ug  Vm-2  +  •  •  •  Um-1  ^i  +  Um  Vq 

konvergent,  und  ihre  Summe  ist  gleich  dem  Produkte  SS',  ge- 
badet aus  den  Summen  der  beiden  ersten  Beihen. 

Wir  bezeichnen  mit  S«,  iS'„,  S"n  die  folgenden  Werte: 

Sn  =  «0  +  «^1  +    «2  +•••  Wn-1, 
S^n  -»  Vo  +  ^1  +  ^2   +•••    «'n-l, 

S"„  «  w;o  +  Wi  +  m;2  + . ..  Wn^iy 
also 

5 "«  =  Wo  ^0  +  (wo  t'i  +  Wi  Vo)  +  K  Vj  +  Wi  Vi  +  Wj  Vo)  +  . . . 
+  . .  .  (Wo  t?„-i  +  tij  Vn-2  +  . .  .  t«„_i  Vo), 

und  nehmen  zunächst  an,  dass  alle  Glieder  der  Reihen  1) 
und  2)  positiv  sind.  Das  Produkt  S^S^  wird  alle  Glieder 
von  S"n  enthalten,  ausserdem  aber  noch  andere  positive  Terme. 
Mithin  ist 

SnS'n>S\. 

Bezeichnet  man  weiter  mit  m  die  grosste  ganze  Zahl, 
welche  in  -^  enthalten  ist,  also^>  oder  — ^ — >  je  nachdem  n 

gerade  oder  ungerade,  so  bilden,  wie  leicht  einzusehen  ist, 
die  Glieder  des  Produktes  SmS^m  einen  Teil  der  Glieder,  aus 
denen  S"n  besteht;  demnach  ist 

Lässt  man  jetzt  n  unendlich  werden,  so  wird  auch  m  un- 
endlich. Die  Grössen  Sn  und  Sm  konvergieren  nach  der  Grenze 
S  die  Grössen  S'«  und  S'm  nach  der  Grenze  S\  Also  ist  Ä"„ 
zwischen  zwei  Grössen  eingeschlossen,  deren  Grenze  das  Pro- 
dukt SS'  ist;  mithin  hat  auch  S"n  eine  bestimmte  Grenze  ;S", 
und  es  ist: 

S''^8S\ 

Wir  nehmen  jetzt  weiter  an,  dass  die  Reihen  1)  und  2) 
positive  sowohl  wie  negative  Glieder  enthalten,  dass  sie  aber 
konvergent  bleiben,  auch  wenn  man  jedes  negative  Glied  durch 
seinen  absoluten  Wert  ersetzt. 
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Nun  wird 

Sn  S'n  —  Ä"n  «=  W«-l  ^n-l  +  (««-1  ^'«-1  +  ««-2  f«-l)  +  . .. 
+  .  . .  (W»-1  Vi  +  W«-2  Vg  +  .  . .  Wg  r„_j  +  «1  t;««i) 

und  wir  haben  eben  gesehen ,  dass  diese  Grösse  nach  0  kon- 
vergiert, bei  beliebig  wachsendem  Werte  von  n,  in  dem  Falle, 
wo  die  Grössen  u  und  v  sämtlich  positiv  sind.  Unserer  An- 
nahme nach  bleiben  aber  die  Reihen  1)  und  2)  konvergent, 
wenn  man  die  Vorzeichen  der  negativen  Glieder  ändert;  also 

konvergiert  die  vorstehende  Summe  mit  —  nach  0,  wenn  man 

hier  jedes  Glied  u  oder  v  durch  seinen  absoluten  Wert  ersetzt. 
Solch  eine  Änderung  kann  aber  den  Betrag  der  betrachteten 
Summe  nicht  verkleinem,  und  folglich  ist  auch 

lim  (Sn  S\  -  S\)  ^  0 

für  n—  QO.  Also  hat  auch  jetzt  S^'n  eine  bestimmte  Grenze 
5",  und  es  ist 

S"  =  ss\ 

Bemerkung.  Der  bewiesene  Satz  braucht  nicht  mehr  zu 
gelten,  wenn  die  absoluten  Werte  der  Reihen  1)  und  2)  keine 
konvergenten  Reihen  bilden.  Man  überzeugt  sich  hiervon, 
indem  man  als  Reihen  1)  und  2)  die  folgende  wählt: 

i_J_  +  J___L  +  J_  + 

Die  Reihe  3)  wird  hier: 

und  diese  Reihe  ist  divergent,  weil  ihre  Glieder  nicht  nach  0 
konvergieren;  denn  ein  allgemeines  Glied  mit  positivem  Zeichen 
wird: 

12  2 

YnTn     Yn-l.n  +  1     l/n-2.w  +  2 

2  2  2n  — 1  1 

l/2.2n-2     yi.2n-l       j/^TTn  »      , 
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Abel  hat  bewiesen,  dass  die  Beihe  3)^  falls  sie  konvergent 
ist,  stets  auch  das  Produkt  der  Reihen  1)  und  2)  darstellt. 

Für  6ine  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  x  fortschreitende 
^0  +  «1  ^'+  Oj  ic"  +  . . .  «n  ic"  + . . ., 

in  welcher  die  Koeffizienten  Oq,  a^  . . .  gegebene  Ghrössen  sind,  lassen 
sich  folgende  Eonvergenzkriterien  aufstellen: 

Erstlich  §  97  Folgerung  11.  Die  Reihe  konvergiert  und  zwar 
unbedingt,  wenn  der  Betrag  des  Quotienten 

lim?^^a:<l 
an 

wii'd;  d.  h.  für  alle  Werte  von  x,  deren  Betrag  kleiner  ist  als  der 

Betrag  von  lim 

umfassender  noch  ist  folgender  Satz:  Wenn  für  einen  posi- 
tiven Wert  X  von  x  der  Betrag  sämtlicher  Glieder  der  Potenz- 
reihe endlich  bleibt,  also  wenn 

lim  [an  X"]  <  K 

wird,  wobei  K  irgend  eine  bestimmte  endliche   Zahl  bedeutet,  so 
konvergiert  die  Beihe  und  zwar  unbedingt  für  alle  Werte  von  a;, 
deren  Betrag  kleiner  ist  als  X 
Denn  ist 

[a«Z»]<ir,    [a»+iX»+^]<ir,    [a"+«X"+«]<ir..., 
so  ist 

Mithin  wird 

X 

Aus  dieser  Ungleichung  folgt,  dass  der  Best  der  Beihe  durch 
Wahl  von  n  beliebig  klein  gemacht  werden  kann,  wenn  or  <  X 
ist,  selbst  wenn  man  allen  Gliedern  der  Potenzreihe  einerlei  Vor- 
zeichen giebt. 

Über  die  Konvergenz  der  Beihe  für  den  Wert  ^  »  X  ist  durch 
diese  Untersuchung  nichts  entschieden.  Wenn  dagegen  ftlr  einen  Wert 
0!;  -»  X  lim  On  X^  nicht  mehr  endlich  ist,  so  divergiert  die  Beihe  für 
diesen  Wert  von  x,  sowie  für  alle  Werte,  deren  Betrag  grösser  ist  als  X, 

Serret,  Differential-  and  Integral  -  Rechnung.    I.  Bd.  tO 
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Beispiel:  In  der  Reihe 

1+^  +  ^  +  ^+...^"+... 
^  1  ^  2».         3!  ^        n!  ^ 

bleibt,  wie  groBS  auch  n  wird,  lim  — -  immer  endlich;  denn  in 
dem  Produkte  ^^ 

XXX  x 

T  *  2  '  y  '  n 

ist  die  Anzahl  %  der  Faktoren,  welche  gleich  oder  grösser  sind  als 
eine  Zahl  er,  eine  begrenzte.  Bezeichnet  man  also  das  Produkt 
derselben  mit  P,  so  ist  der  Betrag  dieses  Produktes  kleiner  als 

P  .  a"-^ 
und  wählt  man  a  kleiner  als  1,  so  hat  dieses  Produkt  die  0  zur 
Grenze.     Mithin  konvergiert  die  Reihe  für  jeden  endlichen  Wert 
von  X, 

Die  Glieder  der  Reihe 

X       x^        x^  x^ 

1  ^   2   ^   3  ^        n  ^ 
bleiben   durchaus   endlich,  wenn  der  Betrag  von  x  gleich  1  ist; 
also  konvergiert  die  Reihe  und  zwar  unbedingt,  solange 

-1<X<+1; 

für  o;  >  1  werden  die  Glieder  schliesslich  unendlich  gross.  Der 
Fall  o;  »  ±  1  bedarf  noch  einer  besonderen  Untersuchung.  Nach 
früheren  SStzen  folgt,  dass  die  Reihe  divergent  ist  für  a;  =«  +  1, 
konvergent  für  ar  «=  —  1. 


Darstellung  des  Wertes^  den  eine  Funktion^  welche 

ffir  X  ^  Xq  nebst  ihren  n  —  1   ersten  Ableitungen 

yerschwindet^  flir  x  ^Xq+H  annimmt. 

105.  Es  seien  f(x)  und  F{x)  zwei  Fpinktionen  von  ar, 
welche  für  alle  Werte  von  x  zwischen  Xq  und  x^  +  h  stetig 
sind,  und  innerhalb  der  nämlichen  Grenzen  eindeutig  bestimmte 
erste  Ableitungen  haben,  d.  b.  solche  Ableitungen,  die  vor-  und 
rückwärts  gebildet  nicht  verschiedene  Werte  besitzen.  Wird 
die  Ableitung  F^(x)  im  Innern  des  Intervalles  Xq  bis  Xq+  h 
weder  null  noch  unendlich,  so  ist  nach  dem  Satze  im  §  17: 

fix,+h)-nx,)    f'(x,+h,) 

F(Xo  +  h)-Fix,)~  F'ix,+  h,)' 
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Dabei  bedeutet  h^  eine  zwischen  0  und  h  gelegene  Grösse. 
Ist  nun  ^/    \      A         j     XT/    N      /x 

so  reduziert  sich  diese  Gleichung  auf  die  Form 

Sind  auch  die  Funktionen  f^x)  und  F'{x)  im  Intervalle  von 
^0  bis  XQ+h  stetig;  und  haben  sie  in  diesem  Intervalle  die 
eindeutig  bestimmten  Ableitungen  f"(x)  und  JF"(a;),  so  wird, 
wenn  F"(x)  im  Innern  des  Intervalles  weder  null  noch  un- 
endlich wird,  und  wenn 

nx,)^0    und    r{x,)^0 
ist;  nach  dem  vorigen  Satze 

F\xo+h,)-F"ix,+  h,y 
wobei  h^  eine  Grösse  zwischen  0  und  h^  bezeichnet. 

Wir  nehmen  nun  allgemein  an,  dass  die  Funktionen  f(x) 
und  F(x)  und  ebenso  alle  ihre  Ableitungen  bis  einschliesslich 
derjenigen  n  —  1*®'  Ordnung  stetig  bleiben  für  alle  Werte  von 
X  zwischen  Xq  und  Xq+  h  (einschliesslich  dieser  Grenzen),  dass 
femer  die  Ableitungen  n^'  Ordnung  eindeutig  bestimmte  Werte 
haben,  und  dass  die  Funktionen  F'{x)  ...  F'^{x)  im  Innern  des 
Intervalles  weder  null  noch  unendlich  werden. 
Ist  dann 

fiXo)  =  0,     /•'(^o)-0...,     f'-^{x,)-0, 
F(x,)~0,    F'{xo)'0...,   F->(a:a)-0, 
80  ergiebt  sich  auf  Grund  der  Gleichung  1): 

n<»,+h)  _  f'ix,+h,)    fixp+h,)       fjx.+K) 

Fix,  +  h)      F\x,  +  h,)  "  F"{xo+\)  '"  "  F''{x,+  K)' 

%,  %!,  %2)  •••  ^»  bezeichnen  Grössen  von  einerlei  Vorzeichen; 
deren  absolute  Werte  eine  abnehmende  Reihe  bilden.  Be- 
deutet 0  eine  Grösse  zwischen  0  und  4-1;  so  kann  man 

schreiben,  und  es  wird 


^)  F(x^+h)      F'ix^+dh) 


10« 
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Setzen  wir  jetzt 

F{x)  «  (a;  -  x,Y, 
also 

F'^{x)  ==  n(w  —  1)  ...  (n  —  w  +  1)  (rc  —  aJo)*-"» 
und 

F'^iz)  «1.2.3...««n! 

so  sind  alle  Bedingungen,  die  für  F{pc)  aufgestellt  wurden, 
erfüllt,  und  die  Gleichung  2)  ergiebt 

3)  /•(^o+Ä)==^/«(a;,+  0A). 

Diese  Gleichung  ist  es,  die  wir  bilden  wollten.  Sie  setzt  die 
Stetigkeit  der  Funktion  f(x)  und  ihrer  n  —  1  ersten  Ablei- 
tungen, für  alle  Werte  von  x  bis  x^  +  h  voraus;  sie  erfordert 
femer,  dass  die  n^^  Ableitung  einen  eindeutigen  Wert  hat  fQr 
jeden  Wert  von  x  innerhalb  dieser  Grenzen,  und  dass 

4)  fix,)  -  fix,)  =  rXx,)  . . .  =  /--»(xo)  =  0 

ist.  Sind  alle  diese  Bedingungen  erfiillt,  und  wird  h  als  un- 
endlich kleine  Grösse  erster  Ordnung  angenommen,  so  wird 
f{xQ  +  Ä)  eine  unendlich  kleine  Grösse  n^^  Ordnung,  wenn 
f^{x)  endlich  bleibt.  Man  sagt  dann  auch,  dass  die  Gleich- 
ung  f{x)  =»  0  die  Wurzel  x  ^  Xq  hat,  und  dass  die  VielfacV 
heit  dieser  Wurzel  vom  Grade  n  ist. 

Die  Taylorsche  Reihe. 

106.  Es  sei  F(x)  eine  Funktion  der  Yariabelen  x,  welche 
nebst  ihren  n— 1  ersten  Ableitungen  für  alle  Werte  von  x 
von  Xq  bis  Xq  +  H  stetig  ist,  und  deren  n^  Ableitung  eindeutige 
Werte  hat.  Bezeichnet  man  mit  q){x)  das  Polynom  n  — !*•'" 
Ordnung: 

9(0:)  -  F(x,)  +  ^  nx,)  +  (^*  F"(x,) 

SO  ist  die  Ableituii^  m^'  Ordnung  dieses  Polynomes: 

9,"(a:)  »^".(Xo) +  ^^«  JF"»+'(Xo)  +  -  ^^^^  l^"-H^o) 
und  setzt  man  rr^a;^  in  diesen  beiden  Gleichungen,  so  ist 
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hieraus  'folgt,  dass  die  Gleichung  3)  des  vorigen  Paragraphen 
auf  die  Funktion 

fix)  -  F{x)  -  <p{x) 

anwendbar  ist;  denn  alle  Bedingungen  dieser  Gleichung  sind 
erfüllt     Es  ist  also,  weil  fp^'ix)  =  0  wird: 

F{x'^  +  h)  -  (p(a^o  +  Ä)  ^  J^  F\x, + e;o,      (0  <  e  <  i). 

Der  Wert  von  <p{Xq  +  h)  ist  durch  die  Gleichung  1)  bestimmt, 
and  es  wird 

Fix,  +  h)  =  Fix,)  +  A  F'ix,)  +  ^  F'Xxo) 

Wir  wollen  x,  durch  x  ersetzen  und  schreiben: 

3)  Fix+h)^Fix)+  j  F\x)  + 1!  F"(a;)  + . . . ~^^  F'-\x)+R'. 

Dabei  ist: 
4)  Bn-^'-^F'ix  +  dh). 

Die  Gleichung  3)  erfordert,  wie  wir  nochmals  wiederholen 
müssen,  dass  die  Funktion  F(x)  und  ihre  n— 1  ersten  Ab- 
leitungen für  alle  Werte  von  x  bis  x  +  h  stetig  sind,  und  dass 
die  w**  Ableitung  eindeutige  Werte  hat. 

Letzteres  besagt,  dass 

F^-Ux+Ax)-2F^-Hx)  +  F''-Ux-'Ax)     ^ 

hm ^ T — ^^-^ ^^ =■  0 

Ax 

ist. 

Nimmt  man  nun  weiter  an,  dass  alle  Ableitungen  der 
Funktion  F(x)^  wie  viele  man  auch  bilden  mag,  die  Beding- 
ung der  Stetigkeit  erfüllen ,  und  dass  die  Grosse  Rn  zur 
Grenze  0  konvergiert,  wenn  n  unbegrenzt  wächst,  so  hat  man 
nach  Gleichung  3) 

5)   F(x  +  h)  -  F{x)  +  I  FXx)  + 1]  F\x)  +  J '  F^%x)  + . . . 
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Dies  ist  die  Taylorscbe  Reihe.  Sie  liefert  die  Entwicke- 
lung  von  F{x  +  ä)  in  eine  konvergente  unendliche  Reihe,  welche 
nach  ganzen  wachsenden  Potenzen  von  h  geordnet  ist^  sobald 
die  obigen  Bedingungen  erfüllt  sind;  und  lässt  also  den  Wert . 
der  Punktion  F{x)  an  der  Stelle  x  +  h  mit  beliebiger  An- 
näherung berechnen  y  sobald  der  Wert  der  Funktion  und  be- 
liebig vieler  Ableitungen  an  einer  Stelle  x  bekannt  sind.  Die 
Grösse  jß»,  welche  durch  die  Gleichung  4)  bestimmt  ist^ 
heisst  der  Rest  der  Reihe.  Diese  Gleichung  4)  giebt  eine 
Schätzung  des  Fehlers,  den  man  begeht,  wenn  man  die  unend- 
liche Reihe  mit  dem  n*®*^  Gliede  abbricht. 

107.  Andere  Form  des  Bestes.  Dem  Reste  Bn  kann  man 
noch  eine  andere  Form  geben^  welche  oft  von  Nutzen  ist.  Um 
sie  zu  erhalten,  ersetze  man  h  in  der  Gleichung  3)  durch  z-^x^ 
Der  Rest  JRn  wird  eine  Funktion  von  x  und  e,  aber  wir  be- 
zeichnen ihn  einfach  mit  f{x).    Man  hat  alsdann 

Bildet  man  nun  die  Ableitungen  auf  beiden  Seiten  in 
Bezug  auf  x^  indem  man  z  als  konstant  ansieht,  so  erhält 
man^  wenn  alle  Reduktionen  ausgeführt  sind,  die  Gleichung 


7)  /^(^)--^'^^?r'^"(*> 


Die  Funktion  f{x)^  welche  durch  die  Gleichung  6)  de- 
finiert ist,  ist  nach  unserer  Voraussetzung  eine  kontinuierliche 
Funktion  für  alle  Werte  von  x  bis  x  ^h^  e\  man  hat  also 
nach  §  14,  wenn  man  mit  6  eine  Grosse  zwischen  0  und  1 

bezeichnet: 

f{z)^f{x)  «  {z--x)nx  +  e  {z-x)], 

was  nichts  anderes  als  die  Taylorscbe  Gleichung  ist^  nur  ein- 
geschränkt auf  das  erste  Glied  und  vervollständigt  durch  den 
Resi  Gemäss  der  Gleichung  6)  verschwindet  aber  f{x)  für 
X  ^  z.    Also  ist 

8)  m^  ^  {z  ^  x)r[x^Q  {z^  x)l 
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Die  Gleichung  7)  ergiebt  aber,  wenn  man  x  durch  x  +  d{0  —  x) 
ersetzt,  die  Relation: 

und  folglich  ist  nach  Gleichung  8): 

9)     m~^^-^y^2'^^-''^''F-'[x  +  e{0-x)i 

Führt  man  wiederum  an  Stelle  von  z  den  Wert  x  +  h 
ein,  so  folgt: 

10)  Rn «  ^     ^2i!        -^"(^  +  *'*)• 

Die  Grösse,  welche  hier  mit  0  bezeichnet  ist,  ist  nicht 
dieselbe  wie  in  der  Gleichung  4);  aber  wie  diese  liegt  sie 
zwischen  0  und  1. 

106.   Setzt  man 

y~F{x) 
und 

Ay^F{x  +  h)^F{x\ 

so  sind  die  Grössen 

hF\x),  VF\x),  h^F'\x)... 
genau  die  auf  einander  folgenden  Differentiale: 

dy,   d^y^  d^y... 
der  Funktion  y.    Bezeichnet  man  femer  mit 

die  Grösse  ä'*F"(x  +  6ä),  welche  das  n^  Differential  von  y  ist, 
nur  gebildet  für  einen  Wert  der  Variabelen  zwischen  x  und 
a;  +  Ä,  so  erhält  die  Gleichung  3)  des  §  106  die  Form: 

^y      »y^  2!  ^  3!  ^       n-1!^   n! 

Nimmt  man  an^  dass  h  oder  dx  unendlich  klein  werden, 
und  betrachtet  diese  Grösse  als  unendlich  klein  von  der  ersten 
Ordnung,  so  sind  dy,  d^y^  ...d'^^^y  unendlich  klein  bezüglich 
von  der  l****,  2^", ...  n  —  1*®*  Ordnung;  desgleichen  vdrd  d'^y  im 
allgemeinen  unendlich  klein  von  der  n^^  Ordnung  sein. 
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Bemerkungen  über  die  Taylorgehe  Reihe. 

109.  1.  Die  Gleichung  3)  des  §  106  kann  bis  zu  einem 
bestimmten  Werte  von  n  richtig  sein,  för  grössere  Werte  aber 
ungiltig  werden.     Es  sei  z.  6. 

wobei^  (i  eine  positive  gebrochene  Zahl  bedeutet,  und  die 
Punktionen  ip{x)^  ^{x)  nebst  ihren  Ableitungen  für  alle  Werte 
von  X  ^  Xq  \i\&  X  ^  Xq+  h  stetig  sind.  Ist  m  die  grösste  ganze 
in  \L  enthaltene  Zahl,  so  gilt  die  Gleichung  3)  ftir  x^  Xq 
nur,  solange  n  nicht  grösser  ist  als  m;  denn  die  m  +  1**  Ab- 
leitung von  F(x)  wird  für  x  ^  Xq  unendlich. 

2.  Um  die  Giltigkeit  der  Taylorschen  Formel  behaupten 
zu  können,  genügt  es  nicht,  dass  die  rechte  Seite  eine  kon- 
vergente Reihe  ist.     Wenn  man  z.  B. 

F{x)  =  f(x)  +  c  ~(^^^ 
setzt,  und  f(x)  eine  Funktion  ist,   auf  welche   die  Tajlorsche 
Beihenentwickelung  für  x  ^  Xq  anwendbar  ist,  so  hat  man  für 
jeden  Wert  Tonn         ^„^^^^  ^^.^^^^^ 

1   ' 


weil  die  Funktion  e  (*-*o)*  ebenso  wie  alle  ihre  Ableitungen 
fOi  X  =- Xq  verschwindet,  was  im  §  125  bewiesen  werden 
wird.  Also  konvergiert  hier  die  rechte  Seite  der  Gleich- 
ung 5)  in  §  106  nach  der  Grenze  f{xQ  +  Ä),  und   nicht  nach 

F(Xq  +  A)  -  /"(a^o  +  ä)  +  «  "  ^  F^  die  Giltigkeit  der  all- 
gemeinen Gleichung  muss  also  der  Nachweis  erbracht  sein, 
dass  der  Rest  Bn  nach  der  Grenze  0  konvergiert. 

3.  Bricht  man  die  Taylorsche  Reihe   bei   irgend  einem 
Gliede  ,  __i 

ab,  welches  nicht  null  ist,  so  kann  man  h  so  klein  wählen, 
dass  dieses  Glied  seinem  absoluten  Werte  nach  den  Rest  22« 
übertriflft.    Demi  es  ist:  -R««i  =-  w„  +  22„  oder: 
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Dieser  Quotient  wird  mit  h  unendlich  klein,  weil  l^*""^(x) 
als  stetig  vorausgesetzt  ist.  Er  wird  also  kleiner  als  irgend 
eine  gegebene  Grösse,  wenn  man  h  einen  hinreichend  kleinen 
Wert  beilegt.  Dabei  ist  vorausgesetzt,  dass  die  n^  Ableitung 
der  Funktion  F(x)  eine  eindeutige  Funktion  im  früher  de- 
finierten Sinne  ist. 

4.  Wenn  bei  jedem  Werte  der  Yariabelen  von  x  his  x  +  h 
die  n*®  Ableitung  der  Funktion  F(x)  endlich  ist,  und,  wie 
gross  auch  n  werden  mag,  endlich  bleibt,  d.  h.  dem  Betrage 
nach  kleiner  bleibt  als  eine  angebbare  südliche  Grösse,  so 
gilt  auch  die  Taylorsche  Entwickelung.  Denn  der  Restaus- 
druck kann  in  der  Form 

dargestellt  werden.  Wie  gross  auch  der  gegebene  Wert  von 
h  sein  mag,  die  Anzahl  i  derjenigen  Quotienten 

h     h     h 

welche  grösser  sind  als  eine  gegebene  Grösse  a,  ist  eine  be- 
grenzte. Bezeichnen  wir  also  mit  P»  das  Produkt  dieser  i 
QuQtienten,  multipliziert  mit  der  Grösse  jP"(a;  +  6ä),  deren 
Betrag,  wie  gross  auch  n  werden  mag,  .zufolge  unserer  An- 
nahme stets  kleiner  bleibt  als  eine  endliche  Grösse,  so  ist 
leicht  zu  ersehen,  dass  der  Betrag  des  Restes  i2„  kleiner  ist 
als  der  Betrag  des  Produktes  Pn-a"*—*.  Man  kann  nun  für  a 
eine  beliebige  Grösse  kleiner  als  1  wählen.;  dann  konvergiert 
«""'  nach  0,  während  n  unbegrenzt  wächst,  und  P„  behält 
einen  endlichen  Werk     Also  hat  Rn  die  Grenze  0. 


Die  *  Mac  -  Laurinsche  äieihe. 

•     110.   Setzt  man  in  der  Gleichling  3)  des  §  106  ä;  =-  0  und 
schreibt  man  x  an  Stelle  von  A,  so  folgt 

1)   Fix)-F(p)+'lF'{0)  +  l]F"{0)  +  ...^F'-^(0)+R,, 

zugleich  ergeben  die  Formeln  4)  und  10)  desselben  Paragraphen: 
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2)  ^  R^^^F^iBx) 
und 

3)  ^•'---^^^''"^'(ß^)- 

6  bezeichnet  in  beiden  Formeln  eine  Grösse  zwischen  0 
und  1.  Dabei  erfordert  die  Gleichung  1),  dass  die  Funktion 
F{x)  nebst  ihren  n  -^  1  ersten  Ableitungen  bei  allen  Werten 
der  Variabelen  von  0  bis  x  stetig  bleibt,  und  dasi^die  n^®  Ab- 
leitung eindeutig  ist. 

Genügen  alle*  Ableitungen  der  Funktion  F{x)  der  Be- 
dingung der  Stetigkeit,  und  hat  der  Rest  jß„  bei  unbegrenzt 
wachsenden  Werten  von  n  die  Grenze  0^  so  giebt  die  Gleichung  1) 
eine  Entwickelung  der  Funktion  F(x)  in  eine  konvergente,  nach 
ganzen  positiven  Potenzen  von  x  geordnete  Reihe ,  näifilich 

4)  F(x)-FiO)+'^F\0)+^^  F"{0)+^  FJ"(0)  +  ... 

Dies  ist  die  von  Mac-Laurin  gebildete  Reihe;  die  Gleich- 
ungen 2)  oder  3)  lassen  die  Grenzen  des  Fehlers  bestimmen, 
welchen  man  begeht,  indem  man  die  Reihe  mit  irgend  einem 
Gliede  abbricht. 

Bemerkung.  Die  Mac-Laurinsche  Reihe  folgt  unmittel- 
bar aus  der  Taylor  sehen;  aber  auch  das  umgekehrte  findet 
statt.  Man  erhält  die  Taylorsche  Reihe,  wenn  man  die  Mac- 
Laurinsche  Entwickelung  auf  die  Funktion 

fix)  =.  F{x  +  h) 
anwendet,  und  schliesslich  in  der  Formel  h  mit  x  vertauscht. 

Die  Reihe  von  Mäc-Laurin  gilt  ebenso  wie  die  Taylor- 
sche sicherlich  dann^  wenn  die  n^  Ableitung  der  Funktion  F{x) 
bei  allen  Werten  der  Variabelen  von  0  bis  x  endlich  bleibt, 
wie  gross  auch  n  werjien  mag. 

111.  Ist  eine  Funktion  F{x)  durch  eine  nach  positiven  ganzen 
Potenzen  von  x  fortschreitende  Reibe  definiert:  * 

«0  +  «1  ^  +  «8  ^*  +  •  •  •  «»  ^'^  +  •  •  • » 
ftLr  welche   lim anX"   endlich,    d.  h.  kleiner    als    eine    bestimmte 
Zahl  K  bleibt,   so   konvergiert   (§  104)   die  Reihe   und  zwar  un- 
bedingt fttr  das  Intervall 

-  X<x<X. 
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Die  Funktion  F(x)  ist  alsdann  im  Innern  dieses  Intervalles  eine 
stetige  Funktion.     Denn  setzt  man: 

F{x)  —  ao  +  Ol  a;  +  Og  a;*  + . . .  a«-!  a;«-*  +  q>{x)  ^'Sn{x)  +  q>{x\ 
also 

c»(')=<Ö]-,4y 

Nun  ist  ^^-^ 

F{x±t^x)-F{x)^[S,{x±Lx)-S,{x)]  +  {<p{x±^x)--q>{x)]. 

Man  kann  hier  zunächst  n  so  gross  wählen,  dass  die  Be- 
träge von  (pi^x)  sowohl  wie  von  ^(a;  +  Aa;)  kleiner  werden  als 
eine  beliebige  Zahl  6^  und  zwar  unabhängig  von  dem  Werte  Aa;, 
falls  nur  x  und  x  -\'  ^x  innerhalb  des  Konvergenzintervalles  liegen; 
denn  es  lassen  sich 


[i]"-4^  -  [^]' 


fxl  ra;±Aa;1 

durch  Wahl  von  n  kleiner  machen  als  d,  weil     —     und     — — — 

echte  Brüche  sind.     Sonach  ist  ^^-^  L      iC     J 

F(x  ±  Ax)  -  F(x)  -  Sn{x  ±  Ax)  -  Än(x)  +  (<  26). 

Da  nun  das  Polynom  Sn{x)  stetig  ist,  so  kann  durch  Wahl 
von  Aa;  die  Differenz  Sn(x  ±  Ax)  —  Sn(x)  beliebig  verkleinert 
werden,  und  folglich  ist  auch  für  F{x)  die  Stetigkeitsbedingung 
erfüllt. 

Damit  ist  bewiesen: 

Jede  durch  eine  Potenzreihe  definierte  Fimktion  ist  innerhalb 
ihres  KonvergenzintermHes  stetig. 

Bildet  man  durch  gliedweise  Differentiation  die  Reihen: 

0^+  2a^x  +  3a3a;*  +  ...na„a;"""^  +  ..., 

208  +  3  .2  .ajja;+...«(«-l)a„a;«-«  +  ,.., 

3  .  2  a^  + . .  •  w  (n  —  1)  (n  —  2)  a„  a;»-»  +  . . . 


so  konvergiert  auch  jede  derRelben  sicherlich  für  alle  Werte  von  x, 
welche  innerhalb  des  Konvergenzintervalles  der  ursprünglichen 
Reihe  liegen. 
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Denn  ist  [x]  <  X,  so  wird 

t"«.'-i-[---(r']<x-[a""' 

Der  Quotient  —  bleibt  endlich,   wahrend  *>  ( — )         mit  beliebig 

X 

wachsenden  Werten  von  n  nach  0  konvergiert,  sobald  —  ein  echter 

Bmch  ist.  Es  ergiebt  sich  dies  nach  den  Regeln  des  §  125,  kann 
aber  auch  aus  folgender  Betrachtung  entnommen  werden.  Multi- 
pliziert man  die  geometrische  Reihe 


1  — a 


welche  unbedingt  konvergiert,   wenn  a  ein  echter  Bruch  ist,  mit 
sich  selbst  (§  104),  so  wird 

^— i-^  =  l  +  2a  +  3a*+4a8  +  ...«a— 1  +  ..., 
(1  -  ccf 

und  da  diese  Reihe  unbedingt  konvergieren  muss,  so  ist  limna"""^ 
«=  0,  wenn  a  kleiner  als  1  ist. 

Die  erste  abgeleitete  Reihe  konvergiert  also  bei  allen  Werten 
von  o;,  deren  Betrag  kleiner  ist  als  X;  daraus  folgt,  dass  auch  die 
aus  dieser  abgeleitete  Reihe,  und  ebenso  auch  alle  folgenden  innerhalb 
des  n&mlichen  Intervalles  konvergent  sind.     Hieraus  folgt  weiter: 

Die  durch  eine  Potenzrähe 


ao  +  »1  X  +  aj  x^  +  . .  a»  X«  +  ■ 


definierte   Funktion    wird   di/ferentiiert,   indem   man   die   abgeleitete 
Reihe  durch  gliedweise  Differentiation  büdet. 

Es  seien  x  und  x  +  ^x  zwei  Werte  innerhalb  des  Konver- 
genzintervalles,  die  beide  positiv  oder  beide  negativ  gewählt  seien 
(der  Fall  x  ^  0  erledigt  sich  besonders  einfach);  da  die  Reihe 
unbedingt  konvergiert,  so  vereinige  man  alle  die  Glieder,  welche 
nach  Substitution  der  Werte  x  und  x  +  Ax  das  positive  Zeichen  er- 
halten zu  einer  Reihe  g>(x)  und  alle  Glieder,  welche  das  negative 
Zeichen  erhalten,  zu  einer  Reihe  —  t/;(a;).  Es  ist  dann  F(x) 
'^  ip(x)  —  t/;(a;);  und  es  wirdgigenügen,  den  ausgesprochenen  Sal^ 
der  gliedweisen  Differentiation  dIoss  für  die  Reihe  g>  (x)  zu  beweisen, 
denn  alsdann  gilt  er  auch  für  t/;(x)  und  fUr  die  Differenz  (p(x) 
-ilf(x). 

Ist  also  in  einer  Potenzreihe  <p(x)  ^  aQ+ aiX+ a^x^  +  ..* 
anX*+ ...,  X  positiv  gewählt  und  sind  alle  Glieder  von  einerlei 
Zeichen,  so  bilde  man 
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w(x  +  ^x)  —  (p(jc)              ,        (x+  ^xY  —  Ä* 
T^ ^-^  *=  «1  +  o«  ^ JT^ 


(x  +  Aa;)^  —  x^    .             (x  +  ^xY  —  x" 
+  «,A Äf—  -  +  •••"»  Ax- 

Nun  ist 

(x  +  Aa^)"— a:* 


also  wenn  Ao;  positiv  gewählt  wird,  so  ist 

ti(^  +  ATy-i>  ^^+-^^^^^^  >  nx-'\ 

^  ^  Ax 

Mithin  wird 

<a,+  2a^(x  +  Ax)  +  3a^(x  +  £^xy+  ... 

Die  beiden  nnendlichen  Reihen  sind  konvergent,  solange  x  und 
x  +  Ax  innerhalb  des  Eonvergenzintervalles  der  Reihe  (p(x)  liegen. 
Lässt  man  nun  Ao;  nach  0  konvergieren,  so  wird,  weil  eine  Po- 
tenzreihe, wie  zuvor  bewiesen  wurde,  stetig  ist, 

]hn[ai-{-2a^(x  +  Ax)  +  303(5; +Aa;)^+.,.]  -^  ai-^2a2^  +  3a^x*4-...^ 

also  ist  auch 

Dififerentiiert  man  die  abgeleitete  Reihe  nochmals  gliedweise, 
so  erhält  man  die  zweite  Ableitung  der  Funktion  u.  s.  f.     Es  be- 
stehen also  die  Gleichungen: 
Ist 
F(x)'=aQ+aiX  +  a^x*+a^a^+a^x'  +  ...  (-X<x<+X\ 

so  ist: 
F\x)^ai+2a^x  +  3a^a^+Aa^x^  +  ,..  (-X<x<+  X), 

F"(x)  ^2a^+S.2a^x  +  4:.S.a^x^  +  ...  {-X<x<+  X\ 

F"Xx)^S.2.a^  +  ^.S.2a^x^  +  5.4:.Za^x^  +  ...     (- X  <  a:  <  +  Z), 

Setzt  man  in  diesen  Reihen  x  ^  0,  so  wird 
F(0)«=ao,    JP'(0)=-ai,    F"(0)«2a„    -F'"(ö)  -  3  .  2 o,  u. s. w. 
Mithin  kann  man  der  ursprünglichen  Reihe  die  Form  geben: 

F(x)  =  F(p)  +xF'iO)  +  ^  F"(0)  +  ^  F"'(0)  +... 
und  damit  ist  bewiesen: 
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Wenn  eine  Funktion  innerhalb  eines  Intervalles  Oberhatipt 
durch  eine  konvergente  y  nach  ganzen  positiven  Potenken  von  x  fofi- 
schreitende  Beihe  entwickeUbar  ist,,  so  ist  diese  Entwickdung  die 
Mac-Laurinsche  Beihe,  Es  existiert  für  die  Ftmktion  keine 
andere  Reihenentunckelung  derselben  Art. 


Die  Potenzreihe  für  die  Funktion  e"". 

112.  Die  Entwickelnng  einer  Funktion  in  eine  Potenzreihe 
hat  den  Zweck,  die  Funktion  durch  einen  Ausdruck  zu  definieren, 
der  zugleich  eine  einfache  Berechnung  derselben  für  die  verschie- 
denen Werte  der  unabhängigen  Variabelen  ermöglicht.  Mit  der 
Definition,  welche  wir  für  c',  log  a;,  und  ebenso  sin  a;,  cos  a:  u.  s.w. 
aufgestellt  haben,  ist  noch  keine  zweckmässige  Methode  zur  wirk- 
lichen Berechnung  gegeben. 

Die  aufeinander  folgenden  Ableitungen  der  Funktion  e* 
sind  mit  der  Funktion  identisch,  und  bleiben  also  endlich, 
welchen  bestimmten  Wert  man  auch  der  Variabelen  oa  beilegen 
mag.  Hieraus  geht  hervor  (§  110) ,  dass  die  Funktion  e*  in 
eine  Potenzreihe^  der  Mac-Laurinschen  Formel  gemäss,  ent- 
wickelbar sein  muss,  welche  für  alle  Werte  von  x  zwischen 
—  QC  und  +  QO  konvergiert.  Für  a; «  0  reduzieren  sich  die 
Werte  der  Funktion  und  ihrer  Ableitungen  auf  1 ,  und  man  hat 

a>        £c        X  aj**""^ 

1)       ^'-i  +  T  +  2!  +  3!+-;nT!+- 

Der  Rest  der  Reihe  vom  n*^  Gliede  ab  ist 

2)  Rn^-'^e^'. 

^  n! 

Ist  a  irgend  eine  positive  Zahl,  und  ersetzt  man  x  durch 
X  log  a,  wobei  der  Logarithmus  die  Basis  e  hat,  so  folgt  aus 
der  Gleichung  e*^®««  — a*: 

3)  a'-l  +  ^  +  ^«)V5^|?-?l'  +  ... 
und 

4)  B.-^^««)"a«^ 
^  n! 

113.  Bemerkung  über  die  Zahl  e.  Man  kann  leicht  be- 
weisen, dass  die  Zahl  e  nicht  nur  irrational  ist,  sondern  dass 
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sie  auch,  wie  Liouville  zuerst  bemerkt  hat,  nicht  Wurzel 
einer  Gleichung  zweiten  Grades  mit  ganzzahligen  Koeffi- 
zienten sein  kann.  Denn  wäre  e  Wurzel  einer  solchen  Gleich- 
ung, so  hätte  man  die  Relation 

worin  a,  /),  y  positive  ganze  Zahlen  sind.  Nun  ist  aber  nach 
den  Formeln  1)  und  2): 


e ' 


e      ^-^      1+2!+        n-1!    +        n!        ^^  <  ^  <  ^)- 
Die  Substitution  dieser  Werte  ergiebt  also: 

L    ^  1  ^2!^       w-l!^n!J 

^PL        1^2!^         n-1!    ^        »1!      J      ^^ 

Multipliziert  man  diesen  Ausdruck  mit  n  —  1 !,  so  folgt 

«e«  +  j8(-l)-(r-^ 
w 

und  hier  ist  fi  eine  ganze  Zahl.  Da  man  für  n  eine  gerade 
oder  ungerade  Zahl  wählen  kann,  so  kann  man  das  Vor- 
zeichen von  ±  (—  !)*•  willkürlich  fixieren.  Wählt  man  das  po- 
sitive Zeichen y  so  hat  man 

ae^  +  ße-^ 

n  ^ 

Diese  Gleichung  kann  nicht  bestehen;  denn  die  rechte  Seite 
ist  eine  ganze  Zahl  (allenfalls  Ö),  die  linke  Seite  aber  ist,  da 
n  beliebig  gross  gewählt  werden  kann,  ein  echter  positiver 
Bruch.    Also  ist  die  Behauptung  bewiesen. 

Hr.  H  e  r  m  i  1 6  hat  nachgewiesen,  dass  die  Zahl  e  auch  nicht  Wurzel 
einer  algebraischen  Gleichung  beliebigen  Grades  mit  ganzzahligen 
Koeffizienten  sein  kann:  Sur  la  fonction  ezponentielle,  Paris  1874. 
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Die  Potenzreihen  fflr  die  Funktionen  sin  2;  und  cos  2;. 

114.  Die  Ableitungen  w*®'  Ordnung  der  Funktionen  cos  x 
und  sin  x  sind  bezüglich 

cos ( a;  +  w ~\j     sin (x  +  n  -^ V 

%  ist  die  Längenzahl  der  halben  Peripherie  eines  Kreises  mit 
dem  Radius  1.  Die  Ableitungen  bleiben  also  endlich  für  jeden 
beliebigen  endlichen  Wert  von  Xy  und  hieraus  folgt  (§  110), 
dass  sich  die  Funktionen  coso;  und  sino^nach  der  Mac-Laurin- 
sehen  Formel  für  jeden  Wert  von  x  entwickeln  lassen. 

Für  a:  =  0  bilden  die  Werte  der  Funktion  cos  x  und  ihrer 
Ableitungen  eine  periodische.  Reihe,  deren  Periode 

1,  0,  -1,  0 

ist;,  ebenso  bilden  die  Werte  der  Funktion  sin  x  und  ihrer  Ab- 
leitungen eine  periodische  Reihe  mit  der  Periode: 
0,     1,    0,    -1. 
Also  hat  man  bei  allen  Werten  von  x  zwischen  —  00 

und  +  00: 

1)  cosa:-=l-^,  +  ;jj...(-l)»2^,  +  ..- 

2)  8ina;  =  :.-3,  +  ^,-(-l)-2^^^j;3j  +  ... 

Um  den  Rest  der  Reihe  1)  zu  erhalten,  wenn  man  sie 
mit  dem  Gliede  vom  Grade  2m  abbricht,  hat  man  in  der  ersten 
allgemeinen  Form  für  ü„  statt  n  den  Wert  2m  +  2  zu  setzen; 
dann  wird 

3)  B2m+2 «  2m  +  2\  ^^^  '-^^  +  (w  +  1)  n]. 

Ebenso  wird,  wenn  die  zweite  Eleihe  mit  dem  Gliede  vom 
Grrade  2fn  +  1  geschlossen  wird: 

^)  «.«m  +  3 
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Ist  die  Länge  x  zwischen  0  und  —  enthalten,  und   giebt 

man  m  nach  einander  die  Werte  0,  1,  2^  3  ...,  so  wird  der 
Wert  von  i22m+a  oder  JJjsm+a  abwechselnd  negativ  und  positiv. 
Hieraus  folgt,  dass  man,  wenn  man  die  Reihe  1)  oder  2)  mit  dem 
ersten^  mit  dem  zweiten  Gliede  u.  s.  w.  abbricht,  eine  Reihe 
von  Werten  erhält,  welche  abwechselnd  grösser  und  kleiner 
sind,  als  die  Werte  cos  x  und  sin  x.    So  ist  insbesondere 

cosrr<l,     cosa;>l— 2^?     cosa;<l— ^  +  — , 

x^  x^       x^ 

sina;<a;,     sin  a?>  a?  — -^77     sina;  <a:  — ■  777  +  vr- 

Ol        .  Ol       0! 


Die  Potenzreihe  fftr  die  Funktion  log  (1  +  x), 

115.   Bezeichnet  man  mit  l(x)  den  natürlichen  Logarith- 
mus, so  ist 

dx  1  +  X  ^ 


und  allgemein: 

dHjl  +x) 
dx"" 


(- l)»-iw-l!(l  +x)-^ 


Für  X  ^  0  reduzieren  sich  diese  Werte  bezüglich  auf  1 
und  (—  ly-^n—  1!,  1(1  +  x)  wird  0,  es  ist  also 

1)  ;(i  +  x)=^-^  +  ^-...  +  (-l)-«-^-j  +R., 
ferner: 
9^  7?    ■  (-!)"-' a?" 

oder: 

(-l)»-i(l-ö)-ia,n 

*^  -""  il  +  Bx)" 

Wenn  also  der  Rest  Bn  fdr  unbegrenzt  wachsende  Werte 
von  n  die  Grenze  0  hat,  so  hat  man  nach  der  Mac-Laurin- 
schen  Formel 

4)  ,(i  +  ,)»-_|:+^_J+... 

Serret,  Differential-  und  Integral -Beohnang.  I.  Bd.  11 
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Diese  Reihe  konvergiert  nicht,  wenn  der  Betrag  von  x 
grösser  als  1  ist,  denn  das  Verhältnis  des;  (n  -f  1)  Gliedes  zum 

vorhergehenden,  nämlich  — — r-  x  =« -r  konvergiert  nach  der 

n 
Grenze  x^  wenn  n  unendlich  wird.    Also  kann  die  Gleichung  4) 
nicht  bestehen,  ausser  für  Werte  von  x  zwischen  —  1  und  + 1» 

Um  nun  zu  entscheiden,  ob  der  Rest  die  Grenze  0  hat, 
wollen  wir  die  beiden  Fälle,  dass  x  positiv  und  dass  es  negativ 
ist,  unterscheiden. 

l.  Ist  a;>0,  so  wenden  wir  die  Form  2)  des  Restes  an, 
nämlich 

« (_  lU-i .  1  f _^    V. 


Ist  nun  a;<c;  1,  so   konvergieren   beide   Faktoren  —  und 


\  \  +  Qx) 


mit  beliebig  wachsenden  Werten  von  x  nach  O5  fär 

a:=l  kann  es  zwar  eintreten,  dass  der  zweite  Faktor  nicht 
0  wird,  aber  er  wird  doch  nie  grögser  als  1.  Also  wird 
der  Rest  Bn  schliesslich  0  und  die  Gleichung  4)  ist  gültig. 
2.  Wenn  a;  <  0  ist,  so  benutzen  wir  die  Form  3)  des 
Restes,  und  indem  wir  x  ^  —  z  setzen,  wird 


j.       —z    (z  —  ^zy-^ 


Ist  nun  j3  <  1 ,  so  ist  der  Betrag  des  ersten  Faktor  immer 

eine  endliche  Grösse  kleiner  als ;  der  zweite  Faktor  ist 

kleiner  als  jef'—^und  konvergiert  also  bei  beliebig  wachsenden 
Werten  von  n  nach  0.  Also  gilt  die  Formel  4)  auch  für  die 
Werte  zwischen  x  «-  0  und  a;  «  —  1.  Für  den  Wert  a;  «=  —  1 
werden  die  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  unendlich  (§  98), 

Bemerkung.    Ist  x  positiv,  so  hat  der  Rest  das  Zeichen 

(—  1)'*~\  und  sein  absoluter  Wert  ist  kleiner  als  —  x\  Dieser 

n 

Rest  kann  also  auch  in  der  Form 

jj.=(-i)'-»-^  (o<e<i) 

dargestellt  werden. 
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Ist  X  negativ  und  gleich  —  0,  so  ist,  för  j?  <  1 ,  —  B„  gleich 
dem  Produkt  von  zwei  positiven  Paktoren,  welche  bezüglich 
kleiner  sind  als 

-T nnd    e^-'K 

1— xf 

Demnach  kann  man  setzen: 

So  hat  man  also,  wenn  man  mit  x  eine  Grösse  zwischen 
0  und  1,  und  ebenso  mit  6  und  0'  Orössen  zwischen  0  und  1 
bezeichnet: 


2(1-0:) 


Formeln  fftr  die  Berechnung  von  Logarithmen. 

116.  Bereohnnng  der  natürlichen  Logarithmen.    Ist  die 

Grösse  x  zwischen  0  und  1  enthalten,  so  hat  man  die  beiden 
Gleichungen: 

1)  Kl  +  :r)  =  f-^  +  ^-^  +  ..., 

und  zieht  man  die  zweite  von  der  ersten  ab^  so  folgt: 

Setzt  man  in  der  Gleichung  \)  x  —  -^>  so  wird  2  (1  +  «) 

-i(l  +  A)_i(iV+Ä)-i(-?0  und 

setzt  man  femer  in  der  Gleichung  3) 

a?  —  Q  ■- y  ,  ,     oder    -^ « — =r= — > 

so  folgt: 
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Die  Gleichungen  4)  und  5)  werden  angewandt,  am  den 
natürlichen  Logarithmus  einer  Zahl  N  +  h  zu  bestimmen, 
wenn  der  Logarithmus  der  Zahl  N  bekannt  ist.  Die  in  diesen 
Gleichungen  enthaltenen  Reihen  sind  rasch  konvergent^  sobald 
nur  N  einigermassen  grosser  ist  als  h.  Insbesondere  wird 
für  A  =  l: 

117.  Modul  der  gewöhnliohen  Logarithmen.     Es  ist 

.    Nimmt  man  nun  auf  beiden  Seiten  die  natürlichen  Loga- 
rithmen, so  folgt 

Z(a;)«=logvulga;.f(10), 

und  setzt  man  M  =«  ..^^.y  so  ist 

8)  log  vulg  X  ^  M'l  (x). 

Demnach  erhält  man  die  Logarithmen  in  Bezug  auf  die 
Basis  10,  indem  man  die  natürlichen  Logarithmen  mit  der 
Eonstante  M  multipliziert,  welche  der  Modul  der  gewöhn- 
lichen Logarithmen  genannt  wird. 

Die  Formeln  des  vorigen  Paragraphen  liefern  die  Berech- 
nung von  M]  zunächst  ergiebt  die  Formel  7)  für  .^  =  1: 

Die  Formel  5)  giebt  sodann,  indem  man  ^«-8  und  ä«2 


10)     KlO)-3U2)  +  2(l+3ig,  +  ^  +  ...), 
und  man  hat  folglich 
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Diese  Reihen  sind  genügend  rasch  konvergente;  aber  man 
kiüin  auch  unendlich  viele  andere  bilden^  in  denen  die  Glieder 
noch  rascher  abnehmen.  Wenn  man  z.  B.  in  der  Gleichung  5) 
N  «  4096  «  2",  Ä  «  4,  also  N+h^  4100  setzt,  und  in  der 
Formel  7)  -Z^=  40  -  2\  10,  so  folgt: 

U41)  +  2U10)-12K2)+2[2l9  +  3^,+^^,  +  ...], 
K41)»/(10)  +  2Z(2)  +  2[A  +  _^  +  __^  +  ...], 

und  eliminiert  man  l  (41)  und  l  (2)  zwischen  diesen  Gleichungen 
und  der  Gleichung  10),  so  wird: 


12) 


+  ^VsT+sTsP'^öTsi^'*^"/ 

~    ®\2Ö49''"  3.2049»  "*""/' 


Berechnet  man  jedes  Glied   der  Gleichung  11)  oder  12) 

auf  28  Dezimalstellen,  um  für  die  Werte  von  -^^  und  Jlf  25  De- 

Jjil 
zimalen  zu  erhalten,  so  findet  man: 

13)  -^  «  2,30258  50929  94045  68401  79914 . .., 

14)  M  =  0,43429  44819  03251  82765  11289  . . . 

118.  Bereohnong  der  gewöhnlichen  Logarithmen.     Die 

Formeln  4)  und  5)  dienen  zur  Berechnung  der  gewöhnlichen 
Logarithmen,  wenn  man  ihre  rechten  Seiten  mit  dem  Modul  M 
multipliziert.     Man  hat  also: 


15) 


log(iV+  h)  -  log  2V  =  M [~  -2^,  +  3^+...], 
log(2.H- Ä)  -  logier- 2i.fyL_+3^^^.-^-} 


und  setzt  man  A  « 1: 
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■  log(i^  +  l)-log2^=M[^-^.+3]^.-...}       . 
16)  j 

Da  der  Modul  M  bekannt  ist,  bo  kann  man  mittelst  dieser 
Gleichungen  die  Berechnung  ausführen. 

119.  Bemerkung  über  den  Gebrauch  von  Logarithmen- 
tafeln. Bei  der  Benutzung  der  Logarithmentafeln  nimmt  man 
an,  dass  kleine  Änderungen  des  Numerus  proportional  sind 
den  entsprechenden  Änderungen  des  Logarithmus.  Wir  wollen 
zeigen,  dass  diese  Annahme  f&r  diejenige  Annäherung,  welche 
man  zu  erreichen  wünscht,  zulässig  ist.  Zu  dem  Zwecke 
nehmen  wir  die  Gleichung 

welche  im  §  115  abgeleitet  wurde,  und  in  welcher  x  eine 
gegebene,  zwischen  0  und  1  gelegene  Zahl  bedeutet ,  ebenso  0 
eine  positive  Grosse  kleiner  als  1.  Multiplizieren  wir  die 
rechte  Seite   mit   dem  Modul  M,   um   zu   den   gewohnlichen 

Logarithmen  überzugehen,  und  ersetzen  wir  x  durch  -^i  so 
wird 

17)  log  {N  +  K)  _  log  jr  =  Jf  (A  _  1^), 

auch  hat  man,  indem  man  A  =  1  setzt  und  6  an  Stelle  von 
6'  schreibt: 

18)  iog(J^+l)-logi^=Jtf(-l-2^,). 
Setzen  wir 

log(iV^+  A)  -  logi\^«  A,  log(JV^+  1)  -  log 2^«  2), 
femer: 

19)  A«Ä2)  +  «,    Ä-^  +  iy, 

so  ist  B  der  Fehler,  welcher  bei  der  Berechnung  des  Logarith- 
mus von  N  +  h  begangen  wird,  wenn  man  bei  Benutzung  der 
Logarithmentafel  den  Proportionalteiler 
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20)  A^yD 

addiert.  Desgleichen  ist  rj  der  Fehler,  welchen  man  bei  der 
Bestimmung  des  Numerus  zu  einem  gegebenen  Logarithmus 
begeht,  wenn  man  die  nämliche  Proportion  anwendet. 

Ersetzt  man   nun  in  den  Formeln   19)  A  und  D  durch 
ihre  Werte  aus  den  Formeln  17)  und  18),  so  wird: 

A,  6,  0'  sind  aber  enthalten  zwischen  0  und  1,  und  M  ist 
kleiner  als  ^;  also  ist 


**>«w<4^'  ^^^[:v-]<2^ 


2N^ 

Man  sieht  hieraus,  dass,  wenn  N  grösser  ist  als  10000, 
der  Betrag  yon  s  kleiner  ist  als  der  vierte  Teil   der  achten 

Dezimalstelle:  ebenso  ist  der  relative  Fehler  —^  kleiner  als  die 

Hälfte  der  achten  Dezimalstelle.  Also  ist  die  Anwendung  der 
Proportion  20)  zulässig,  wenn  man  sich  auf  sieben  Stellen 
beschränkt,  sei  es,  dass  man  den  Logarithmus  zu  einer  ge- 
gebenen Zahl,  oder  umgekehrt  zu  einem  gegebenen  Logarith- 
mus- die  zugehörige  Zahl  berechnen  will. 


Die  Binomialreihe. 

120.  Der  Ausdruck  (a  +  t)"',  in  welchem  m  eine  beliebige 
reelle  Zahl  bedeuten  soll.,  kann  mehrere  Werte  annehmen,  aus- 
genommen, wenn  m  eine  ganze,  positive  oder  negative  Zahl 
isi  Ist  aber  a+  b  positiv,  so  ist  immer  einer  dieser  Werte 
reell  und  positiv.    Dieser  eine  Wert  ist  es,  den  wir  betrachten. 

Setzt  man  —  -»  o;,  so  wird   der  obige  Ausdruck  gleich   dem 

Produkte  von  a"*  mit  (1  +  a;)"».  Mit  dieser  letzteren  Funktion 
haben  wir  uns  zu  beschäftigen,  indem  wir  uns  die  Aufgabe 
stellen^  dieselbe  in  einer  Reihe,  fortschreitend  nach  ganzen 
positiven  Potenzen  von  x,  zu  entwickeln. 
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Man  liat 

"^^^d^^^"  -  w(w-  1)  (m^  2)  . . .  (m~  n  +  1)  {l+x)'—% 

und  für  ä:  «  0  reduziert  sich  die  Ableitung  auf  den  Wert; 
w(m  —  1)  (m  —  2)  . . .  (m  —  n+  1). 
Folglich  hat  man: 

tt! 


und 

2 
oder 

0  bezeichnet  wie  gewohnlich  eine  Grösse  zwischen  0  imd  1. 
Wenn  nun  schliesslich  22»  mit  unbegrenzt  wachsenden  Werten 
von  n  nach  0  konvergiert,  so  vnrd: 

und   dies   ist  die   Binomialformel    für    einen    beliebigen   Ex- 
ponenten m.    Es    ist   kaum    notig   hinzuzufügen,   dass   diese 
lleihe  von  selbst  abbricht,  wenn  m  eine  positive  ganze  Zahl 
ist;  von  diesem  Falle  sehen  wir  im  folgenden  ab. 
Das  Verhältnis  des  n  + 1**"  Gliedes  zum  n^^  ist: 

m  — n  +  1          ,            A       m  +  l\ 
X    oder    —  1 1 )  x. 

eine  Grösse,  die  für  beliebig  wachsende  Werte  von  n  nach 
—  X  konvergiert.  Hieraus  folgt,  dass  die  Gleichung  4)  nicht 
besteht,  ausser  wenn  x  zwischen  —  1  und  +  1  enthalten  ist, 
denn  Anderen  Falles  wachsen  die  absoluten  Werte  der  Reihen- 
glieder von  einer  bestimmten  Stelle  ab  beständig. 

Wir  nehmen  zuerst  an,  dass  x  zwischen  0  und  1  liegt; 
dann  hat  man,  nach  der  Formel  2)  des  Bestes: 
_       rmx  (m—l)x    (m  —  2)x        {m  —  n +  l)xl      '    1 

^"^Li       2         3  n      J(r+eip^* 
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Die  Grösse  zwischen  den  Klammem  konvergiert  bei  be- 
liebig wachsenden  Werten  von  n  nach  0.  Denn  wenn  n  um 
die  Einheit  vergrössert  wird,  erhält  dieses  Produkt  den  Faktor 

—  xll j,  der  nach  der  Grenze  —  x  konvergiert,  wenn 

n  beliebig  wächst.  Hieraus  folgt,  dass  in  diesem  Produkte 
die  Anzahl  derjenigen  Faktoren,  deren  Betrag  grösser  ist  als  1, 
eine  begrenzte  ist,  während  die  Anzahl  der  Faktoren,  deren 
Betrag  kleiner  wird  als  1,  ja  selbst  kleiner  wird  als  irgend 
ein  zwischen  x  und  1  enthaltener  Wert,  grösser  wird  als  jede 

angegebene   Zahl.     Der   andere   Faktor  /<   ,  n  w-n  ^^^^^  ^i® 

Einheit  zur  Grenze  haben ,  wenn  die  Grenze  von  0  null  ist; 
aber  er  überschreitet  keinesfalls  die  Eins.  Demnach  konver- 
giert Rn  nach  0,  wenn  x  positiv  und  kleiner  als  1  ist,  und 
folglich  besteht  in  diesem  Falle  die  Gleichung  4). 

Nehmen  wir  nun  an^  dass  x  zwischen  0  und  —  1  enthalten 
ist;  wir  setzen  hierbei  x  ^  ^  0  und  wenden  die  Form  3)  für 
den  Rest  an.     Er  ist 

«._(_,).[&^...(=!z^']„.(,_e.).-.(^j-. 

Wenn  n  unendlich  wächst,  so  konvergiert  der  zwischen 
den  Klammem   enthaltene  Faktor  nach  0,  wie   eben  gezeigt 

/   1  —  6    \n''l 

wurde.     Der  Faktor  w;?  (1  — 6 je?)"»~*|^j ^-j       konvergiert 

ebenfalls  nach  0,  ausser  wenn  die  Grenze  von  0  null  ist. 
Dann  aber  ist  der  Wert  desselben  endlich  und  höchstens 
gleich  mg.  Hieraus  folgt,  dass  Rn  nach  0  konvergiert,  und 
dass  also  die  Gleichung  4)  auch  für  die  Werte  Yon  x  zwischen 
0  und  —  1  besteht.  • 

121.  Die  bisherige  Untersuchung  lehrt,  dass  die  Gleich- 
ung 4)  für  alle  Werte  von  x  zwischen  —  1  und  +  1  gültig 
ist,  aber  sie  sagt  nichts  aus  über  die  Grenzen  —  1  und  -|-  1 
selber.  Abel  hat  bewiesen,  dass  eine  Potenzreihe  mit  positiven 
ganzzahligen  Exponenten,  wenn  sie  für  einen  Wert  x^  der 
Variabelen  konvergiert,  auch  für  jeden  Wert  x  konvergent 
ist,  dessen  Betrag  kleiner  ist  als  x^  (§  104);  und  weiter,  dass, 
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wenn  S  die  Summe  der  Potenzreihe  für  den  Wert  x  der  Varia- 
belen  bezeichnet,  und  Sj  die  Summe  für  den  Wert  x^^  die 
Grösse  S  nach  Ä^  konvergiert,  wenn  x  in  den  Wert  x^  über- 
geht. Letzteres  besagt,  dass  eine  Potenzreihe,  welche  auch 
an  den  Grenzen  ihres  Konvergenzintervalles  konvergiert,  eine 
stetige  Funktion  der  Yariabelen  ist  nicht  nur  innerhalb  des 
Intervalles  (§  111),  sondern  auch  einschliesslich  der  Grenzen. 
Indem  wir  diese  Erweiterung  zunächst  als  bewiesen  vor- 
aussetzen, können  wir  behaupten,  dass  die  Gleichung  4) 
auch  für  die  Grenzen  —  1  und  +  1  gelten  wird,  wenn  die 
Reihe  auf  der  rechten  Seite  für  diese  Werte  konvergiert. 
In  welchen  Fällen  dies  stattfindet,  ist  leicht  zu  bestimmen. 
Ist  rp  «  ±  1 ,  so  wird  das  Verhältnis  des  (w  +  l)*«*^  Gliedes  der 
Reihe  4)  zum  «*•"  gleich 

Ist  also  m  +  1  <  0,  so  wachsen  die  Beträge  der  Reihen- 
glreder  beständig  und  die  Reihe  ist  divergent.  Wir  müssen 
also  m  +  l  positiv  annehmen. 

Ist  Un  der  Betrag  des  n*®°  Gliedes  der  Reihe  4)  unter  der 
Voraussetzung,  dass  a;  ■=  ±  1  ist,  und  bezeichnen  wir  mit  v^ 
das  n^  Glied  der  Reihe 

1  1^      J_        1 

SO  ist 

l\-(m+l) 


Un  n  v„        \        nJ 


O+i) 


Die    Binomialformel    ist    anwendbar    auf   die    Funktion 


)  und  beschränkt  man  die  Entwickelung  auf  zwei 
Glieder,  so  hat  man 

ü=±.i      1  _  (*»  +  ^)  .  (m  +  l)(m  +  2)  /  •      e\-— » 


3a  nun 

m+  1  positiv 

ist,  so 

ist 

-  oder 

Wn  +  i 
Vn  +  l 

< 
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Ist  für  einen  bestimmten  Wert  von  n 
—  «  it    oder  Un  =  Jcv^ 

Vn 

so  wird 

U«  +  i<ifct?n+l,    W»+2<ÄV«4.2,   Mn+3<*t;„  +  3... 

Nun  ist  aber  die  Reihe 

5)  IcVqj  kvi,  kv^ ... 

konvergent,  wenn  w>0   ist  (§  98);    also  konvergiert   auch 
die  Reihe 

Demnach  gilt  bei  positivem  m  die  Gleichung  4)  auch  f&r 
^  *=  ±  1  und  man  hat 

7)    0-l-y+        2j 3j +  ... 

Ist  m  negativ,  so  wird  die  linke  Seite  der  Gleichung  4) 
unendlich  für  x  ^  —  l,  und  die  Reihe  auf  der  rechten  Seite 
kann  also  nicht  konvergieren.  Dagegen  konvergiert  aber  die 
Reihe  für  a?  «=  +  1,  wenn  m  zwischen  0  und  —  1  gelegen  ist,  und 
folglich  gilt  dann  auch  die  Gleichung  6)  für  diese  Werte  von  in. 
In  der  That,  die  Glieder  der  Reihe  6)  sind  abwechselnd  po- 
sitiv und  negativ,  und  ihre  Beträge  nehmen  durchaus  ab  und 
konvergieren  nach  0,  denn  sie  sind  von  einer  bestimmten  Stelle 
an  kleiner  als  die  entsprechenden  Glieder  der  Reihe  5). 

Den  Beweis  des  zweiten  der  oben  angeführten  Sätze  hat  Abel 
(Oeuvres  completes.  Edition  par  Sylow  et  Lie  pag.  223)  in  seiner 
grundlegenden  Fntersuchung  über  die  Binomialreihe  in  folgender 
Weise  geführt. 

Wenn  die  Reihe 

ao  +  aiX  +  a^x^  +  ...  a«_i  ä"-^  +  . . . 

konvergent  ist  für  einen  bestimmten  Wert  x  ^  x^j  und  man  be- 
zeichnet ihren  Wert  als  Funktion  von  x  mit  f(x)f  so  ist 

f(^i)  ==  «^0  +  «1  ^1  +  •  •  •  «'«-1  V"^  +  9  (^i), 

/*(^'i  -  <J)  "-  «0  +  «1  («"i  -  ^)  +  ..  «.-1  (^1  -  <5V-'  +  9>(j'i  -  0- 
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Für  den  Rest  (p(x)  bestehen  die  Gleichungen: 

oder: 


+  a,+,V+*(^)"     + 


Es  gilt  nun  der  Satz:    Der  absolute  Wert  von  (pi^^  —  S)  ist 
kleiner  als  das  Produkt 


e-^o"- 


wenn  man  mit  p  den  grössten  Betrag  bezeichnet ,  welcher  unter 
den  Summen: 

vorkommt;  diesen  Hilfssatz  vorausgesetzt  kann  man  weiter  schliessen: 
Da  die  Potenzreihe  für  x  -^  x^  konvergent  ist,  so  lässt  sich  eine 
Stelle  n  fixieren,  von  der  ab  der  Betrag  s&mtlicher  Summen  8), 
und  also  auch  der  grossesten  unter  ihnen,  welche  mit p  bezeichnet 
wurde,  kleiner  sind  als  eine  beliebig  kleine  Zahl  e.  Mithin  wird 
nicht  nur  abs  [9(^1)]  <  s,  sondern  auch 

ab8[,,(x,-a)]<(^^)"l> 

unabhängig  von  ö  kleiner  als  s.  Wählt  man  also  erst  n  so  gross, 
dass  abs  [^(rrjj  und  a,hß[(pQci  —  ö)]  kleiner  als  s  sind,  und  als- 
dann 6  80  klein,  dass  das  Polynom 

^»(^i-^)-=ao  +  a,(a;i~d)  +  a,(a-i-(jy+...an-i(^i-iJ)«-^ 
um  weniger  als  s  von  dem  Polynome 

Sn{x^)  ==  «0  +  «1  ^1  +  «2  ^1*  +  •  •  •  »«-1  ^1**"^ 
differiert,  so  folgt  aus  der  Gleichung: 

fi^i)  -  fi^i  -^)-  Snix,)  -  Sn(x,  -  <J)  +  q>{x,)  -  g>{x,  -  (J), 


abs[/'(a:J-/-(a:i~d)l<3  6, 

d.  h.  dass  die  Funktion  f^x^  —  d)  stetig  in  den  Wert  f(x^)  über- 
geht,  wenn  6  null  wird. 

Beweis  des  Hilfssatzes.  Der  Hilfssatz  selbst  beweist  sich 
folgendemiassen:  Es  seien  Eq,  C|,  {^  •••  positive  abnehmende  Werte, 
und  die  Grössen 
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JPo;  Pi^  Pi  '"Pm,  ... 
mögen  eine  konvergente  Reihe  bilden.     So  ist 

^oPo  +  hPl  +  '"  ^mPm  «  («0  -  «l)  ^0  +  («1  -  «2)  h 

wenn  man 

PO^'OJ   1^0+1^1=^1;   PQ+Pl+P2'==k'i  "'Po  +  Pl  +  '"Pm^t^r- 

also 

1>0  ^  ^01  i'l  "=  ^1  ■"  *03  ft  =  ^a  ■"■  '1 J  •  •  •i'm  *=  'm  —  *m-l  ' '  * 

setzt.  Nun  ist  aber ,  da  die  Differenzen  f q  —  «i ,  b^  —  b^,,.  sämt- 
lich positiv  sind,  der  Betrag  von 

(*0  —  «1)  ^0  +  («1  —  «9)  ^1  H (fm-l  —  «m)  ^m-1  +  «m  6« 

kleiner  als  der  grösste  Betrag  unter  den  Werten  ^q,  t^  •••  ^m»  niiil- 
tipliziert  mit  der  Summe  {bq  —  «j)  +  («i  —  «2)  +  •  •  •  (fm— 1  —  fm) 
4-€m"=fo9  ^-  ^*  ^^  ^^^  ^^®  gi'oss  auch  m  werden  mag 

wenn  p  den  grössten  Betrag  unter  den  Summen 

Pq,     P^  +  Piy     Po  +  Pl  +  P%,"'P^  +  Pi  +  '-Pm,'" 

bezeichnet 

Entwickelung  der  Funktion  f{x  +  h)  in  eine  Reihe^ 

geordnet  nach  Potenzen  von  h,  f&r  den  Fall,  dass 

die  Taylorsche  Reihe  nicht  gültig  ist. 

122.  Wird  die  Funktion  f{x)  oder  eine  ihrer  Ableitungen 
unstetig,  wenn  die  Variabele  x  den  besonderen  Wert  x^  an- 
nimmt, so  kann  die  Funktion  ({x^  -f  K)  nicht  nach  der 
Taylorschen  Gleichung  in  eine  Reihe  entwickelt  werden,  welche 
nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  h  fortschreitet.  Lässt 
man  aber  negative  oder  gebrochene  Potenzen  von  Ä  zu,  so 
kann  es  vorkommen,  dass  fix^  +  h)  in  eine  konvergente  Reihe 
entwickelbar  ist;  in  diesem  Falle  hat  man  die  aufeinander 
folgenden  Reihenglieder  folgendermassen  zu  berechnen. 

Wenn  die  Funktion  f(x)  einen  endlichen,  von  0  ver- 
schiedenen Wert  für  x  '^  Xq  besitzt^  und  stetig  ist  für  alle 
Werte  von  x  -=  Xq  bis  Xq  +  h,  so  hat  man 

1)  f{x,+  h)^A  +  s 

und  f  wird  mit  h  unendlich  klein. 
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Ist  aber  die  Funktion  f{x)  stetig  von  x « x^  bis  x^+h  und 
yerscbwindet  sie  für  den  Wert  x^x^^  so  wollen  wir  annehmen, 
dass  man  eine  ganze  oder  gebrochene  Zahl  n  ausfindig  macheu 
kann,  welche,  wenn  h  als  unendlich  kleine  Grösse  erster  Ord- 
nung betrachtet  wird,  die  Ordnung  des  Yerschwindens  der 
Funktion  angiebt.     Alsdann  hat  man 


oder 

2)  f{x^^h)^h'{A  +  i), 

wobei  B  wiederum  mit  h  unendlich  klein  wird. 

Wird   endlich   die   Funktion  f{x)  fttr  x  -==  x^   unendlich,  * 
und  kann  man  eine  positive  Zahl  m  bestimmen,  welche  die 
Ordnung   des   Unendlichwerdens   von  fix^  +  Ä)   im  Vergleich 

zu  -f-  ausdrückt,  derart,  dass 

\\mhr'f{x^+h)=^A 

eine  endliche  von  0  verschiedene  bestimmte  Zahl  wird,  so 
hat  man 

3)  f{x,-\-h)=^^{,A-\-B). 

Die  Formel  2)  schliesst  die  Formel  3)  in  sich,  wenn  man 
fEür  n  den  negativen  Wert  —  m  einsetzt;  sie  umfasst  auch  die 
Formel  1),  wenn  man  ftlr  n  den  Wert  0  zulässt.  So  hat  maöi 
also  in  den  drei  betrachteten  Fällen^  indem  man  x  statt 
x^+h  schreibt: 

4)  /^(«)-(^-a:o)-/i  (:«'). 

Hierbei  ist  n  eine  positive  oder  negative  Zahl,  die  auch  0 
sein  kann,  fiix)  eine  Funktion,  welche  ftlr  x  =  Xq  einen 
endlichen,  von  0  verschiedenen  Wert  A  annimmt.  Da  die 
Funktion 

n{x)-A 

für  X  ^  Xq  verschwindet;  so  erhält  man,  wenn  man  eine  po- 
sitive Zahl  Hj  —  n  ausfindig  machen  kann,  welche  die  Ord- 
nung des  Yerschwindens  im  Vergleich  zu  x  —  x^  angiebt, 
ebenso 
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f^{x)  ist  dann  eine  Punktion,  welche  für  x  ^  Xq  einen  end- 
lichen von  0  verschiedenen  Wert  Ä^  annimmt.  Also  wird 
die  Gleichung  4): 

5)  f(x)  ^A{x-  x,y  +{x^  x,Y^  f,  (x). 

Die  Funktion  ^  .  . 

f^(x)-A, 

wird  für  x  '^  Xq  gleich  0,  und  kann  man  eine  endliche  po* 
sitive  Zahl  n^— n^  B^nsündig  machen,  welche  die  Ordnung  des 
Verschwindens  angiebt,  so  ist 

f,{x)-A,^{x-x,)'^—^f,{xy, 
f^  (x)   erhält  für  x  ^  Xq  einen  endlichen  von  0  verschiedenen 
Wert  w^g.     Die  Gleichung  5)  wird  also: 

6)  /-(ä:)  =-A{x^  x,y  +  A, (x  -  x,y^  +(x-  x,)-^  f,{x). 

Fährt  man  so  fort,  so  gewinnt  man  den  folgenden  Aus- 
druck: 

7)  f{x)=^A(x-x^y  +  A,{x^Xoy^+A^{x^x^y^ 

+  ,..Ai^i{x-x^yi-^+Ri, 
und  es  ist 

8)    E^^(x  -^o)"'  /;+i(^)  -  (^  -  ^oY'-'lfii^)  -  ^.-i]. 
Diese  Gleichung  setzt  aber  voraus,  dass  man  die  wachsen- 
den Zahlen 

n,  Wi,  «2j  •••  ^« 

80  bestimmen  kann,  dass  fdr  jeden  Wert  von  h  von  1   bis  i 

der  Quotient  ^  ,  . 

fkjx)-  Ak^i 

nach  einer  bestimmten,  von  0  verschiedenen,  endlichen  Grenze 
Ak  konvergiert,  wenn  x  gleich  x^  wird. 

Sind  diese  Bedingungen  stets  erfüllt,  wie  gross  auch  i 
wird,  und  konvergiert  der  Rest  Bi  bei  beliebig  wachsenden 
Werten  von  i  nach  0,  so  folgt  aus  Her  Gleichung  7)  die  Ent- 
wickelung:  ' 

•9)    f(x)^A(x--x^y  +  A,{x-^x^y^  +  A^(x-Xo)'^  +  .'^ 
oder  wenn  man  x  —  Xq^Ji  setzt: 

10)  f{xQ  +  A)  «  ^Ä«+  -4i  A*»«  +  ^gÄ«*  +  ... 
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Dies  ist  die  Entwickelung  von  f{xQ  +  Ä)  in  eine  Reihe, 
welche  nach  wachsenden  positiven  oder  negativen  Potenzen 
von  h  geordnet  ist. 

123.   Betrachten  wir  z.  B.  die  Funktion 


f{x)  =  y^mx  —  sina;^, 

deren  Ableitung  f{x)  i}lt  x  ^  x^  unendlich  wird,  die  also  die 
Entwickelung  nach  der  Taylor  sehen  Reihe  nicht  zulässt.  Die 
Funktion  Binx  —  siurr^  ist  entwickelbar  nach  der  Taylor  sehen 
Reihe,  und  es  ist: 

Hieraus  folgt,  dass  die  Funktion 


Vx  -  Xq 

für  X  '^  Xq  die  Grenze  |/cos  Xq  hat.    Demnach  hat  man  in  den 
Bezeichnungen  des  vorigen  Paragraphen  zunächst 


ferner: 


n  «  - ,    Ä  =  y cos  Xo,    /;  (x)  «  "7^A.^=- 
^  yx  —  Xq 


{x  -  aro)"'    "«  /i  (a;)  -=  l/cos  rco  -  ^pf-  sin  a^o  - . . .  —  Vcos  i^o 


5/        iPft 

sm  X(.  — , 


1.2 


1/  cos  a^o — -^^"?-  sin  Xo  — . . .  +  V^os  Xq 

Dieser   Ausdruck   wird    unendlich   klein   von   der  ersten 

Ordnung,  und  es  ist 

3         .  sin  Xq 

Mj  *=  ^}       JL^  = ~  , 

^      *  4|/co8a;o 

2  sma^o gj  -"  cosa;o  +  ... 

f^{x)^- 


l/cosa^o  —  -^    2^  sina;o  — ...  +  j/cosa^o 
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Will  man  die  Entwickelung  auf  zwei  Glieder  beschränken, 
so  erhält  man 

1         sin  a?n  - 


4ycosa;^ 
und  der  Rest  R^  hat  den  Wert: 

Ä,-(^-^o)«r^(?)+7$^=-i- 

L  4yco8XQj 

gtea 

Er  wird  von  höherer  Ordnung  als  der  -^    unendlich  klein. 


BeätimniuDg  der  Grenze^  nach  welcher  der  Qaotient 
zweier  Funktionen  konvergiert^  welche  beide  gleich- 
zeltig  null  oder  unendlich  werden. 

124.  Wenn  eine  Funktion  sich  in  der  gebrochenen  Form 

f(x) 

Lv/  \  darstellt,  so  kann  es  eintreten,  dass  Zähler  und  Nenner, 

F{x)  '  ' 

welche  als  stetige  Funktionen  vorausgesetzt  sind,  gleich- 
zeitig verschwinden  oder  unendlich  werden  für  einen  spe- 
ziellen Wert  X  =  Xq.  Es  handelt  sich  dann  darum,  den 
eigentlichen  Wert  dieser  Funktion  an  dieser  Stelle  zu  er- 
mitteln, d.  h.  den  Wert,  nach  welchem  der  Quotient  konver- 
giert, wenn  die  Variabele  x  sich  dem  Werte  Xq  beliebig  nähert. 
In  vielen  Fällen  gelangt  man  dazu  vermittelst  des  folgenden 
Satzes: 

Lehrsatz  I.  Wenn  die  stetigen  Funktionen  f(x)  und  F(x) 
beide  nach  dem  Werte  null  konvergieren^  falls  x  der  Grenze  -x^ 
beliebig  sich  nähert,  und  wenn  die  Ableitungen  dieser  Funktionen 
bestimmte  endliche  Werte  haben,  so  konvergieren  die  Quotienten 

F(x)'     F'(x) 

wocÄ  der  nämlichen  bestimmten  Grenze,  oder  sie  wachsen  beide 
Ober  jede  Grenze,  falls  man  x  nach  x^  konvergieren  lässt. 

1.  Wir  nehmen  zuerst  an,  dass  die  Ableitung  F\x)  für 
X  ^  Xq  nicht  null  ist.   Alsdann  lässt  sich  die  Grösse  h  so  klein 

S er r et,  Differential-  und  Integral -Reohnung.    I.  Bd.  12 
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Tvählen^  dass  auch  im  Interyalle  von  Xq  bis  x^  +  h  die 
Funktion  F\x)  nicht  verschwindet,  und  es  wird  nach  dem 
Mittelwertsatz  §  17: 

F{x,+  h)''  F\x,+  hS 

Die  Grösse  h^  liegt  zwischen  0  und  %,  sie  verschwindet  also 
mit  h,  und  folglich  ist 

Km    ^^^^    «  lim    ^^^^    für  a:  «  x 

2.  Wird  die  Funktion  F'(x)  für  a: «  a;^  null,  die  Funktion 
f\x)  aber  endlich  und  von  null  verschieden,  so  beweist  man 
die  Gleichung: 

F{x  +  h)       F'(x  +  h,)  f(x  +  h)  _  f'jx  +  h,) 

f{x  +  h)^  f'{x  +  h,)'    *''°     Fix  +  h)      F\x  +  h,)' 

Mithin  ist  auch  hier 

F{x)  F\x) 

vorausgesetzt,  dass  die  Funktion  F\x),  indem  sie  nach  0 
konvergiert,  nicht  immer  wieder  ihr  Zeichen  wechselt,  weil 
alsdann  die  rechte  Seite  unbestimmt  unendlich  wird.  Die  Be- 
träge der  Quotienten  wachsen  jetzt  beide  (über  jede  Grenze. 

Der  Fall,  dass  beide  Funktionen  f'(x)  und  F\x)  null  werden, 
wird  im  Satz  II  untersucht  werden.  Wird  von  den  beiden 
Funktionen  f\x)  und  F\x)  die  eine  bestimmt  unendlich, 
während  die  andere  bestimmt  ist,  und  auch,  wenn  sie  null 
wird,  ihr  Zeichen  nicht  fortwährend  wechselt,  so  ist  auch  jetzt 

noch  lim  -i^W  =  lim  ^\  \  ■   Allgemein  lässt  sich  also  unter 
F{x)  F\x)  ^ 

diesen  Bedingungen  behaupten:   Sobald  die  rechte  Seite  eine 

bestimmte  endliche  oder  unendliche  Grenze  hat,  so  ist  dieser 

Wert  auch  Grenze  für  die  linke  Seite. 

Das  erhaltene  Resultat  bleibt  bestehen,  wie  gross  auch 
der  Wert  x^  sein  mag,  und  gilt  demuach  auch  für  x^^  oo. 
Da  aber  die  Formel,  von  welcher  wir  ausgingen,  voraussetzt, 
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dass  Xq  einen  endlichen  Wert  hat,  so  liegt  es  uns  doch  ob^ 
den  Fall  Xq^  cc  besonders  zu  prüfen.   Setzt  man  a;  —  — ?  so  ist 


IM 

F{x) 


Hl 


Wird  nun  x  unendlich,  so  konvergiert  z  nach  0,  und 
man  hat  die  Gleichung 

^a)""^-.<;)"-<i)' 

sobald   für   die    Punktionen  f\j-)  und   -F'(v-j  die  vorigen 
Bedingungen  erfüllt  sind.     Also  ist  auch  hier 

Kl)      ^'(i) 

lim  .   -  lim  ^vyr    för  r  =  0, 

Lehrsats  n.  Wenn  die  beiden  Funktionen  f(x)  und  F(x) 
gleichzeitig  null  werden  für  x  «  Xq,  und  u?enn  ebenso  ihre  Ab- 
leitungen bis  zu  der  Ableitung  n  —  1*"  Ordnung  sich  verhalten, 
wahrend  die  Ableitung  n*®'  Ordnung  zum  mindesten  für  eine  der 
Funktionen  einen  endlichen  von  niM  verschiedenen  Wert  besitzt,  so 
hat  man  für  x  —  Xq 

,.      f(x)        f»(x)    ... 

Es  ist  nach  dem  Taylor  sehen  Satze: 


also: 


n! 
F(3-„  +  A)"F-K+A,) 


12' 
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Haben  nun  die  Ableitangen  {"{x)  und  F*(z)  beide  für 
X  —  z^  bestimmte  T<m  0  Tencfaiedene  Werte,  so  wird 

Ist  f*(xQ)  gleich  0,  and  F*{Xq)  Ton  0  rerschieden,  so  ist 

Ist  F'(x^  gleich  0,  nnd  f'(x^  Ton  0  Teraehieden,  so  hat 
man 

F{x^+h)      F'jx^  +  h^)      .      ..    F(x)      ..    F'(x) 


während 


»»?i'-'«"y^/ 


wiedemm  dem  Zeichen  nach  verschieden  sein  können.    Dieser 
Satz  bleibt  auch  bestehen^  wenn  a:^  unendlich  wird. 

Der  üntersnchmig  des  Falles,  dass  in  einem  Qaotienten  Zähler 
mid  Nenner  gleichzeitig  unendlich  werden,  müssen  wir,  um  eine 
brauchbare  Regel  zu  gewinnen,  folgenden  Cauchyschen  Satz  yor- 
ausschicken:  Wird  eine  Funktion  f(x)  gleichzeitig  mit  x  in  be- 
stimmter Weise  unendlich  gross,  so  ist  für  jeden  endlichen  Wert 
von  h 

,.     f(^  +  h)-f(x)       ,.     fix)     ^ 

lim  ^^   ^   / — Lv_i.  _  lim  LXJ^     für  05  «  CO, 

h  X 

falls  überhaupt  ein  bestimmter  endlicher  Grenzwert  für  den  ersten 
Quotienten  bei  irgend  einem  endlichen  Werte  von  h  vorhanden  ist. 
Wir  nehmen  für  den  Beweis  ^  >  0  an,  und  es  möge  f(x) 
positiv  oder  negativ  unendlich  werden.  Ist  der  Grenzwert  der 
linken  Seite  TT,  so  kann  man  x  so  gross  wählen,  dass 

h 
oder  Kh  —  eÄ  <  f{x  +  Ä)  —  f{x)  <  Kh  +  ^h  ist,  wobei  e  eine  durch 
Wahl  von  x  beliebig  kleine  Grösse  bezeichnet.     Setzt  man  für  x 
die  Werte  a;,  a:  +  ä,  a?  +  2ä,  ...  a;  +  (w  —  1) ä,  und  addiert  die  ent- 
stehenden Ungleichungen,  so  folgt: 

nKh  -  n£Ä  <  f{x  +  nh)  -  f{x)  <  nKh  +  mh, 
oder 

nh 
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Um  das  Argument  der  Fnnktion  in  allgemeinster  Weise  an- 
endlich werden  zu  lasspn,  setze  man 

wobei  0  <  a^o  <  Ä,  p  eine  ganze  positive  Zahl  ist;  so  wird 

^      ^^  f\^o'\-(P  +  n)h]^f{x,+ph)  ^^ 

nh 

Bezeichnet  man  Xq  +  {p  +  n)h  ^  ^^  wä  =  J  —  0:^  —  ph^  so 
hat  man 

oder 

Lftsst  man  nun  n  beliebig  wachsen,  so  wfiohst  auch  £  un- 
begrenzt, und  zwar  kann,  da  §ich  Xq  beliebig  fixieren  Ittsst,  das 
Argument  £  jeden  beliebig  grossen  Wert  annehmen.    Da  der  Quotient 

}L_o_     — l  ^jg  Grenze  0,  und  — —  die  Grenze  1  hat,  so 

ist  auch  .  . 

ir-6<lim-^?i<2ir+e 

und  weil  z  von  vornherein  .beliebig  klein  gewählt  werden  konnte, 
so  ist 

5=00    I 

fix  +  ä") fix) 

Der  Satz  bleibt  auch  bestehen,  wenn  der  Quotient  -^ ~ ^ 

n 

für  i;  »  00  in  bestimmter  Weise  unendlich  wird.    Denn  kann  man 

X  so  gross  wählen,  dass  derselbe  grösser  bleibt  als  eine  beliebige 

Zahl  K^  so  folgt  nach  demselben  Verfahren: 

/•(^  +  nh)  -  fix) 
nh  >^' 

lim^!-^>K 

fix'^'iis-fix) 

Den  Quotienten  -^ ^ ^^-^  kann  man  aber  durch  den  Wert 

h 

der  Ableitung  /"'(ir  +  OÄ)  ersetzen^  wenn  die  Funktion  fix)  eine 
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eindeutige  Ableitung  besitzt,    und    sonach   folgt    aus  den   Gleich- 
ungen 

h  X 

die  Regel:    Wenn   die  Funktion  f(x)   einfi  Ableitung  f'(x)    hesiijst, 
icdche  für  x  =  oo  dne   hesümmle  endliche  oder  unendliche  Grenze 

hat,  80  hat  auch  der  Quotient  -^-^  eine  bestimmte  Grenze,  und  es  ist 

limf'(x)-«lim^.     • 

Auf  Grand  dieser  Gleichung  kann  man  nun  weiter  schliessen: 
£s  ist  för  die  Funktionen  f(x)  und  F(.r) 

X      '^  h  '^'' 

wobei  B  und  ^  zwei  Grössen  bezeichnen,  die  durch  Wahl  eines  hin- 
reichend grossen  x  beliebig  klein  gemacht  werden  können,  also: 

f(x)         f(x  +  h)'-fix)  +  hi  f{x  +  %h)^, 

F(x)  ""  F{x  +h)-  fIx)  -f  Äe'  ""  F\x  +  e'h)  +  e' 
und  hieraus  ergiebt  sich: 

Lehrsati  in.  Werden  die  beiden  Funktionen  f(x)  und  F(x) 
besHmnU  unendlich,  wenn  z  unbegrenzt  wächst,  und  haben  die 
Ableitungen  dieser  Funktionen  f '(x)  \md  F  '(x)  für  x  ^  cc  be- 
stimmte endliche  oder  unendliche  Werte,  die  nicht  beide  gleich^ 
zeitig  nuU  sind,  so  ist 

,.     f(x)       ..      f'(x)     ...  ;, 

'^^^FCxr^'^'F'öö'^^""^^- 
Derselbe  Satz  kann  auch  bewiesen  werden,  wenn  Zähler 
und  Nenner  eines  Quotienten  für  einen  endlichen  Wert  x  '^  x^ 
unendlich  werden;  denn  dieser  Fall  lässt  sich  durch  die  Sub- 
stitution X  ^  Xq  +  -  auf  den  eben  behandelten  zurückführen, 
z 

indem  der  Quotient 

*)  Über  die  Gültigkeit  dieser  Gleichung  unter  allgemeineren  Voraus- 
setzungen siehe  Bouquet  (N.  Annal.  de  Math^m.  S.  S^r.  T.  XYI)  und  Stolz 
(Math.  Annal.  Bd.  16). 
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für  j9  —  oo  zu  untersuchen  ist. 

125.   Beispiele.    1.  In  den  beiden  Quotienten 
sina;        ,   tanga; 
X  ^      X 

werden  Zähler  und  Nenner  für  x^  0  gleichzeitig  null.  In 
Anwendung  der  vorangehenden  Regel  erhält  man 

,.     sin  a;      ,.     cos  a;       . 
hm  ^  ^  -  =«  hnx  — ;—  «-  1 , 

♦       a;  1 

,.     tanga;      ,.  1*  . 

lim  — ^-^  =  hm        «  -  «  1. 
X  cos*  X 

2.  In  dem  Quotienten 

a;  —  sin  a; 

werden  Zähler  und  Nenner,  wie  auch  die  ersten  beiden  Ab- 
leitungen für  a;  »»  0  ebenfalls  null.  Die  Ableitungen  dritter  Ord- 
nung sind  bezüglich 

c*  +  e""'  und  cos  x 
und  reduzieren  sich  für  a;  -=  0  auf  die  Werte  2  und  1.    Folg- 
lich ist  auch   der  Quotient  für  diesen  Wert  von  x  gleich  2. 

3.  In  dem  Quotienten 

X*—  X 

x~^r-l(x) 
verschwinden  Zähler  und  Nenner  für  a^-«  1;   desgleichen  die 
Ableitungen  erster  Ordnung: 

x'[l  +  lix)]^  1  und  1-  -^. 
•  X 

Die  Ableitungen  zweiter  Ordnung  sin^ 
x'[l  +  lix)]'+  x'-^  und  -\, 

X 

sie  werden  für  a;  -»  l  bezüglich  gleich  2  und  1.  Folglich  kon- 
vergiert der  gegebene  Quotient  nach  der  Grenze  2,  wenn  x 
gleich  1  wird. 
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4.  In  dem  Quotienten  --^  bedeute   a   eine    positive    Kon- 

stante  grosser  als  1,  und  n  eine  ganze  positive  Zahl.  Zahler 
und  Nenner  werden  unendlich  für  o? »  oo;  es  ist  nach  Lehr- 
satz  Ol  ^  . > /  \ 

lim  ^  =  lim  ^^. 

Auch  in  dem  Quotienteu  der  rechten  Seite  werden  Zähler 
und  Nenner  gleichzeitig  unendlich.  Wendet  man  auf  ihn  die- 
selbe Regel  an^  so  erhäft  mau,  indem  man  bis  zur  n^°  Ab- 
leitung vorgeht:         ^, 

Hm  — -lim  ^^-^4^  =  00. 

Der  Quotient  a':  x^  wird  also  für  o: »  oo  ebenfalls  unend- 
lich, wie  gross  auch  n  werden  mag;  d.  h.  die  Exponentialfunktion 

a*  wird  für  a  >  1  und  rr  —  oo  von  höherer  Ordnung  unendlich 

_  i 

als  jede  algebraische  Potenz.    Ebenso  ist,  wenn  a>  1,  —  ^— 

0  .      i?"  1 

f ür  ic  =-  0  gleich  yr  oder  gleich  —  für  js^  =-  oc ,  wenn  man  -  « ;er 

setzt.    Es  ist  aber: 

lim  — -  -«  lim    ^„.  v.,,  «  0. 

5.  Die  Funktion  -^/  wird  für  ä*  —  oo  von  der  Form  ^j  wenn 

a  irgend  eine  positive  Zahl  bedeutet;  es  ist 
J_ 

Ux)                 ~x  1 

lim  -V^  —  lim =«  lim  — -  —  0       für  a:  «  oo , 

d.  h.  der  Logarithmus  wird  f ttr  rr  «  oo  von  niederer  Ordnung  un- 
endlich als  jede  algebraische '  Potenz. 

l((c)  00 

Desgleichen  ist  -ry  ^  ^  für  a:  =  0  von  der  Form  — -r  indem  «  >  0, 
^fiy  00 

und  \xJ 

1 

Ux)                    X                          1 
lim  A_>'  «  lim — _  =  lim —  0      für  a:  —  0, 

d.  h.  l(x)  wird  für  a:  =»  0  unendlich  von  niederer  Ordnung  als  jede 
algebraische  Potenz. 
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6.  Die  Ordnung  des  Unendlich werdens  der  Funktion  x^Kocy 
für  o;  »=»  00 ,  in  welcher  n  eine  beutimmte  positive  Zahl  bedeutet» 
lässt  sich  durch  keine  rationale  oder  irrationale  Zahl  ausreichend 
bestimmen,  und  ist  doch  nicht  gleich  oder  kleiner  als  n,  und 
nicht  grösser  als  irgend  eine  Zahl  grösser  als  n.  Denn  dividiert 
man  die  Funktion  durch  x'',  so  ist 

x^l(x) 

gleich  0,  solange  r>n  ist,  dagegen  unendlich,  wenn  r  gleich 
oder  kleiner  als  n  ist. 

7.  Die  Funktion  f(x)  -«  e~~  (x-a-o)'  wird  für  x  —  x^  null,  denn 
der  Exponent  wftchst  mit  negativem  Zeihen  über  jeden  Betrag. 
Man  erhftlt  für  die  Ableitung 

und  dieser  Wert  ist  für  a*  —  oTq  nach  Beispiel  4  gleich  0. 
Aus  der  weiteren  Differentiation  der  Gleichung 

f(x)  (x  —  XqY  «2  c""  (x-x,)' 
folgt 

rix)  (x  -  xoY  +  3  fix)  ix  -  x,y^  (/-l,y ''  "^r 

und  hieraus  ebenso,  dass  auch  /""(^o)  *"  ^  wird;  weiter  kann  man 
beweisen,  dass  alle  höheren  Ableitungen  für  x  ^  Xq  verschwinden. 

126.  Es  giebt  Funktionen,  welche  für  besondere  Werte- 
der  Yariabelen  unbestimmt  werden.  Solche  Funktionen  sind 
z.  n.  sino;  und  cosir,  welche  unbestimmt  werden  für  a;  »=  oo^ 

oder  sin  -  und  cos  -  >  die  unbestimmt  werden  für  x  ^0.   Auch 

X  X 

kann  es  vorkommen,  dass  Funktionen,  deren  Wert  für  x  -^  x^ 
bestimmt  ist,  eine  unbestimmte  Ableitung  für  diesen  Wert 
besitzen.  So  werden  die  Funktionen^  a;  +  cosa;,  a:  +  sinar 
bestimmt  unendlich   mit  a:,  aber  ihre  Ableitungen   1  — sina:, 

1  +  cos  X  werden  für  a:  «  oo  unbestimmt:  ebenso  ist  x  sin  — 

ar 
für  a; -=  0  bestimmt,  nämlich  0,  aber 

wird  unbestimmt;  und  auch  die  abgeleitete  Funktion 
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.,,  .         .1         1.1 
f  ix)  «=  sin sm~ 

hat  für  :r  »  0  keine  bestimmte  Grenze.     Bildet  man 

1       €08^ 
fix)       a;  +  cos  o;  a; 

jF(^)       o;  +  sin  a;        i   i   s^°  ^ 

X 

40  erhält  man 

lim  l^T\  =  1     für  a:  «=  oo, 

während   die   Grenze   des  Quotienten    1,,>  \  =  -r-; nn- 

F\x)       1  +  cosa; 

bestimmt  ist.    Dieses  Resultat  steht  nicht  im  Widerspruche 

mit  dem  Satz  3  des  §  124,  denn  dieser  setzt  voraus,  dass  die 

Funktionen  f{x)  und  F{x)  bestimmte  Werte  der  Ableitungen 

l>esitzen. 

127.  Die  Sätze  des  §  124  führen  die  Untersuchung  des 

Wertes,  den  der  Quotient  ^^—^  für  x^  x^  annimmt,  auf  die 

Bestimmung  des  Wertes  zurück,  welchen  die  neue  Funktion 

^\  {   im  gleichen  Falle  annimmt.    Dabei  kann  es  indessen 

«intreten,  dass  diese  Reduktion  keinen  Gewinn  bringt^  und 
dass  die  zweite  Funktion  dieselben  Schwierigkeiten  wie  die 
«rste  bietet 

Die  Lösung  der  Frage,  um  die  es  sich  handelt,  ergiebt 
«ich  leicht,  sobald  die  Funktionen  f{x^  +  A)  und  F{x^  +  A)  in . 
Reihen  entwickelbar  sind,  welche  nach  steigenden,  positiven 
oder  negativen,  ganzen  oder  gebrochenen  Potenzen  von  A  ge- 
ordnet sind.  In  diesem  Falle  genügt  es,  das  erste  Glied  Ak" 
der  einen  Funktion,  und  ebenso  das  erste  Glied  JSA"»  der 
anderen  zu  bestimmen,  denn  alsdann  erhält  man 

/•(a:o+A)«Ä'»(^  +  0,    i^(a:o+Ä)«A-(J?  +  ,), 
wobei  e  und  i\  mit  A  unendlich  klein  werden;  also: 
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Ist  n  —  m,  80  hat  man 

während  der^  Quotient  nach  0,  oder  unendlich  konvergiert, 
je  nachdem  n^  m^  oder  n  <m  ist. 

128.  Beispiel  I.     In  dem  Quotienten 

werden  Zahler  und  Nenner  O^.wenn  x  abnehmend  nach  dem 
positiven  Wert  x^  konvergiert  und  die  Wurzeln  mit  positivem 
Zeichen  berechnet  werden;  man  erkennt  leicht^  dass  alle  Ab- 
leitungen für  x  «  oJq  unendlich  werden.  Setzt  man  x  ^  x^+h^ 
und  wird  h  als  unendlich  klein  von  der  ersten  Ordnung  betrachtet, 

so  wird  Yx  +  Xq  -=  Yh  von  der  Ordnung  -^  unendlich  klein; 

dagegen  ist  Yx  —  Y^q  ^  Y^o    1/   ^  ^ ^     unendlich  klein 

von  erster  Ordnung,  wie  man  aus  der  Entwickelung  des 
Binoms  ersieht.    Man  hat  also 

f{x,+  h)^Yh{l+B). 
Der  Nenner  F{x)  ist  gleich 

y^""=^  Y^+^o  -  Vh   Y2^+hy 
und  man  hat  also: 

F{xo  +  h)^Yh{Y2x'o  +  fi). 
Folglich  ist 

^(^o+Ä)       Y2x,  +  ri      x«.i^(^)       Y2^o 

129.  Beispiel  n.     Der  Quotient 

2.1^  •        • 

a;  —  -ö-  sma;  —  —  tango: 

'x^      ' 
sei  zu  berechnen  f&r  o; » 0.    Multipliziert  man  Zähler  und 
Nenner  mit  Scoso;,  so  folgt: 

f{x)       3a:  cos  a:  —  sin a?  —  sin  2a; 

F{x)  *"  3a;*  cos  x 
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Entwickelt  man  cosx,  sinx  und  sin2x  in  ilire  Potenz- 
reihen, 80  erhält  man 

/•(x;=3x(l_-+-,...)-(x-3,+  -...)-(2x-^,+^-), 

oder 
/•(*)-^  {-  ^  +  *)'    ^(•^•)  =  -t'  (3  +  •?). 
Hieraus  schliesst  man: 

130.  Unsere  Untersuchung  umfasst  auch  den  Fall  einer 
Funktion,  welche  gleich  dem  Produkte  aus  zwei  Faktoren 
f{x) .  Fix)  ist,  von  denen  der  eine  für  x  ^x^  verschwindet, 
der  andere  unendlich  wird.  .Denn  setzt  man 

A-)-^(-) -[/(!-.'    oder    /•(.).  F(x)  =  -^^^Ä-, 

80  hat   man  die  Form  eines  Quotienten,  dessen  Glieder  für 
x^  Xq  entweder  beide  0,  oder  beide  unendlich  werden. 

Endlich  kann  man  auch  leicht  auf  diesen  Fall  die  Unter- 
suchung einer  Funktion  von  der  Form 

zurückführen,  wenn  u  und  v  für  x  ^  x^  entweder  auf 

u  «  0  und  V  «=  0, 
oder 

u  -»  00  und  V  =•  0, 
oder 

M  =  1       und     t;  =  00 

sich   reduzieren.     Denn   nimmt  nmn   von   beiden   Seiten   der 
obigen  Gletchung  die  Logarithmen,  so  wird 

i(y) "  vl(u). 

Die  Funktion  l(if)  is^  demnach  das  Produkt  zweier  Fak- 
toren, von  denen  der  eine  für  ^  =  x^  verschwindet,  der  andere 
imendlich  wird. 
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131.    Beispiel.    Ist  der  Wert  von  x'  zu  bestimmen  für 
X  '^0,  so  setze  man 

1{X')  -=  xl{x)  -  M. 


Mithin  ist 


X 

lim  l{x*)  ^  lim  — —  «=  —  lim  a;  =  0. 

«=0  ar=0         1  »«=0 


Der  Logarithmus  von  x'  konvergiert  also  nach  0^  folg* 
lieh  die  Funktion  x'  nach  1. 


Darstellung  der  Funktionen  e'  und  l{x)  als  Grenzen 
algebraischer  Funktionen. 

132.  Ist  X  eine  bestimmte  Grösse  und  m  eine  yariable, 
80  kann  man  nach  den  yorigen  Regeln  die  Grenze  bestimmen^ 
nach  welcher  der  Ausdruck 

für  m  =  00  konvergiert.    Man  erhält 

m 
Die  Grenze   dieses  Quotienten,  -  in  welchem  Zähler  und 
Nenner  für  w— oo  verschwinden,  berechnet  sich  aus  der  Gleichung 

X 

limnl+  — )  =lim-: —7 — -  =  lim «=  :r, 

also  ist 

lim(l  +  -V=c'. 

Die  transscendente  Funktion  e'  ist  also  die  Grenze  eines 
Ausdruckes,  der  eine  algebraische,  ja  sogar  eine  ganze  Funk- 
tion ist,  wenn  man  m  unbegrenzt  derart  wachsen  lässt,  dass 
es  nur  ganzzahlige  Werte  annimmt.   Man  kann  auch  schreiben 
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wobei  6  eine  Grosse  bezeichnet,  welche  mit   -  unendlich  klein 
wird.    Hieraus  folgt 

x^m  (p^—'e  —  1). 
Es  ist  aber 

|/i^^6  -  Ye'  (l  -  -y.  =  ye'  (l  -  -  c-«  + . . .), 
oder: 

m. IM. — 

wobei  9^  unendlich  klein  wird;  mithin  ist 

a-mCv"^-  l)  +  i?, 
und  schreibt  man  x  an  Stelle  von  c',  und  ?(a;)  an  Stelle  von 
X,  so  folgt: 

2)  l{x)^m{px-l)  +  ti, 

oder: 

i(ar)  =-limm(V^a;—  1). 

Sonach   ist   auch   die   transscendente   Funktion   l{x)   die 
Grenze  einer  algebraischen  Funktion  von  x. 

Erweiterang  der  Taylorschen  und  Mac-Lauringclieii 
Formeln  ffir  Funktionen  von  mehreren  Yarlabelen. 

188.  Ist 

u-^Fix.y^z...) 

eine  Funktion  von  m  Variabelen,  so  besteht  die  Aufgabe^  die 
Funktion 

w  +  A«-F(a;  +  Ä,    2/ +  A?,    z  +  l...) 

in  eine  Reihe  zu  entwickeln^  welche  nach  Potenzen  der  Grössen 
A,  Ä,  i...  fortschreitet.  Die  Grösse  n+Aw  ist  der  Wert,  den 
die  Funktion 

U'^Fix'hht,  y  +  kt,   e  +  lt...) 

für  ^  — '  1  annimmt.  Um  die  gestellte  Aufgabe  zu  lösen^  wird 
es  ausreichen,  ü  nach  der  Mac-Laurinschen  Formel  in  eine 
Reihe,  geordnet  nach  Potenzen  von  t^  zu  entwickeln  und 
schliesslich  ^  "«  1  zu  setzen.     Substituiert  man 
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x-hht^^^     y  +  kt^fj,     e  +  lt^^^ 
so  hat  man 

?7=F(|,,,,g...). 


oder 


Cg  C1J  cg 


(§§32  und  33),  und  ferner,  da  |,  )},g...  lineare  Funktionen, 
der  unabhängigen  Veränderlichen  t  sind,  synAoliseh  für  jedes  n 
(§  6ö): 

Dabei  setzen  wir  voraus,  dass  alle  partiellen  Ableitungmi 
stetige  Funktionen  der  Variabelen  |,  ij,^...  sind;  dann  sind 
sie  auch  stetige  Funktionen  von  t.    Man  hat 

di  «  hdty    dri  =  Tcdt,     rfg  «  i(7^ .. ., 
also 

d^ü      (dU  .    ^   cU  ,    ,   dU  ,     V 

und  auf  Grund  der  Gleichung 

dV       dU    di       du 
dx        dl     dx        dl 
kann  man  schreiben: 

rf^*        \     aa;  ay  dz      ) 

Für  <  -»  0  erhält  mau   V  =  w,  und  die  Formel  reduziert 
sich  auf: 

Demnach  ergiebt  die  Mac-Laurinsche  Formel  für  die  Funk- 
tion T]\ 

^l\   dx^     dy       dz     /^2!\   aa:        dy        dz    ) 

n  — 1!\    e^x  e?y  aier      / 

Der   Rest     ist   gleich   dem  Produkte  von  —r  mit  einem 
Werte,  den     i,      annimmt,  wenn  mau  ^  durch  6^  ersetzt,  wo- 
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1) 


bei   0    eine   zwischen   0    und    1    gelegene   Grösse    bezeichnet. 
Man  hat  also 

w!  \    ox         cy         oz     /x+äo/,  j,-f*e/,  •-f/e^.. 

Die  Indices  a;-f  A6^...  sollen  anzeigen,  dass  man  in  den 
partiellen  Ableitungen  der. Punktion  w  x^y^a,,.  durch  x  +  h%ty 
y  +  kdt ...  zu  ersetzen  hat.  Setzt  man  nun  schliesslich  ^  *=  1, 
so  hat  man 

Aaw    ,du     ,du     \      l  f.  du     ,  du     ,dn     V 

n  —  Ux   OX  dy  dz      )  ' 

>  n!\   dx^    dy^   Zz^    /x+a*,  »+«i-,  .•+e/,.. 

So  erhält  man  z.  B.  in  dem  Falle  einer  Funktion  F{x,  y) 
Ton  zwei  Variabelen: 

n-l!\        aa;'«-!     ^        ^  dx'^'^dy  dy^-^J       "' 

und  der  Restausdruck  wird: 

w!\     dx""  dx^'-^dy         1.2  dx'^-^dy^ 


+  ' 


dXß  Jx  +  Qh,  y  +  e*. 


Wenn  nun  der  Rest  Rn  nach  0  konvergiert,  während  n 
unbegrenzt  wächst,  so  ergiebt  die  Gleichung  1)  die  Taylor- 
sche  Reihe  fttr  eine  Funktion  von  mehreren  Variabelen,  nämlich: 

^  \   dx        dy       dz     7^2  V   dx^    dy       dz    J 


Sind  x^  y,  z.,.  unabhängige  Variabele,  so  sind  die  Diffe- 
rentiale der  Funktion  u 
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du^U'^  +  k'^  +  l'^..)' 
\   dx^     dy         dz     ) 


und  symbolisch: 


\   dx         dy         dz     ) 


also  wird  die  Formel  3): 


.  du  ,   (Pu  ,   d^u  , 

und  hat  die  nämliche  Form  (§  108),  wie  bei  einer  Funktion 
einer  Variabelen. 

134.  Geht  man  auf  die  Bedingungen  zurück,  denen  die 
Mac-Laurinsche  Formel  in  dem  Falle  einer  Variabelen 
unterworfen  war,  und  die  bei  der  Bestimmung  der  totalen 
DiflFerentiale  einer  B'unktion  von  mehreren  Veränderlichen  ein- 
geführt wurden,  so  erkennt  man^  dass  die  Herleitung  der  Gleich- 
ung 1)  voraussetzt,  dass  die  Funktion  u  und  alle  ihre  par- 
tiellen Ableitungen,  einschliesslich  derer  von  der  Ordnung  n, 
stetige  Funktionen  der  Variabelen  x,  y^  z ...  sind  (§  32)  inner- 
halb des  Wertgebietes  von  rc  bis  a:  +  ä,  von  y  bis  y  -f  ä-,  von 
z  bis  z  +  1 ... 

Werden  die  Zuwüchse  h^k^l...  unendlich  klein,  wobei 
ihre  Verhältnisse  unbestimmt  bleiben  können,  so  wird  das 
Verhältnis  des  Restes  zu  dem  Gliede,  bei  welchem  man  die 
Entwickelung  abbricht,  unendlich  klein;  falls  dieses  letzte 
Glied  nicht  identisch  null  ist.     Denn  es  wird 

wenn  man  mit  rf'**"^M  den  Wert  bezeichnet,  welchen  das 
Differential  d^^^u annimmt,  wenn  man  x^  y,  z  ...  durch  x  +  0ä, 
y -f  6i,  z  +  Bl  ersetzt.     Andererseits  ist  auch 


also  wird 


Rn  d'^-^u-d^-'u 


\w-l!/ 
und  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  wird  mit  h,  k,  l ...  un- 
endlich klein,  falls  d""^««  nicht  identisch  null  ist,  d.  h.  falls 
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die  n— 1*®^  partiellen  Ableitungen  von  u  nicht  sämtlich  für 
die  betrachteten  Werte  von  x^  y^  z  ,,,  verschwinden,  auch  wenn 
die  Verhältnisse  der  verschwindenden  Grössen  h^h  ...  unbestimmt 
bleiben. 

Hieraus  folgt^  dass  man  die  Beträge  der  Grössen  h^TcA  ... 
derart  hinreichend  klein  bestimmen  kann,  dass  der  Betrag  des 
Restes   B«  kleiner   wird   als    der   Betrag   des   vorangehenden 

Gliedes rr* 

135.  Um  schliesslich  die  Mac-Laurinsche  Formel  für 
eine  Funktion  von  mehreren  Variabelen  zu  bilden,  setzen  wir 
in  den  Gleichungen  1)  und  2)  für  x^  y,  z  ...  den  Wert  0,  und 
schreiben  an  Stelle  von  ä,  k,  l...  die  Grössen  x,  y,  z... 
Drücken  wir  endlich  durch  den  Index  0  aus,  dass  die  Grössen 
x^  y,  z ...  in  einer  Funktion  den  Wert  0  erhalten  sollen,  und 
durch  den  Index  6a:,  dy^  dz  ...y  dass  sie  diese  Werte  annehmen, 
so  erhalten  wir  symbolisch: 


5) 


+-,4Tit©+Hi-:)+'©/-]"-Vi>. 


und 


^)  ^-imM^h<?y-] 


dy/  \dzJ  Jöar,  «y,«*. 


Der  Enlersche  Satz  für  homogene  Funktionen. 

136.  Dieser  Satz  wurde  schon  im  §  84  bewiesen;  da  er 
jedoch  von  grosser  Bedeutung  ist,  so  wird  es  nicht  überflüssig 
sein,  hier  noch  einen  andern  Beweis  zu  geben.     Es  sei 

eine    homogene    Funktion   vom    Grade   n   der    m  Variabelen 
^n  ^s>  •  •  •  ^m«   Multipliziert  man  alle  Variabelen  mit  dem  Faktor 
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(1  4"  a),  80  erhält  dadurch  die  Funktion  den  Faktor  (1  +  «)"; 
man  hat  also  (§  84) 

Entwickelt  man  beide  Seiten  dieser  Gleichung  in  eine 
nach  Potenzen  von  a  geordnete  Reihe,  so  ergiebt  die  linke  Seite: 

+  ^L^lL  +  ...:c  -^+2x  X  -?!^  +  ...U  .. 
die  rechte  Seite: 

/•(a.„x.,...x„)[n-««  +  :^^^  «»+...]• 

Diese  Reihe,  welche  auch  eine  unendliche  sein  kann,  wenn 
n  nicht  eine  ganze  positive  Zahl  ist,  ist  konvergent,  wenn 
a  <  1  genommen  wird.  Die  beiden  nach  Potenzen  von  a  fort- 
schreitenden Reihen  müssen  identisch  sein  (§  111);  vergleicht 
man  also  die  Koeffizienten  der  verschiedenen  Potenzen  von  a^ 
so  ist 

Die  erste  dieser  Gleichungen  drQckt  die  wesentliche  Eigen- 
schaft homogener  Funktionen  aus,  welche  wir  ableiten  wollten; 
sie  umfasst  alle  folgenden  Gleichungen,  wie  man  leicht  ein- 
sehen kann;  denn  auch  die  partiellen  Ableitungen  sind  ho- 
mogene Funktionen.     Allgemein  hat  man  symbolisch: 

und  ist  n  eine  ganze  positive  Zahl  und  h>  n^  so  wird 


18' 
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Maxlma  und  Minima  Yon  Funktionen  einer  einzigen 
Tariabelen. 

137.  Es  sei  f{x)  eine  Punktion  der  Variabelen  x,  und  x^ 
irgend  ein  besonderer  Wert  von  x.  Wenn  man  eine  positive, 
übrigens  beliebig  kleine  Grösse  £  bestimmen  kann,  so  dass 

/"(^o  +  *)<A^o) 
wird  bei  allen  Werten  von  h  zwischen  —  b  und  +  «,  so  sagt 
man,  dass  die  Funktion  f{x)  durch  ein  Maximum  hindurch- 
geht, wenn  x  dcA  Wert  x^  erhält,  und  dass  /*(^o)  ^^  MaxhnaJr 
wert  von  f{x)  ist 

Desgleichen  geht,  falls 

A^o  +  *)>A^o) 
ist  bei  allen  Werten  von  h  zwischen  —  e  und  +  €,  die  Funk- 
tion f{x)  durch  ein  Minimum  hindurch,  wenn  x  den  Wert  x^ 
erhält,  und  f{x^  ist  ein  Minimalwert  der  Funktion. 

Lässt  man  x  wachsen,  so  wächst  die  Funktion  f{x)  oder 
nimmt  ab,  je  nachdem  die  Ableitung  f\x)  positiv  oder  negativ 
ist  Hieraus  folgt,  dass  bei  Funktionen  mit  bestimmter  Ab- 
leitung eine  Änderung  vom  Wachsen  zur  Abnahme,  oder  von 
der  Abnahme  zum  Wachsen  dadurch  angezeigt  ist,  dass  f\x) 
sein  Zeichen  wechselt  Diese  Änderung  erfordert,  wenn  die 
Ableitung  nicht  unstetig  ist,  dass  sie  null  wird.  Also  sind 
die  Werte  von  o;,  welche  zu  einem  Maximum  oder  Minimum 
der  Funktion  f{x)  gehören,  unter  denjenigen  enthalten,  för 
welche  die  Ableitung  f\x)  null  wird,  oder  auch  unter  den- 
jenigen, für  welche  sie  unstetig  wird.     Auch  sieht  man  ein. 
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dass  eine  Funktion  mehrere  Maxima  und  mehrere  Minima  haben 
kann,  welche  dann  abwechselnd  aufeinander  folgen,  wenigstens 
solange  f{x)  endlich  und  stetig  bleibt. 

138.   Beispiele.     1.   Betrachten  wir  zuerst  die  Funktion 

f{x)^x{a'-'X)\ 


man  hat  hier 


f\x)  =  a  —  2a;, 


die  Ableitung  wird  also  null  für  x^  ^)  und  sie  geht  yon 
einem  positiven  zu  einem  negativen  Wert  über^  wenn  x  von 
-^  —  «  bis  zu  -^  +  a  wächst.  Mithin  ändert  sich  die  Funktion 
zuerst  wachsend  und  sodann  abnehmend.  Folglich  geht  sie 
durch  ein  Maximum ,  wenn  x^  -^  wird;  und  ihr  Maximalwert 

ist    -T-' 

4 
2.   Betrachten  wir  zweitens  die  Funktion 

hier  ist 

/"(^)-|-(*-«ri 

die  Ableitung  f{x)  wird  nur  null  fftr  a:  «=  oo.  Aber  sie  wird 
unstetig,  nämlich  unendlich  für  x^  a\  dabei  verwandelt  sich 
das  Vorzeichen  vom  negativen  in  das  positive,  wenn  x  wächst. 
Zu  dem  Werte  a  gehört  also  ein  Minimum  der  Funktion  f{x) 
und  dieser  Minimalwert  ist  &. 

139.  Die  Taylor  sehe  Formel  fahrt  zu  dem  vorstehenden 
Ergebnisse  und  lässt  dasselbe  noch  vervollständigen.  Wir 
werden  hierbei  voraussetzen,  dass  die  Ableitungen^  welche  wir 
betrachten  werden,  stetig  sind  in  der  Umgebung  der  Stellen, 
die  den  Maxima  und  Minima  entsprechen ,  d.  h.  innerhalb 
gewisser  angebbarer  Grenzen,  welche  den  betrachteten  Wert, 
übrigens  beliebig  nahe,  einschliessen.  Der  Fall  der  Unstetig- 
keit  der  Ableitungen  muss  bei  jedem  einzelnen  Probleme  be- 
sonders untersucht  werden. 

Wir  bezeichnen  mit  jB«,  wie  in  dem  vorigen  Kapitel,  den 
Best  der  Taylorschen   Reihe,  welcher  mit  dem   Gliede  von 
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der  Ordnung  n  korrespondiert,  und  wiederholen  hier,  dass  man 
stets  den  Zuwachs  h  der  Yariabelen  x  seinem  Betrage  nach 
so  klein  voraussetzen  kann,  dass  der  Betrag  des  Restes  kleiner 
wird  als  der  des  letzten  Gliedes^  falls  dieses  sich  nicht  auf  0 
reduziert  (§  109). 

Dies  festgesetzt y  hat  man,  wenn  f(x)  die  gegebene  Funk- 
tion bezeichnet: 

1)  /■(^o+Ä)-/"(a^o)-=A/"(^o)  +  JS,. 

Wenn  also  /"'(a^o)  nicht  null  ist,  so  ändert  die  Differenz 

ihr  Vorzeichen  je  nach  dem  Vorzeichen  von  h,  und  der  Wert 
f{^o)  ist  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum.  Nehmen 
wir  also 

/•K)-o 

an;  alsdann  hat  man  nach  der  Taylorschen  Formel 

2)  /•(^o+Ä)-/-(a;„)-|^r(a:o)  +  Ä, 

und  die  linke  Seite  hat  dasselbe  Vorzeichen  wie  /*''(^o)  ^^^ 
alle  Werte  von  A  zwischen  —  €  und  +  s,  wenn  s  hinreichend 
klein  gewählt  wird.  Also  ist  f{xQ)  ein  Maximal-  oder  ein 
Minimalwert,  je  nachdem 

rc^oXo,  oder  rw>o. 

Ist  aber  /"(x^)  «=  0,  so  sagt  die  Formel  2)  noch  nichts 
bestimmtes  aus.     Nehmen  wir  allgemein  an,  dass 

ist  und  dass  die  n^  Ableitung  fQr  o:  »  ^r^  nicht  verschwindet; 
alsdann  ergiebt  die  Taylor  sehe  Gleichung: 

n! 

Diese  Formel  lehrt,  dass,  wenn  n  ungerade  ist,  die  Diffe- 
renz f(x^,  +  A)  —  /"(^o)  i^^  Zeichen  mit  A  wechselt,  und  folg- 
lich weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum  für  X'^x^  besitzt. 
Wenn  dagegen  n  gerade  ist,   so   behält  diese  Differenz  das 


3)  fix,  +  Ä)  -  fix,)  =  ^  f'{x,)  +  Ä,+x. 
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Vorzeichen  von  /'"(a:^),  auch  wenn  h  vom  negativen  zum  po- 
sitiven Wert  übergeht;  und  in  diesem  Falle  ist  also  f{x^ 
ein  Maximum  oder  ein  Minimum,  je  nachdem 

/'-(^o)<0.    oder    f^{x^)>0 
ist.     Man  kann  also  den  folgenden  Satz  aussprechen: 

Dafür j  dass  die  Funktion  f  (x)  für  den  Wert  x  «  Xq  ein 
Maximum  oder  ein  Minimum  besitist,  ist  es  eine  hinreidiende 
Bedingung ,  dass  die  erste  unter  den  Ableitungen  von  f(x), 
welche  für  x  =-  Xq  nicht  verschmndet,  von  gerader  Ordnung 
ist.  Alsdann  ist  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  vorhanden, 
je  nachdem  der  Wert  dieser  Ableitung  für  x  —  Xq  negativ 
.  oder  positiv  ist. 

Anwendung  auf  einige  Beispiele. 

140.  Beispiel  I.  Das  Minimum  der  Funktion  x*  m  be- 
stimmen. 

Diese  Funktion  ist  ausreichend  definiert' nur  für  positive 
Werte  von  X]  für  a*  —  0  hat  sie  den  Wert  1  (§  131),  für 
X  ^  00  den  Wert  +  oo .     Setzt  man 

y---J^y     oder     l{y)^xl  (x), 

so  folgt  durch  Differentiation: 

y  dx        ^  ^        ' 
und  indem  man  nochmals  differentiiert: 

y    dx^       y^  \dxJ  ^  x 
Die  gemeinsame  Bedingung  für  ein  Maximum  .oder  Mini- 
mum ist  -r^  «=  0,  oder 
dx         ^ 

Z(a:)  +  1  =  0,     oder    a; -=    -> 

e 

und  für  diesen  Wert  von  x  ist 

y    dx* 
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j2  1 

Da  also  -r-^  positiv  ist,  so  entspricht  dem  Werte  —  ein 
Minimum.  Ein  Maximum  ist  hier  innerhalb  der  Grenzen  o;  —  0 
mid  a; «  +  oo  nicht  vorhanden.  Der  Ausdruck  für  -~  zeigt, 
dass  diese  Ableitung,  indem  sie  für  rr  « —  null  wird,  von 
einem  negativen  zu  einem  positiven  Wert  übergeht.  Es  wäre 
daher  nicht  nötig  gewesen,  den  Ausdruck  für  -r-y  zu  bilden, 
um  die  Existenz  eines  Minimums  zu  erschliessen. 

141.  Beispiele  JL  Die  Maxima  und  Minima  der  Funktion 
x"(a  —  x)"  zu  bestimmen,  wobei  a  eine  positive  gegebene  Kon- 
stante und  m  und  n  ganze  positive  Zahlen  bedeuten. 

Es  ist 

y  —  a;"»  (a  —  x)"    und     -~  —  ar™"~*  (a  —  xY'^^  [ma  —  (m  +  n)  x]. 

Wächst  Xf  so  wird  die  Ableitung  -—-  gleich  0  für  a;  «*  — ; — > 
'  ^  dx^  m  +  n 

und  geht  dabei  von  einem  positiven  zu  einem  negativen  Wert 

über.     Die  Funktion  y  erhält  ein  Maximum  für 

ma  na  ,         x      a  ^  x 

-)  a  —  j:  =» — ; — »    oder     -   « 


m  +  n  m  +  n  m  n 

du 
Die  Ableitung  -^  wird  auch  0  für  a  «=»  0,  wenn  m  >  1, 

und  für  a;  *»  a,  wenn  n  >  1.  Aber  sie  ändert,  indem  sie  null 
wird,  nur  dann  ihr  Zeichen,  wenn  der  Exponent  m  oder  n 
gerade  ist.  Alsdann  geht  sie  von  einem  negativen  zu  einem 
positiven  Werte  über.  Die  Funktion  y  besitzt  also  ein  Mini- 
mum für  a;  —  0,  wenn  m  gerade  ist,  und  für  x  =•  a,  wenn  n 
gerade  ist. 

142.  Beispielen!.  (Aufgabe  von  Fermat.)  Zu?ei  Räume 
sind  durch  eine  Ebene  P  getrennt.  Es  soll  der  Weg  bestimmt 
werden  j  den  ein  beweglicher  Punkt  zurücklegen  muss,  um  in  der 
kürzesten  Zeit  von  einem  bestimmten  Punkte  A  des  ersten  Bcfumes 
in  einen  bestimmten  Punkt  B  des  zweiten  zu  gelangen,  wenn  sich 
der  Punkt  im  ersten  Baume  mit  der  konstanten  Geschwindigkeit 
u,  im  zweiten  mit  der  konstanten  Geschunndigkeit  v  bewegt. 
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Der  gesuchte  Weg  setzt  sich  aus  zwei  Geraden  zusammen, 
weil  in  jedem  der  beiden  Räume  der  von  dem  Punkte  zurück- 
gelegte Weg  proportional  der  verbrauchten  Zeit  ist;  wenn  also 
die  Zeiten  die  kürzesten  sein  sollen,  so 
müssen  auch  die  Wege  die  kürzesten 
sein.  Femer  befindet  sich  der  Weg  in 
der  Ebene  ÄCDB,  welche  senkrecht 
zur  Ebene  P  durch  die  Punkte  Ä  und  /i 
gelegt  ist  und  diese  Ebene  längs  der 
Geraden  CD  schneidet.  Denn  betrachten 
wir  die  gebrochene  Linie  AGB^  welche 
ausserhalb  der  Ebene  ACDB  liegt,  und  •/ 

fällen  wir  vom  Punkte  G,  in  welchem  sie  die  Ebene  P 
schneidet,  GL  senkrecht  auf  CD,  so  werden  die  Geraden  u4Z  und 
LB  bezüglich  kleiner  als  ÄG  und  GB]  folglich  wird  auch  die 
Zeit,  welche  der  Punkt  auf  dem  Wege  ALB  verbraucht,  kleiner 
als  die  Zeit,  welche  für  den  Weg  AGB  erforderlich  ist. 

Dies  festgestellt,  bezeichnen  wir  mit  a  und  b  die  Senk- 
rechten AG  und  BD,  welche  von  den  Punkten  A  und  B  auf 
die  Ebene  P  gefallt  sind,  mit  c  die  Entfernung  CD,  und  mit  x 
die  Entfernung  eines  beliebigen  Punktes  H  auf  CD  vom 
Punkte  C.    Es  ist 

^ir-V^M^S    BH^y(c--xy+b\ 
Demnach  wird  die  Zeit  ^,  welche  der  bewegliche  Punkt  ver- 
braucht, um  von  A  nach  B  zu  gelangen: 


^  UV 

Dies  ist  die  Funktion  von  x,  deren  Minimum  gesucht  wird. 
Ein  Maximum  lässt  die  Aufgabe  nicht  zu.  Die  Vorzeichen  der 
Wurzel  sind  positiv,  x  kann  alle  Werte  von  —  oo  bis  -f  oo  an- 
nehmen. In  den  beiden  extremen  Fällen  ist  t  positiv  unendlich 
gross.   Setzt  man  die  Ableitung  der  Funktion  t  gleich  0,  so  folgt: 

2)  ^         ^       _g"^  _  0 

uVx^  +  a^      vy(c-xy+b^        ' 

und  beseitigt  man  die  Wurzelzeichen,  so  wird 

x^v^{c  ~  xy+  x^vH^-  (c  -  xyu^x*-  (c  -  xyu^a^^O. 
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Die  unbekannte  x  hängt  also  von  einer  Gleichung  4*^  Gra- 
des ab.  Indessen  kann  man,  ohne  diese  Gleichung  zu  lösen, 
welche  auch  durch  Quadrierung  der  Wurzeln  eingeführte,  der 
ursprünglichen  Aufgabe  fremde  Lösungen  mit  sich  führt,  die 
geometrische  Eigenschaft  feststellen,  welche  die  gesuchte  ge- 
brochene Linie  charakterisiert.  Konstruieren  wir  KI  senk- 
recht zur  Ebene  P  im  Punkte  H,  und  bezeichnen  wir  mit  i 
den  Winkel  AHK,  mit  r  den  Winkel  IHB^  so  wird: 

DH  c-x 


smr ' 


BH       y{c--xf+h^ 

,    .       CH  X 

sm  i  =  —7-Yr  ™  -j- ^ 

^^       Vx^+a" 

und  folglich  ergiebt  die  Gleichung  2),  welche  die  Bedingung 
des  Minimums  ausdrückt, 

sin*  __  u 
sinr       V 
Der  Sinus   des  Einfallsunnkels  steht  also  zum  Sinus  des 
Befraktionsimnkels  in  dem  Verhältnis   der  Geschwindigkeiten, 
mit  denen  sich  der  Punkt  im  ersten  und  zweiten  Baume  be- 
wegen kann. 

143.  Beispiel  IV.  Die  grössten  und  die  kleinsten  Etitfern- 
ungen  eines  gegebenen  Punktes  von  einer  gegebenen  Kurve  mi  be- 
stimmen. 

Es  seien  a  uud  b  die  Koordinaten  des  gegebenen  Punktes 
in  Bezug  auf  zwei  rechtwinklige  Axen;  x  und  y  die  Koordinaten 
der  Punkte  auf  der  gegebenen  Kurve.  Die  Ordinate  y  ist  eine 
bestimmte  gegebene  Funktion  von  x,  und  das  Quadrat  der  Ent- 
fernung des  Punktes  (a,  b)  von  einem  Punkte  {x^  y)  ist 
1)  t;-(a;-a)^+(y-fe)l 

Es  handelt  sich  darum,  die  Maximal-  und  Minimal  werte  dieser 
Funktion  von  x  zu  bestimmen. 
Man  hat 


2) 
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dv 
Die  Bedingung  -5-  *  0  des  Maximum  oder  Minimum  ist  hier 

3)  (^-«)  +  (y-6)|f-o, 


oder 

X  —  a     dx 


-1. 


■^^ ist  der  Richtungskoeffizient  der  Verbindungsgeraden 

des  gegebenen  Punktes  M^  mit  dem  gesuchten  Eurvenpunkte  Jf, 

--p  der  fiichtungskoeffizient  der  Tangente  im  Punkte  M.    Die 

Gleichung  drückt  also  aus,  dass  die  Yerbindungsgerade  eine 
Normale  der  gegebenen  Kurve  sein  muss. 

Ist  ein  Punkt  M  durch  die  Gleichung  3)  bestimmt,  so 
gehört  er  zu  einem  Maximum  oder  einem  Minimum  der  Ent- 

d^v 
femung,  je  nachdem  -j-^  positiv  oder  negativ  wird.    Wenn  aber 

-j-^  null  wird,  so  muss  man  zu  den  höheren  Ableitungen  über- 
gehen^ um  zu  entscheiden;  ob  ein  Maximum  oder  ein  Minimum 
oder  keins   von  beiden    stattfindet.     Dieser    letzte  Fall   tritt 

insbesondere  dann  ein,  wenn  -=—^  null  wird  und  -j-^  von  0  ver- 
schieden ist. 

Denken  wir  uns  die  Gerade  MqM  konstruiert,  und  lassen 
wir  nun  den  Punkt  M^  alle  möglichen  Lagen  auf  derselben 

d^v 
einnehmen,  so  vdrd  es  eine  Lage  M^  geben,  für  welche  -j—^ 

null  wird.  Nennt  man  x^f/  die  Koordinaten  dieses  Punktes  M'^ 
80  hat  man 

und  die  zweite  der  Gleichungen  2)  kann  also  in  der  Form 
geschrieben  werden: 

Hieraus  folgt,  dass  der  Wert  M^M  ein  Minimum  oder 
ein  Maximum  sein  wird,  je  nachdem  h  —  y^  und  y  —  y^ 
gleiche  oder  verschiedene  Zeichen  haben.   Mit  anderen  Worten: 
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es  findet  ein  Minimum  statt,  wenn  der  Punkt  M^  zwischen  M 
und  M^  sich  befindet,  im  anderen  Falle  ein  Maximum,  Der 
Punkt  M^  ist,  wie  wir  später  sehen  werden,  nichts  anderes 
als  der  Krümmungsmiitelpunktj  welcher  zum  Punkte  M  der  ge- 
gebenen Kurve  gehört. 

144.  Nehmen  wir  an,  dass  die  gegebene  Kurve  ein  Kreis 
ist  mit  der  Gleichung 

indem  man  diese  Gleichung  differentiiert,  wird 

Die  Gleichung  3)  des  vorigen  Paragraphen  wird  also 

h  a  ^' 
sie  stellt  die  Gerade  dar,  welche  den  gegebenen  Punkt  mit 
dem  Mittelpunkt  des  Kreises  verbindet,  und  diese  schneidet 
die  Peripherie  in  zwei  Punkten,  von  denen  der  eine  zu  einem 
Minimum,  der  andere  zu  einem  Maximum  gehört.  Denn  der 
mit  M^  bezeichnete  Punkt  ist  hier  der  Mittelpunkt  des  Kreises, 
weil  seine  Koordinaten  ^^  den  Gleichungen  zu  genügen  haben: 

(^_«)+(j/_5)£=0  und  l+(g)V(,-y)g»0,al8o-yg==0, 

also  ist  x'»0  und  y*»0;  und  man  erhält 

1  d^_B»  ^ 

2  dx^  ~  y\  y' 

Daraus  folgt,  dass  -r-j  positiv  oder  negativ  wird,  je  nachdem 
h  imd  y  von  gleichem  oder  verschiedenem  Zeichen  sind. 

145.  Ist  die  gegebene  Kurve  eine  doppelt  gekrümmte, 
oder  liegt,  falls  sie  eben  ist,  der  gegebene  Punkt  nicht  in 
ihrer  Ebene,  so  hat  man  die  drei  rechtwinkligen  Koordinaten 
im  Baume  anzuwenden.  Das  Quadrat  der  Entfernung  des 
Punktes  M^  von  einem  Kurvenpunkte  wird 

t;«(a;-a)«+(y~fc)«+(i?-c)« 
und  y  und  z  sind  gegebene  Funktionen  von  x\  femer  hat  man 
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1  d*v 
2 


Die  Punkte  mit  den  Koordinaten  x^  y,  z^  welche  zu  einem 
Maximum  oder  Minimum  gehören  können,  sind  durch  die  Gleich- 
ung — -  =.  0  gegeben,  oder 

mit  der  man  die  beiden  Gleichungen  der  gegebenen  Kurve  zu 
verbinden  hat  Betrachtet  man  a^h^c  als  variabele  Koordinaten, 
x^  y,  z  als  feste  Grössen,  so  ist  dieses  die  Gleichung  einer 
Ebene,  welche  wie  später  gezeigt  wird,  normal  zur  gegebenen 
Kurve  ist,  d.  h.  senkrecht  steht  zur  Tangente  des  Kurven- 
punktes  M  in  diesem  Punkte.  Um  nun  das  Maximum  und 
Minimum  zu  unterscheiden,  bezeichnen  wir  mit  a/,  y',  ^  die  Ko- 
ordinaten eines  variabelen  Punktes  und  bestimmen  dieselben 
so,  dass  sie  die  Gleichung 

>+(i)*+G-:)*+('-^)S+('-')S-'' 

befriedigen.  Dies  ist  die  Gleichung  einer  Ebene.  Es  sei  nun 
M^  der  Punkt,  wo  diese  Ebene  die  Gerade  M^M  schneidet, 
so  müssen  die  Koordinaten  ^r',  y,  s/  dieses  Punktes  erstens  die 
Gleichungen  erfüllen: 

X  —  a  ^  y  —  1)        z  —  c 

X  —  a! '"  y  —  y^  '^  z  —  ^^ 

und  diese  Ausdrücke  sind  auch  gleich: 


und  sodann  die  Gleichung: 


oder: 
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also  wird  der  Wert 

2  dx*' 
folglich  wird 


-b-m'^mr^. 


rf-t;       ^         ,         d^v 


>0,     oder    -y-r<0, 


je  nachdem  a  —  x*  und  x  —  x^  von  gleichem  oder  ungleichem 
Zeichen  sind;  hieraus  folgt,  dass  ein  Minimum  stattfindet, 
wenn  die  Punkte  Mq  und  M  auf  derselben  Seite  der  von  den 
Punkten  -M'  in  der  Normalebene  gebildeten  Geraden  liegen, 
dagegen  im  andern  Falle  ein  Maximum.  Die  von  den  Punkten  JJT 
gebildete  Gerade,  welche  auch  als  Schnitt  zweier  benachbarten 
Normalebenen  definiert  werden  kann,  heisst  die  zum  Kurven 
punkte  M  gehörige  Krümmungsaoce. 

Liegt  der  Punkt  Mq  auf  der  Krümmungsaxe,  ist  also 
und 

IS-['+(lf)'+(Ä)>(»-)S+('-«)0-»- 

so  muss  man  die  dritte  Ableitung  bilden.     Dieselbe  wird 

Nur  wenn  für  die  Koordinaten  h  und  c  auch  dieser  Ausdruck  0 
wird,  kann  die  Entfernung  M^M  ein  Maximum  oder  ein  Minimum 
sein.  Dieser  besondere  Punkt  auf  der  Krümmungsaxe  ist  der 
Mittelpunkt  der  oskulierenden  Kugel  des  Punktes  M,  Für  jeden 
andern  Punkt  auf  der  Axe  findet  weder  ein  Minimum  noch  ein 
Maximum  statt. 


Bemerkung  fiber  relative  Maxima  und  Minima. 

146.  Bisweilen  handelt  es  sich  um  die  Bestimmung  des 
grössten  und  des  kleinsten  Wertes,  welchen  eine  Funktion  f{x) 
der  Variabelen  x  annimmt,  während  x  nur  zwischen  gegebenen 
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Grenzen  a  und  b  variiert.  Solch  ein  Maximum  oder  Minimum 
heisst  ein  relatives,  um  die  Frage  zu  lösen,  hat  man  die 
Änderungen  der  Funktion  f(x)  mit  Zuhilfenahme  ihrer  Ab- 
leitung zu  untersuchen.  Bleibt,  während  x  von  a  bis  b  ^riiert, 
die  Ableitung  endlich  und  stets  von  gleichem  Vorzeichen,  so 
sind  die  relativen  Maxima  und  Minima  die  extremen  Werte 
f{a)  und  f(b).  Hat  die  Funktion  mehrere  Maxima  und 
Minima  innerhalb  der  betrachteten  Grenzen,  so  wird  der 
grösste  unter  den  Maximalwerten  das  Maximum  Maximonim 
und  der  kleinste  unter  den  Minimalwerten  das  Minimum  Mini- 
münim  genannt.  In  diesem  Falle  genilgt  das  Maximum  Maxi- 
morum  den  früheren  Bedingungen,  wenn  es  die  extremen 
Werte  f{a)  und  fQi)  übertriflFt,  desgleichen  das  Minimum 
Minimorum,  wenn  es  kleiner  ist  als  diese  extremen  Werte. 

Handelt  es  sich  bei  einer  Aufgabe  um  die  Bestimmung 
eines  Maximums  oder  Minimums,  und  trifft  man  dabei  solch 
eine  Wahl  der  Variabelen,  dass  die  unabhängige  innerhalb 
bestimmter  Grenzen  bleibt,  so  kann  es  eintreten,  dass  für  die 
Funktion,  deren  Maximum  oder  Minimum  gesucht  wird,  nur 
ein  relatives  Maximum  oder  ein  relatives  Minimum  vor- 
handen ist. 

Nehmen  wir  z.  B.  die  Aufgabe  des  §  144,  bei  der  es  sich 
um  die  kürzeste  oder  längste  Entfernung  eines  Punktes  von 
einem  Kreise  handelt.  Wenn  wir  die  Abscissenaxe  durch  den 
gegebenen  Punkt  legen,  so  ist  das  Maximum  oder  Minimum 

des  Ausdruckes 

V^(x-a)^+f 

zu  bestimmen.  Gemäss  der  Gleichung  des  Kreises  ist  aber 
y«  =  jR*  —  x^^  und  man  hat  also 

F=-(a:-a)«-f-B«-x», 
oder 

F— E*-f-a*- 2aa;. 

Es  ist  ersichtlich,  dass  diese  Funktion  F,  welche  in  x 
linear  ist,  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum  hat,  wenn 
X  unbeschränkt  ist.  Für  unsere  Aufgabe  erfordert  indessen 
die  Gleichung  des  Kreises  y  =•  j/ü*  —  x*,  dass  die  unabhängig» 
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VeräDderliclie  x  zwischen  —  U  und  +  jR  bleibt.  Nehmen  wir 
a  positiv  an,  so  wird  das  relative  Minimam  and  das  relative 
Maximnm  von  F 

(a  -  Ry  nnd  (a  +  B)\ 

die  extremen  Werte  x  ^  —  R  und  x  ^  +  R  geben  also  die 
Lösung  der  Aufgabe. 

Der  Fall  der  impliciten  Funktionen  einer  unabhängigen 

Tariabelen. 

147.    Ist  eine  Funktion  y  mit  der  Variabelen  x  durch 
eine  Gleichung 

1)  n^,y)-o 

verbunden,  so  folgt  durch  Differentiation 

^  dx^  dy     dx 

Die  Bedingung  des  Maximums  oder  Minimums  verlangt, 

dass  ~  null  wird;  man  hat  also: 
dx  ' 

K 

S,  f -0. 

dy 

Bestimmt  man  die  gemeinsamen  Lösungen (^o,yo),(a;i,y,)... 

der  Gleichungen  1)  und  3),  so  sind  die  Werte  von  a;,  welche 

zu  Maximal-  und  Minimal  werten  von  y  gehören,  in  der  Reihe 

^0,  a;^ . . .  enthalten.     Wir  sehen  hierbei  von  den  Maxima  und 

Minima  ab,  welche  zu  Werten  von  x  gehören  können^  für  die 

dy 

-f  nicht  mehr  stetig  bleibt. 

Es  kann  auch  eintreten,  dass  die  beiden  Gleichungen 

ox         ^     dy 

gemeinsame   Lösungen    besitzen,   welche    zugleich  auch    der 

Gleichung  1)  genügen.    Für  solche  Werte  von  a;,  denen   ein 

Wert  y  entspricht,   der  zugleich   die   Gleichungen  1)  und  4) 

erfüllt,  kann  der  Wert  von  -—  nicht  mehr  aus  der  Gleichung  2) 
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berechnet  werden.  Wir  beschränken  uns  hier  auf  diese  Be- 
merkung, die  späterhin  gelegentlich  der  Untersuchung  singu- 
lärer  Punkte  einer  Kurve  weiter  ausgeführt  werden  wird. 

Um  nun  zu  entscheiden,  ob  eine  Lösung  der  Gleichungen 
1)  und  3)  wirklich  zu  einem  Maxiiaum  oder  Minimum  gehört, 
muss  man  zu  den  höheren  Ableitungen  von  y  übergehen. 
Die  Differentiation  der  Gleichung  2)  ergiebt: 

dx^  '^     dx^y  dx^  ay*  \dxJ  "^  dy  dx^  ^    ' 

und  da  -y^  null  ist,  so  hat  man,  wenn  - — r—  und  -r-^-  endlich 
dx  '  '  dxdy  dy^ 

bleiben:  .^^ 

d^y      _d^      ' 

dx"  "■      a/; ' 

dy 

Das  Vorzeichen  dieses  Ausdruckes^  in  welchem  man  das 

gefundene  Wertsystem  {^o^yo),  (•^i;yi)«««  z^  substituieren  hat, 

entscheidet  über  das   Maximum   oder  Minimum.     Wird  aber 

d^y 

-j-'^  gleich  null,  so  hat  man  die  Untersuchung  nach  der  Theorie 

des  §  139  weiter  zu  fähren. 

148.  Beispiel.  Das  Maximum  der  Funktion  y  zu  boftim^nenj 
welche  durch  die  Gleichung 

f(x,y)-y'~3axy  +  x«-0 

definiert  isty  wo  a  eine  positive  Konsfante  bedeutet. 
Es  ist 

und  die  Elimination  von  y  zwischen  den  Gleichungen 

/(x,y)-0   und    J^-O 
giebt: 

x^-2a^x^=0, 
oder 

x,^0   und   X'^  a  V^2. 

Serret,  Differeutial  -  and  lutegral  -  Rechnung.    L  Bd.  14 
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Die  entsprechenden  Werte  von  y  sind: 
2/  «  0   und   y  =  a  yJ. 


a/" 


Das  erste  System  x  ^0^  y  =-  0  macht  auch  —  zu  null  und 

gebort    zu    einem    singuläfen    Punkte;    das    zweite    System 
{x  —  a\/2,  y  «=  a  k4)  liefert  ein  Maximum;  denn  es  ist 

dy 


y'-«^       a(V'4-l) 


149.  Wir  wollen  noch  den  allgemeinen  Fall  betrachten^ 
bei  welchem  m  +  1  Variabele  a?,  a:i,  a:,, ...  a:^,  durch  m  Gleich- 
ungen mit  einander  verbunden  sind: 


1) 


/m\J^)  ajj  j  a?2,  .  • .  3*,^)  "^  ^? 

und  nehmen   an,  dass  die  Maximal-  und  Minimalwerte  von 

einer  dieser  Variabelen,  z.  B.  x^^  zu  bestimmen  sind.   Eine  unter 

den  Variabelen,  z.  B.  x^  lässt  sich  zur  unabhängigen  wählen. 

Dabei  lassen  wir  die  Werte  von  a?,  für  welche  die  Ableitung 

d  X 

-r^  etwa  unstetig  wird,  bei  Seite.    Die.  Bedingung  des  Maxi- 

uX 

mams  und  Minimums  wird  nun 


^-'  -^  0     oder    dx.  > 
dx  ' 


"0. 


Die  Differentiation  der  Gleichungen  1)  ergiebt: 
^  ?/l  rfa;  -t-  -?^-  rfa;  -t- . . .  ^/»  dx   -  0 


2) 


^^dx  +  l^^dx,+ 
CX  cx^ 


■t"'-'' 


S^'+If7'.+- 


'dx„ 


dx,„  —  0. 
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Bezeichnet  man  mit  X^  die  Determinante: 

dx^  dx^       dXm 
dx^  dx^       dXfn 


dfm 


dXn! 


dx^  dx^ 

and  durch  X  die  Determinante,  welche  aus  dieser  hervorgeht, 
wenn  man  die  Elemente  der  ersten  Kolonne  bezQglich  durch 

dx^  dx^        dx 
ersetzt,  so  ist  das  Resultat  der  Elimination  der  Differentiale 
dx^  . . .  dXjn  aus  den  Gleichungen  2) 

3)  Xdx  +  X^dx^^O, 

Man  hat  also  für  ein  Maximum  und  Minimum 
X 


4) 


X, 


«0. 


Verbindet  man  diese  Gleichung  mit  den  m  Gleichungen  1), 
so  erhält  man  ein  System  m  +  1  simultanen  Gleichungen, 
deren  gemeinsame  Lösungen  zu  bestimmen  sind. 

Dabei  kann  es  eintreten,  dass  die  Gleichungen  1)  für  ge- 
wisse Werte  der  Yariabelen  zusammen   mit  den  Gleichungen 

erfüllt  sind;  dieser  Fall  ist  jedesmal  besonders  zu  untersuchen. 

Um  nun  die  Scheidung  zwischen  den  Maxima  und  Minima 

d^x 
zu  treffen,  hat  man  den  Ausdruck  für  -r— ^  zu  bilden,  und  zu 

diesem  Zwecke  wird  man  die  Gleichungen  3)  differentiieren. 

Man  erhält  aus 

dx^ X^ 

dx  Xj 


u« 


d»«! 

*  dx            dx 

dx*  " 

X* 
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wobei  nur  auch  die  Differentiale  —  S-"    ,~  zu  beachten  und 

dz         dz 

aus  den  Gleichungen  2)  zu  substituieren  sind.    Man  kann  auch 

die   Gleichungen  2)   total   nach  z   differentiieren    und   durch 

Elimination  der  Differentiale  d^z^y . . .  d^z„,  die  Gleichung  fiir 

d^z^  bilden.    In  welcher  Weise  man  weiter  zu  gehen  hat,  falls 

die  Ableitungen  höherer  Ordnung  zu  betrachten  sind,  ist  leicht 

zu  sehen. 

150.  Die  Yorstehende  Untersuchung  ist  allgemein  und 
umÜEUBst  auch  den  Fall,  in  welchem  die  Maxima  und  Minima 
einer  expliciten  Funktion 

TOD  m  Variabelen  zu  bestimmen  sind,  welche  durch  m  —  1 
Gleichungen 

/;(a;,a;i,...x™_i)«0, 

fii^}  ^ij  •  •  •  ^«*-0  ^  0  . . .  /;.-i(x,  aji, . . .  z^^i)  —  0 

mit  einander  verbunden  sind.  Denn  fQgt  man  diesen  Gleich- 
ungen noch  die  folgende  hinzu: 

U  —  F(Z^  Xj,  . ..  X,n_i)  «  0, 

so  hat  man  ein  System  von  m  Gleichungen,  mit  m  +  l  Ver- 
änderlichen, und  es  handelt  sich  um  die  Bestimmung  der 
Maxima  und  Minima  von  einer  dieser  Variabelen,  nämlich  t«, 
was  die  im  vorigen  Paragraphen  gelöste  Aufgabe  ist. 

Über  Maxima  und  Minima  von  Funktionen  mit  mehreren 
unabhängigen  Variabelen. 

151.  Ist  f(z^y,z^..,)  eine  Funktion  von  mehreren  un- 
abhängigen Variabelen  Zy  J/,  ^, . .  •;  so  sagt  man,  diese  Funktion 
hat  ein  Maximum  für  a?  —  x^,  y -=  yo»  ^ '^  ^of  •••>  wenn  die 
Differenz 

/'(^o+  ^^  Vo+^'y  ^0+  ^  •••)  -  fi^o^  yoi  ^ov) 
für  alle  Werte  der  Inkremente  ä,  ä,  /,...,  welche  zwischen  —  € 
uud  +  £  gelegeo  sind,  negativ  ist,  wobei  die  positive  Grösse  £ 
einen  endlichen  übrigens  beliebig  kleinen  Wert  hat.  Ist  dagegen 
dieselbe  Differenz  durchaus  positiv  bei  denselben  Werten  von 
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Ä,  ÄJ,  i, ...,  80  erhält  die  Funktion  fix^y^is^ ...)  ein  Minimum 
für  x^x^,y^y^,z^  z^. 

Nehmen  wir  an,  dass  die  besonderen  Werte  x^x^^  V'^Vo} 
z  =  Zq.,,  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  von  f(x^  y^z .,.) 
gehören,  und  erteilen  wir  den  Variabelen  y,(s.,.  die  Werte 
j/o,  £^0  . . .;  die  Funktion 

f{ix:,yo,eo...) 

hängt  alsdann  nur  von  der  Variabelen  x  ab,  und  da  sie  ein 
Maximum  oder  Minimum  wird  för  ^  —  Xq,  so  wird  die  Ab- 
leitung 

dx 

null  oder  unstetig  für  x  =-  Xq.  Also  muss  bei  unserer  An- 
nahme die  partielle  Ableitung  der  gegebenen  Funktion  nach  x, 

nämlich 

df{x,y,z..,) 
dx 

null  sein  oder  unstetig  werden  fÖr  x  '^  Xq^  V  '^Voi  ^  *=  ^o- 
Dieselbe  Überlegung  bezieht  sich  auch  auf  die  partiellen  Ab- 
leitungen: 

H{x,y,z,.)        df{x,y,z...) 

dy  '  dz 

und  folglich  gehören  die  Werte  von  a:,  y,  iSf...,  denen  ein 
Maximum  oder  ein  Minimum  der  Funktion  f  entspricht,  zu 
denjenigen,  fQr  welche  das  totale  Differential  df  dieser  Funk- 
tion null  wird,  oder  eine  ünstetigkeit  erleidet. 

152.  Die  Anwendung  der  Taylorschen  Formel  ergiebt 
dasselbe  Resultat.  Erteilt  man  den  Variabelen  x^  y^z...  irgend- 
welche bestimmte  Werte  und  legt  ihnen  sodann  die  Zuwüchse 
h^h^l.,.  bei,  welche  nichts  anderes  sind  als  die  Differentiale 
dXjdyjdz  .,.f  so  erhält  man  nach  der  Taylorschen  Gleich- 
ung, wenn  man  von  solchen  Werten  absieht,  für  welche  die 
partiellen  Ableitungen  der  Funktion  f  unstetig  werden: 

1)  Af^df+R,. 

B^  ist  dann  der  Rest  der  Reihe.  Ist  nun  df  nicht  null,  so 
ist  das  Verhältnis  von  R^  zu  df  unendlich  klein  bei  unendlich 
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kleinen  Werten  von  h^lCyl ...  (§  134),  wobei  die  Verhältnisse 
dieser  Grössen  zu  einer  unter  ihnen  unbestimmt  bleiben 
können.  Man  kann  also  denselben  so  kleine  Beträge  bei- 
legen,  dass  Af  das  Vorzeichen  von  df  hat,  und  folglich  ändert 
dann  Af  sein  Zeichen,  wenn  man  die  Vorzeichen  von  h,  k^l ... 
ändert.  Die  angenommenen  Werte  von  x^y^e ...  können  mit- 
hin nur  dann  einem  Maximum  oder  Minimum  entsprechen, 
wenn 

df^O 

ist,  und  dies  erfordert,  dass  einzeln 

.dx         ^     dy         ^     dz 
wird,  weil  dx^  dy^  de  ...  willkürlich  sind. 

Sind  diese  Bedingungen  erfüllt,  so  hat  die  Änderung  Af 
von  f  den  Wert: 

d^f 

Nehmen  wir  an,  dass  für  alle  reellen  Werte  von  A,  k,  ? . . ., 
welche  zwischen  —b  und  +a  liegen,  das  Differential  rf*/* niemals 
negativ  wird,  und  dass  es  auch  nicht  null  wird,  ausser  für 
Ä  -«  0,  Ä;  «  0,  Z  -=  0 ...,  so  wird,  weil  man  s  so  klein  wählen 
kann,  dass  das  Verhältnis  von  B^  zxx  \  d^f  dem  Betrage  nach 
beliebig  klein  wird,  die  Änderung  Af  das  Vorzeichen  von  d^f 
erhalten,  und  also 

Af>0 

sein.  Den  betrachteten  Werten  von  x,y^z ...  entspricht  dann 
also  ein  Minimum  der  Funktion  f.  Wird  dagegen  d*/*  nicht 
positiv,  bei  allen  Werten  von  h,1c^l ...  zwischen  —  s  und  +  t, 
und  nicht  null,  ausser  für  A  «-  0,  A  =  0,  /  =«  0  . . .,  so  ist 

A/-<0, 

und  den  betrachteten  Werten  der  Variabelen  entspricht  ein 
Maximum.  Dagegen  hat  man  weder  ein  Maximum  noch  ein 
Minimum,  wenn  für  die  Werte  h,k^l ...  zwischen  —  s  und  -f  e 
das  Differential  d^f  sowohl  positive  als  auch  negative  Werte 
annimmt. 
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Es  kann  nun  aber  auch  eintre^p^  dass  das  Differential 
d^f  ideiitiscli  null  ist  bei  den  Werten,  welche  man  den  Varia- 
belen  a;,  y,  j? .  ..'beigelegt  hat,  oder  auch,  dass  dieses  Diffe- 
rential null  wird  bei  gewissen  Werten  von  h,k^l,,.  zwischen 
—  £  und  +  £,  während  es  bei  allen  anderen  Wertsystemen 
-A,  kj  l ...  unverändert  dasselbe  Zeichen  hat.  Tritt  der  letzt- 
genannte Fall  ein,  so  muss^  damit  ein  Minimum  oder  Maxi- 
mum stattfindet,  die  "Ungleichung: 

Af>0     oder     Af<0 

auch  für  die  Werte  von  h^Tc^l...  fortbestehen,  welche 'AY 
annulieren.  Für  diese  Werte  ergiebt  aber  die  Taylor  sehe 
Gleichung: 

3)  A/-»^^{+B, 

Hieraus  schliesst  man^  weil  das  Differential  d^f  die 
Grössen  h^k^l.,.  in  der  dritten  Potenz  enthält,  und  also  sein 
Zeichen  ändert,  wenn  man  die  Vorzeichen  von  Ä,  i,  l ...  ändert^ 
wobei  diese  Grössen  immer  noch  der  Bedingung  ^Y—  0  ge- 
nügen können,  dass  für  die  Werte,  welche  d^f^Q  machen, 
auch  d^f-^0  sein  muss,  damit  ein  Maximum  oder  Minimum 
vorhanden  ist.    Dann  ist  nach  der  Taylorschen  Gleichung: 

und  es  findet  ein  Maximum  oder  Minimum  statt,  wenn  für  die 
Werte  von  Ä,  Ä,  i . . .,  welche  d^f  und  d^f  annullieren,  d^f  be- 
ständig das  Zeichen  Minus,  oder  beständig  das  Zeichen  Plus  hat. 

Wenn  für  die  Werte,  welche  den  Variabelen  a;,y,  x?... 
erteilt  wurden,  das  Differential  d^f  identisch  null  ist,  d.  h. 
alle  partiellen  Ableitungen  zweiter  Ordnung  verschwinden,  so 
muss,  damit  überhaupt  ein  Maximum  oder  Minimum  eintreten 
kann,  auch  d^f  identisch  null  sein,  und  ist  dieses  der  Fall, 
80  findet  das  eine  oder  andere  statt,  je  nachdem  d^f  beständig 
negativ  oder  beständig  positiv  ist. 

Ist  d^f  identisch  null,  oder  verschwindet  es,  ohne  sein 
Zeichen  zu  ändern,  füi;  gewisse  Werte  von  h,k,l  ...^  so  muss 
man  zu  den  Differentialen  höherer  Ordnung  übergehen.    Doch 
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ist  es  unnötig,  diese  Diakussion  zu  erweitern,  da  das  Gesagte 
fQr  die  Anwendungen  genügt. 

153.  In  dem  gewöhnlichsten  Falle  eines  Minimums  oder 
Maximums  muss  bestandig 

dY>0     oder    d^f<0 

für  alle  Werte  von  A,  /p,  ?  ...  zwischen  ~  *  und  +  «  sein. 
Wir  wollen  nun  die  Bedingungen  dafdr  untersuchen,  dass  die 
eine  oder  die  andere  dieser  Ungleichungen  erfüllt  ist,  und  be- 
trachten nur  die  erste 

d'f>0, 

welche  einem  Minimum   entspricht;   der  Fall   des  Maximums 
ist  hierauf  zurückführbar,  wenn  man  f  in  —  f  verwandelt. 
Es  ist 

^       '     dx*  cx  dy  (^x  dz  dt/  cy  de  de* 

Setzt  man 

wobei  E  einen  positiven  beliebig  grossen  Wert  bezeichnet, 
so  ist 

Wenn  nun  die  Grössen  A,  /:,  Z . . .  zwischen  —  e  und  +  s 
variieren,  so  variieren  6,  iy,  g...  zwischen  —  ^und  +E]  anderer- 
seits ist  E  beliebig  gross.  Also  verlangt  die  Ungleichung 
rf*/'>  0,  dass  die  rechte  Seite  der  Gleichung  2)  für  alle  Werte 
der  Variabelen  |,  i?,*t...  zwischen  —  oo  und  +  oo  positiv 
bleibt. 

Mithin  erfordert  die  gestellte  Aufgabe  die  Ermittelung 
der  Bedingungen,  welche  erfüllt  sein  müssen,  damit  eine  ganze 
homogene  Funktion  zweiter  Ordnung  von  m  Variabelen  £,17,^... 
durchaus  positiv  bleibt.  .Die  rechte  Seite  der  Gleichung  2) 
bezeichnen  wir  mit  V  und  setzen: 
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dx^       ^' 

9) 

—  <?, 

SO  ist 

4)        • 

.     >=^|«+2P|  +  <2. 

# 

Da  die  Funktion  V  sich  auf  A^^  reduziert,  wenn  i?,S«»» 
gleich  null  gesetzt  werden,  so  muss  man  zunächat  haben 

A>0. 
Indem  man  sodann 

5)  V,^AQ-F^ 
setzt,  folgt: 

6)  ^F«(^6  +  P/+  V,. 

Der    erste    Teil    dieses   Wertes    von    AV  verschwindet    für 

p 
S«=---jj  welche  Werte  auch   »?,  S...   haben   mögen.     Also 

muss  die  Grösse  V^  beständig  positiv  sein. 

Also  sind  die  gesuchten  Bedingungen  dafür,  dass  V  be- 
ständig positiv  ist:  erstlich^  dass  A>0  ist,  eweitenSy  dass  V^ 
beständig  positiv  ist.  V^  ist  aber,  ebenso  wie  V  eine  ganze 
und  homogene  Funktion  vom  zweiten  Grade,  enthält  jedoch 
nur  noch  m  —  \  Variabele.  Mithin  kann  man  für  T\  die- 
selben Betrachtungen  wie  bei  V  anstellen,  und  findet  als  Be- 
dingung dafür,  dass  Vj^  beständig  positiv  ist:  ei'stens,  dass  eine 
bestimmte  Grösse  ^^  >  0  ist,  zweitens ^  dass  eine  gewisse 
homogene  Funktion  zweiter  Ordnung  von  m  —  2  Variabelen 
beständig  positiv  bleibt.  Nun  ist  leicht  zu  sehen,  dass  man^ 
indem  man  so  fortföhrt,  m  Bedingungen  erhält: 

welche   notwendig   und   hinreichend    sind,   damit  V  beständig 
positiv  bleibt.  • 

Insbesonders  erhält  man  für  den  Fall,  dass/* nur  von  zwei 
Varialfclen  x  und  y  abhängt: 
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also 

Die  Bedingangen  dafür,  dass  V  beständig  positiv  bleibt, 
sind  also 

^   dx^^^'     ex'  dy^      Vcxdy)  ^ 
Es  ist  ersichtlich,  dass  dieselben  auch  die  Bedingung 

enthalten. 

Um  zum  Fall  des  Maximums  zu  gelangen^  genügt  es  den. 
Sinn  der  ersten  der  beiden  Ungleichungen^  welche  die  Be- 
dingung für  das  Minimum  enthalten^  zu  ändern. 


.«>o 


Anwendung  auf  einige  Beispiele. 
154.   Beispiel  I.   Das  Maximum  der  Funkiton 

f  «=  x**  y^  zy . . .  u^  (a  —  X  —  y  —  z u)'' 

zu  bestimmen,  wobei  a  eine  positive  Konstante,  und  die  Ex- 
ponenten a^  ßy  y^...  II  positive  und  ganze  Zahlen  sind. 

Es  ist: 

df        ^^  la^y  i      ^^1        7^^        dx  +  dy+dZ"  +  du 
;  X      '^  y      '    z  u      ^  a  —  x  —  y  —  z u 

d^f     fdfV  {(iA\  2{^^^y       (dx-{-dy-\-dZ'''+duy 

Die  Gleichung  rf/"  —  0  kann  durch  die  Werte  null  der 
Yariabelen  x^  y,  z  .,,u  erfüllt  werden,  und  es  ist  leicht  zu 
erkennen,  in  welchen  Fällen  diesen  Werten  ein  Maximum  oder 
Minimum  entspricht.  Wir  sehen  davon  hier  ab.  Dann  ergiebt 
die  Bedingung  df^O: 
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a 
X 

y      z 

•  = 

u       a- 

aj  —  y  — ;8f V 

9 
t 

• 

and 

hieraus 

folgt: 

X 

ß     y' 

u      a 

—  X 

zyizl:! 

—  n 

«  +  /*  +  ? 

a 

*t 

A+,t 

und 

r-{^. 

a 

r  +  ,*+...i- 

• 

Endlich 

findet    man 

aus    der 

Gleichung   für 

rfY, 

weil 

^f- 

=  0  ist: 

• 

d^ 

f=f-^ 

„r^v_. 

ir^-V-. 

(rfa;  +  dy  +  . 

.d«y 

- 

'      'L        \x  J  \uJ         {a^x  —  y m)*J 

und  dieser  Wert  ist  durchaus  negativ;  also  ist  der  obige  Wert 
von  f  ein  Maximum.  • 

155.  Beispiel  n.  Die  Maxima  und  Minima  der  Ent- 
feinung  ztvischen  zwei  Punkten  zu  bestimmen,  welche  auf  zwei 
gegeheiten  Kurven  bezüglich  liegen. 

Die  rechtwinkligen  Koordinaten  eines  Punktes  M  auf  der 
ersten  Kurve  seien  x,  y,  z^  die  Koordinaten  eines  Punktes  M' 
auf  der  zweiten  Kurve  seien  a/,  y',  /,  so  ist  das  Quadrat  der 
Entfernung  MM': 

1)  V^{x  -  a/)2  +  (y  -  i/y  +  (^  -  zy. 

Hier  sind  zwei  Variabele  unabhängig;  als  solche  kann 
man  x  und  o/  wählen,  y  und  z  werden  gegebene  Funktionen 
von  x,  i/  und  ^  gegebene  Funktionen  von  x'.     Es  ist  nun 


2) 
ferner: 

3) 


A  ^^_  _  f^  _  ^A  _  r«  -  «'v^?^  -  f.  -  ^^  ^-*'- 


2  aa;  ajt'  ""      \   "^  da^  da;  "•"  da;'  dxJ' 

2ä?«=>+(dl)+to)-(^-^)-d/«-(^-^)d^*- 
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Die   gemeinsamen'  Bedingungen  ftlr  ein  Maximum   oder 
Minimum  sind  also: 


4) 


Die  Ableitungen  3^'  3">  3~f'  "jj  ^^  jdurch  die  Gleich- 
ungen der  beiden  Kurven  gegeben,  und  verbindet  man  mit 
diesen  Gleichungen  die  beiden  vorstehenden,  so  erhält  man 
ein  System  von  sechs  Gleichungen,  welche  die  Koordinaten 
X,  yy  Zy  ^,  ^,  i!  bestimmen.  Damit  aber  wirklich  ein  Maximum 
oder  Minimum  vorhanden  sei,  muss 


a*r 

sein.    Ist  dem  so,  so  hat  man  ein  Minimum,  wenn  ^— ^  >  0, 

ein  Maximum,  wenn  ^  2  "^  ^  ^^^ 

Die  Gleichung  4)  besagt,  wie  später  gezeigt  wird,  dass 
die  durch  die  Punkte  x^y^z  und  x\  j/,  /  gelegte  Gerade  nor- 
mal zu  den  gegebenen  Kurven  ist  Dies  folgt  auch  schon  aus 
dem  im  §  145  Gesi^en. 

156.  Sind  die  beiden  Kurven  gerade  Linien  mit  deji 
Gleichungen : 

x^az  +  a^    y^bz+ß, 
und 

so  ist 

dy      b^      dz       \^     d£_V_      de^       1^ 
dx^  a'     dx^  a      d^^  d'     d:d^cl' 

A      J-  •.  AUl    -X  rf*y      ^*^       ^y       d^^  J  A 

und   die   zweiten   Ableitungen  -7-^?  -r-ji  'j:jV  TJt  werden  0. 

Hieraus  folgert  man  unmittelbar,  dass  die  Bedingungen  für 
ein  Minimum  erfüllt  sind.  Die  Gleichungen  4)  des  §  155 
sind  hier: 
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a  (x  -  x')  +  b  (y  -  y")  +  {z  -  z')  ^  0, 
a'  (x  -  X')  +  6'(y-  y')  +  (z  -  e')-'0, 

und  man  kann  sie  durch  zwei  der  folgenden  drei  ersetzen: 
^a^  -a){x-  x')  +  (b'-b)(y-y')^0, 
{ba'  -  b'a)  {x  -  x')  -  (1/  -b){z-  z')  -  0, 
(6a'  -  b'a)  (y  -  y')  +  («'  -a){z-  e')  -  0. 

Aus  den  Gleichungen  der  Geraden  aber  folgt: 

{V  -  b)  ( i  -  »')  -  {ci  -d){y-  y')  +  (bd  -  ab')  {z  -  z') 
-ia'-a)(ß'-ß)~(b'-b)ia'-a). 

Erhebt  man  diese  vier  Gleichungen  ins  Quadrat  und  sum* 
miert  sie,  so  wird: 

[(a;-x')*+(y-y'j*+  («-«?]  [(a'-ay+iV-by+iaV-c^b)"] 
=[(a'  -  a)  (ß'  -ß)-  (b>  -  b)  {a'  ~  «)]». 

Hieraus  folgt  der  bekannte  Ausdruck  fQr  den  kürzesten 
Abstand  zweier  Geraden,  nämlich: 

±  yid  -  aY  +  (6'  -  hY  +  (aV  -  dVf 

157.  Beispiel  m.  Die  Maxima  und  Minima  der  Entfern- 
wng  eines  gegebenen  Punktes  van  einer  gegebenen  Fläche  m  be- 
stimmen. 

Es  seien  a,  b^  c  die  rechtwinkligen  Koordinaten  des  ge- 
gebenen Punktes  Mq  und  x^  y,  e  die  Koordinaten  eines  Punktes 
der  Fläche.  Das  Quadrat  der  Entfernung  dieser  beiden  Punkte  ist 

F=-  (a;  -  a)«  +  (y  -  by  +  (g-  cy, 

B  ist  eine  gegebene  Funktion  der  beiden  unabhängigen  Varia- 
belen  x^  y,  und  wir  wollen  setzen: 

dz  '^pdx  +  qdy, 
dp  ^  rdx  +  sdy, 
dq  ^  sdx  +  t  dy, 
Damach  erhält  man: 
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femer: 


2) 


IcV 
2  dx 
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(x-a)+piz-c), 


1   d*v 


■^pq  +  s{e-c), 


l+q*  +  t(g-cy, 


2  dxdy 

2  8y* 
endlich,  wenn  man  der  Abkürzung  halber  setzt, 

!A~'rt-  s*, 
li  =  {l  +  q*)r-2pqs  +  (1  +|.*)  <, 

80  wird,  nach  den  Gleichungen  3): 


4) 


4  Larc^  ay*       \dxdyJ 
Die  Bedingung  des  Maximums  oder  Minimums  ergiebt: 

(x—a)  +i)(j8r— c)«0, 

(y  -  *)  +  « (^  -  c)  -  0. 

Diese  Gleichungen,  verbunden  mit  der  der  Fläche,  lassen 
die  Koordinaten  x^y^  z  bestimmen.  Man  wird  später  sehen, 
dass  dies  genau  die  Gleichungen  (}er  Flächennormale  im  Punkte 
x^  y^  ü  sind,  wenn  man  a^h^  c  als  variabele  Koordinaten, 
Xj  y,  0  als  feste  betrachtet. 

Damit  aber  ein  Punkt  M  (a;,  y,  z)  auf  diese  Weise  be- 
stimmt wirklich  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  gehört, 
muss 

5)  A{0-  cy  +  B{is-^-  c)  +  C>  0 

sein.     Wir  bestimmen  eine  Grösse  Z  derart,  dass 

6)  A{z-Zy+B{z^Z)  +  C^Q 

wird.  Die  Wurzeln  dieser  quadratischen  Gleichung  sind  immer 
reell,  denn  es  ist  die  Discriminante  dieser  Gleichung  positiv, 
nämlich 
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B'-iÄC-  [{l  +  g!)r  -  2pqs  +  {l  +p'>)t]*  -  4(1  +  p*  +  q*)  {rt  -  s*) 

Sind  z'  und  js"  die  Wurzeln  Z  der  Gleichung  6),  so  wird 
die  linke  Seite  dieser  Gleichung  identisch  gleich 

A{z'-;,)(>i"-z), 
und  folglich  wird,  wenn. man   ftlr  Ä  seinen  Wert   einsetzt, 
unsere  Bedingung  5): 

Bezeichnen  wir  mit  K*  und  K'^  diejenigen  beiden  Punkte 
der  Normalen  MqM^  für  welche  die  Koordinate  z  die  Werte 
z^  und  ^"  hat;  die  Bedingung  7)  drückt  dann  aus,  dass,' wenn 

rt-s^>0 
ist,  für  ein  Maximum    oder  Minimum    der  Punkt   Mq  nicht 
zwischen  den  Punkten  K^  und  £"  gelegen    sein   darf.     ^- 
gegen  muss,  wenn  . 

rt-s^<0 

ist,  für  ein  Maximum  oder  Minimum  der  Punkt  Mq  zwischen 
K*  und  -K"  sich  befinden. 

Es  ist  noch  die  Unterscheidung  des  Maximums  und  des 
Minimums  zu  machen«  Ist  die  Bedingung  5)  erfüllt,  so  kann 
die  Grösse 

nicht  null  werden,  welche  reelle  Werte  auch  p  und  q  haben 
mögen,  und  hat  folglich  dasselbe  Vorzeichen  wie  die  Ableitungen 

r— j    und   — -g- 

Also  hat  auch  noch  die  Summe  dieser  drei  Grössen  dasselbe 
Zeichen,  und  der  Ausdruck 


ist  demnach  negativ  im  Falle  des  Maximums,  positiv  im  Falle 
des  Minimums.  Man  erkennt  also,  auf  Grund  der  Gleichungen 
2)  und  3),  dass 
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8)  B{g^c)  +  2C<0 
ist  fiir  das  Maximum  und 

9)  Biz-c)  +2C>0 

ist    fnr    das    Minimum.     Die   Gleichung  6)   aber,   welche    die 
Wurzeln  z^  und  £f"  hat,  giebt 

B^ 1 1_ 

(7  "*      z  —  z^     ^z  —  z 
also  ist  die  Grösse 


7f  ' 


,+ 


z  —  z'      z  —  z" 

negativ  im  Falle  des  Maximums,  positiv  itn  Falle  des  Mini- 
mums. 

Nehmen  wir  zunächst  rt  —  s^>0  an-,  dann  sind  die  beiden 
Werte  z  —  z'  und  z  —  z"  von  z  —  Z,  welche  aus  der  Gleich- 
ung 6)  gewonnen  werden,  von  gleichem  Zeichen.  Folglich 
sind  die  beiden  Punkte  K^  und  Ä"  der  Geraden  M^M  auf 
der  nämlichen  Seite  des  Punktes  M  gelegen.  Die  DiflPerenzen 
p.^  ,Q  c—z^  und  c  —  z^^   sind   auch    von 

u   Mi     Mo    Ä'         jK"     if  8^®^^^®"^   Zeichen,  wie   vorhin  ge- 

zeigt  wurde,  ^.  h.  die  Punkte  K} 
und-JST"  liegen  auch  auf  der  nämlichen  Seite  des  Punktes  M^, 
Daraus  erkennt  man,  dass  die  Entfernung  M^M  ein  Minimum 
oder  Maximum  wird,  je  nachdem  die  Punkte  M^  und  M  auf 
der  nämlichen  Seite  oder  auf  verschiedenen  Seiten  sowohl  von 
E}  als  auch  von  Z"  liegen;  liegt  M^  zwischen  K^  und  JST", 
190  ist  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum  vorhanden. 

Nehmen  wir  zweitens  r^--s^<0  an;  gemäss  der  Gleich- 
ung 6)  sind  die  DiflPerenzen  z  —  z^  und  z  -*-  ;?"  von  entgegen- 
gesetztem Zeichen,  und  der  Punkt  M  liegt  also  auf  der  Ge- 
y,^  jj  raden  M^  M  zwischen  Z'   und  Jf . 

^^        »M    *v         wr^        ^i®   Bedingung  7)    aber   erfordert, 
VL    K         Mo  M         IC    If    ,  f        ,  11  . 

'  dass  c  —  z'  und  c  —  z    immer  von 

ungleichem  Zeichen  sind,  d.  h.  da^s  Mq  ebenso  wie  M  zwischen 
-£'  und  K"  sich  befindet.  In  diesem  Falle  ist  die  Entfern- 
ung Mq3I  stets  ein  Minimum;  in  jedem  anderen  Falle  weder 
«in  Maximum  noch  ein  Minimum. 
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Wir  haben  noch  den  Fall  r^  —  s^  «=  0  zu  untersuchen.  Die 
Bedingung  5)  reduziert  sich  hier  auf 

B(z^c)  +  C>0,     . 

und  wenn  sie  erfüllt  ist,  so  besteht  auch  die  Ungleich- 
ung 9).  Daraus  folgt,  dass  dann  nur  ein  Minimum  vor- 
handen ist.  Es  giebt  hier  nur  einen  (endlichen)  Punkt  K^ 
der  Geraden  MqM^  dessen  Koordinate  z*  der  Gleichung 

genügt.  Führt  man  die  Grösse  z^  statt  B  ein,  so  wird  die 
obige  Ungleichung  , 

Damit  also  das  Minimum  wirklich  stattfindet,  muss  der 
Punkt  Mq  auf  der  nämlichen  Seite  ^^  ^^ 

des  Punktes   Z'  wie  M  liegen;  in  ,t       ^        j^f^     jp       y 
jedem  anderen  Falle  ist  weder  ein 
Maximum  noch  ein  Minimum  vorhanden. 

Ist  endlich  für  die  Koordinaten  des  Punktes  M 

so  wird  die  Bedingung  5) 

und  ist  immer  erfüllt.     Bei   dieser  Annahme   aber  hat   man: 
r^  -  §2  _  o\  (l  +q')r-  2  pqs  +  (1  +p^)  t  «  0, 

oder  wenn  man  ^=— setzt: 
r 

?2  ^  ^.2  ^  (^^  _  5^,)2  _  0, 

folglich 

r  =  0,  s  ==  0,  ^  =  0. 

Die  Gleichungen  2)  zeigen,  dass  nun  ein  Minimum  stattfindet. 
Die  Punkte  K^  und  Z"  haben  in  der  Flächentheorie  eine 
wichtige  Bedeutung,  wie  später  gezeigt  werden  wird. 

Ob  ein  Minimum  oder  ein  Maximum  stattfinden  kann,  wenn 
der  Punkt  M^  mit  einem  der  Punkte  Ä'  oder  X"  zusammen- 
fällt, ist  mittelst  der  höheren  Ableitungen  zu  entscheiden,  und  von 
Herrn  Mayer  (Berichte  der  K.  Sachs.  Gesellsch.  der  WisBensch.  1881) 
näher  untersucht  worden. 

S err et,  Differential-  und  Integral -Reclinung.    I.  Bd.  16 


Digitized  by 


Google 


226  Sechstes  Kapitel.   §  158. 


Untersucliuiig  eines  Falles,  in  dem  die  partiellen 
Ableitungen  einer  Funktion  Yon  mehreren  Yariabelen 
nicht  mehr  bestimmt  sind,  wenn  man  den  Yariabelen 
die  Werte  beilegt,  welche  dorn  Maxinmni  oder  Mi- 
nimum entsprechen. 

158.  Wir  sagten,  das8  die  Werte  der  Yariabelen,  welche 
dem  Maximum  oder  Minimum  einer  Funktion  entsprechen, 
die  partiellen  Ableitungen  derselben  annullieren  müssen,  falls 
diese  nicht  unstetig  werden.  Wir  müssen  noch  hinzufügen^ 
nach  einer  wichtigen  von  Herrn  Bertrand  gemachten  Be- 
merkung, dass  die  partiellen  Ableitungen  einer  Funktion  auch 
ganz  unbestimmt  werden  können  filr  gewisse  Werte  der  Ya- 
riabelen^ und  dass  gerade  diese  Werte  dem  Maximum  oder 
Minimum  der  Funktion  angehören  können.  Wir  wollen  da- 
für das  Beispiel  geben,  welches  auch  Herr  Bertrand  zum 
Beleg  seiner  Behauptung  gewählt  hat. 

Aufgabe.  Es  soll  in  der  Ebene  eines  gegebenen  Dreiecks 
der  Punkt  bestimmt  werden,  für  weldien  die  Summe  der  Ent- 
fernungen von  den  Eckpunkten  des  Dreieckes  ein  Minimum 
wird. 

Die  Seite  AB  des  Dreieckes  ABC  wählen  wir  zur 
:r-Axe,  und  die  dazu  Senkrechte  Ay  zur 
y-Axe.  Die  Länge  der  Seite  AB  be- 
zeichnen wir  mit  c,  die  Koordinaten  des 
Punktes  C  mit  Xq^  y^j  ^^^  endlich  die 
.  Koordinaten  des  gesuchten  Punktes  M 
— .  mit  Xy  y.  Die  Funktion,  deren  Minimum 
gesucht  wird,  ist  also 

V¥Tf  +  V(x^~cy  +  7  +  V{x  -  x,y  +  (y  -  y^y, 

und  es  ist  von  vornherein  evident,  dass  jedenfalls  ein  Minimum 
existieren  muss.  Setzt  man  die  partiellen  Ableitungen  dieser 
Summe  gleich  null,  so  hat  man  die  zwei  Gleichungen: 
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1) ^-    +  — -^~-- —  + In^ =0 

Vx^  +  f    y{x-cy  +  f    y{x-x,y  +  (i,-y,)»     ' 
2)      y_   + y . _y_^yo -q 

l/^i  +  y«      |/(;B_c)«  +  y«      y(a;:-a;o)«  +  (y-yo)*       ' 

welche  zwei  Kurven  darstellen,  deren  Schnittpunkt  den  ge- 
suchten Punkt  M  liefern.  An  Stelle  dieser  Kurven  kann 
man  aber  zwei  andere  einfachere  setzen.  Zu  dem  Zwecke  be- 
zeichnen wir  mit  a^  ß,  y  die  Winkel,  welche  die  Richtungen 
AMy  BM,  CJif  mit  der  Richtung  Ax  der  Abscissenaxe  bil- 
den. Jeder  dieser  Winkel  ist  zu  betrachten  als  erzeugt  durch 
eine  Gerade ,  die  zunächst  parallel  zu  ^rr  in  dem  Punkte  A 
oder  B  oder  ü  gelegt  ist,  und  welche  sich  stets  in  dem  näm- 
lichen Sinne  nach  der  positiven  Ordinatenaxe  hin  dreht.  Dar- 
nach hat  man: 

cos  a  «=  ?  sm  a 

Yx^  +  y« 

X  —  c 

cos  /3  «=  -,  -^-r--    ----—1  smiS 

V{x  -  cy  +  y' 

X  -~~  X 

cos  y  «»  --=- ^ -1      sin  r         . 

V(:<c-x,Y  +  (y-y,y  y(^,.x,)»+(y-y,y 

Die  Vorzeichen  der  Wurzeln   sind  dabei,  ebenso  wie  in 
den   Gleichungen  1)   und  2)  positiv.     Wenn  also  ein  reeller 
Punkt  Xy  y  existiert,   welcher  die   Gleichungen  1)  und  2)  be- 
friedigt, so  bestehen  für  denselben  die  Gleichungen: 
cos  a  +  cos  /S  -4-  cos  y  =  0, 

sin  a  -|-  sin  j8  +  sin  y  =  0, 
oder 

cos  «  +  cos  /J  «=  —  cos  Yy  sin  a  -f  sin  /S  «  —  sin  y. 

Quadriert  man  diese  Gleichungen  und  addiert  sie,  so  folgt: 

(cos  a  +  cos  /J)*  -f  (sin  a  +  sin  /J)^  ==  1, 
oder  . 

1  +  2  cos  (/3  —  a)  =  0   und    cos  (/5  —  a;  =  -  —  • 

Der  Winkel  /S—  «,  welcher  nichts  anderes  ist  als  AMB^ 
hat  also  zum  Cosinus   den  Wert  — ^,  und  folglich  ist  dieser 


K(x« 

+  / 

y 

>/(x- 

-cf  +  y' 

y-Vo 

16* 
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Winkel  AMB  =  120^.  Da  dasselbe  für  jede  Dreiecksseite 
gelten  muss,  so  schliesst  man  hieraus,  dass  der  Punkt  M 
der  Durchschnitt  von  drei  Kreissegmenten  ist,  von  denen  jedes 
über  einer  Dreiecksseite,  einen  Winkel  von  120®  fassend,  be- 
schrieben ist.  Die  Kreise,  welche  zu  zweien  dieser  Segmente 
gehören,  können  also  an  Stelle  der  durch  die  Gleichungen  1) 
und  2)  dargestellten  Kurven  treten. 

Damit  aber  diese  drei  Kreise  sich  wirklich  in  einem 
Punkte  schneiden,  ist  notwendig  und  hinreichend,  dass  alle 
Winkel  des  Dreieckes  kleiner  als  120®  sind.  Ist  in  dem  Drei- 
ecke ein  Winkel  grösser  als  120®,  so  liefern  die  Gleichungen  1) 
und  2)y  auf  welche  die  Theorie  fdhrt,  keine  Bestimmung  des 
Minimums,  wiewohl  ein  solches  sicherlich  vorhanden  ist.  Die 
linken  Seiten  dieser  Gleichungen  sind  aber  nicht  mehr  be- 
stimmt, wenn  man  :r  und  y  durch  die  Koordinaten  einer  Drei- 
ecksecke ersetzt,  folglich  kann  der  gesuchte  Punkt  nur  einer 
dieser  Eckpunkte  sein.  Dies  lasst  sich  nun  auch  leicht  direkt 
beweisen. 

159.  Wir  bezeichnen  mit  a  immer  den  Winkel  MABj 
nennen  femer  q  die  Entfernung  AM,  b  die  Seite  AG  und  A 
den  Winkel  GAB,  Die  Summe  S  der  Entfernungen  AM^ 
BM,  GM  wird 

S  «  p  +  l/c*-|-p«-2cpcosa  -I-  VV+  Q^^^2hQ  cos (-4  -T). 
Nach  der  Binomialformel  aber  hat  man,  wenn  q  hinreichend 
klein  ist: 

l/c'+p*-2cpcosa  =  c  ri-2(-^cosa--^)1« 


-['-(f— Ä)-i(l— Ä)'-]' 


oder  geordnet  nach   p,    wenn  b  eine  Grösse   bezeichnet,   die 
mit  p  verschwindet: 


j/c*  +  P*  —  2cQ  cos  a  =-  c  —  p  cos  «  +  p*  — jr h  ao*. 

Ersetzt  man  in  dieser  Formel  c  und  a  durch  h  und  -4—  a, 
ferner  b  durch  ij,  so  folgt: 

]/ft«+y__2fepcos(^-«)  -5-  Qco&{A-a)  +  Q'-^^  +  riQ\ 
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Der  Ausdruck  für  S  wird  also: 

S  «  (6  +  c)  +  P  [1  —  cos  a  —  cos  (-4  —  «)] 

Derselbe  reduziert  sich  auf 


für  p  s»  0.     Lässt  man  q  unendlich  klein  werden,  so  hat  die 
Differenz  S  —  Sq  dasselbe  Zeichen  wie 

.  1  —  cos  a  —  cosM  —  a)  =  l  —  2  cos  —  cos  (^  J.  —  «)• 


A 
2 
Winkel  a  kann  so  bestimmt  werden,  dass 


Ist  nun  A<l20^y  so  ist  2cos^  grösser  als  1,  und  der 


cos  ( -^  A  —  a)  < j)     oder  auch  dass     cos  f-^  ^  —  aj > 


2co8^  '"  '       2cos-^ 

wird.  Die  Differenz  S  —  Sq  ändert  also  ihr  Zeichen.  Daraus 
folgt,  dass  SQ'^b  +  c  weder  ein  Maximal-  noch  ein  Minimal- 
wert von  S  ist.  Wenn  aber  A  ^  120^  ist,  so  kann  die  Diffe- 
renz 5  —  Äq  nicht  negativ  werden;  ist  a  «=  120^,  so  wird  sie 

zwar  null  für  a  « -^  -4;  da  aber  der  Koeffizient  von  p*  positiv 

ist,  so  hat  man  stets 

S>8, 

und  folglich  ist  Sq  ein  Minimum. 

Hat  also  das  Dreieck  ABC  einen  Winkel,  der  gleich 
oder  grösser  ist  als  120^,  so  ist  der  Scheitel  desselben  der 
gesuchte  Punkt. 


Fall  der  impliciten  Funktionen  von  mehreren 
unabhängigen  Teränderlichen. 

160.  Im    allgemeinen    Falle,    wo    man    n    Gleichungen 
zwischen  m  +  n  Variabelen  hat: 
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1) 


^(^j  ^a  •  •  •  ^m,     ^n  ^a  .. .  ^»)  =  0, 


kann  man  m  Variabele,  z.  B.  0?^,  a:^ ...  ^m  als  unabhängige,  die 
anderen  0j^jg^...0n  als  Funktionen  derselben  betrachten«  Es 
ist  die  Aufgabe,  die  Maxima  und  Minima  von  einer  dieser 
Funktionen  e  zu  bestimmen.  Die  Differentiation  der  Qleich- 
ungen  1)  ergiebt: 


2) 


dx,  «'*i+---8a^<'^'»+  sg^  dz,  +  ...+  ^^^  dgn-0, 


M^dx  4....M  dx    4-^de  4-...A-  ^  dz   -0 

Ist  i?]^  diejenige  unter  den  Variabelen,  deren  Maxima  und 
Minima  zu  bestimmen  sind,  so  hat  man  zwischen  den  n  Gleich- 
uilgen  die  n  — 1  Differentiale  dg^,,.dZn  zu  eliminieren;  man 
gewinnt  eine  Gleichung  von  der  Form: 

3)        Xi  dx^  +  X^dx^  +  ...  X„,  dxm  +  Z^  dz^  «  0. 

Die  Bedingung  des  Maximums  oder  Minimums  verlangt, 
dass  dz^  »  0  ist,  und  da  die  Differentiale  in  der  Gleichung  3) 
willkürlich  sind,  so  erhält  man  m  Gleichungen: 

4^  ^«0      -^«O---— =-0 

*^  Z^      ^'     Z,      ^        z,       ^• 

Die  Systeme  1)  und  4)  enthalten  m-^-  n  Gleichungen, 
welche  zur  Bestimmung  der  m  •\-  n  Variabelen  ausreichen. 
Um  aber  zu  entscheiden,  ob  e.in  auf  diese  Weise  bestimmter 
Wert  von  z^  wirklich  ein  Maximum  oder  Minimum  ist,  muss 
man  ä^z^  berechnen  und  untersuchen,  ob  dieses  Differential 
ein  unveränderliches  Vorzeichen  besitzt. 
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Bemerkung  ttber  den  Fall  einer  expliciten  Funktion 

Ton  mehreren  Tariabelen^   welche   durch  gegebene 

Gleichungen  yerbunden  sind. 

161.  Der  vorige  Fall  umfasst  auch  die  Aufgabe,  die 
Maxima  und  Minima  einer  expliciten  Funktion  von  m  +  n 
Veränderlichen 

zu  bestimmen ;  welche  durch  n  Gleichungen 

/l  C^l  >  ^i  >  •  •  •  ^m  +  nj  =  0, 


1) 


mit  einander  verbunden  sind.  Denn  bezeichnet  man  mit  ti 
den  Wert  der  Funktion  jP(x,  ...  3;^+»),  und  fügt  den  n  Gleich- 
ungen 1)  noch  die  folgende  hinzu: 

fio  hat  man  n  + 1  Gleichungen  zwischen  m  +  n+l  Variabelen. 
Nach  der  Untersuchung  des  §  160  hat  man  diese  Gleichung, 
«owie  die  Gleichungen  1)  zu  diflFerentiieren,  und  weil  du  für 
den  Fall  des  Maximums  oder  Minimums  null  wird,  so  hat  man 


2) 
femer 


3) 


dF  ^      .    8F  ^      , 


dxi 
dx^ 


a«. 


df 


dx,  +  ^^dx,  +  . 


dF 

SXm+n 


da;mH-»  =  0, 


dXm 


+»' 


df. 


dx, 


dx. 


mH-» 


'm  +  »  '' 


=  0, 
=  0, 


lf!Ldx,+^  dx^  +  ' 

dx,    ^  ^  dx^    ^  ^ 


dfn 


da?,„+„«0. 


Darnach  müssen  wir  aus  den  Gleichungen  2)  und  3)  n  der 
Differentiale  dx,  ,..dXmJf.n  eliminieren,  und  die  Koeffizienten 
der  nachbleibenden  Differentiale  gleich  null  setzen.  Um  diese 
Elimination  zu   vollziehen,   addieren  wir  die   Gleichungen  3) 


Digitized  by 


Google 


4) 


232  Sechstes  Kapitel.   §§  161  und  162. 

zu  der  Gleichung  2),  nachdem  wir  sie  zuerst  mit  den  noch 
unbestimmten  Faktoren 

multipliziert  haben.  Diese  Faktoren  können  nun  aber  so  be- 
stimmt werden,  dass  die  Koeffizienten  von  n  Differentialen  ver- 
schwinden; und  da  alsdann  in  der  nachbleibenden  Gleichung: 
die  Koeffizienten  der  noch  übrigen  Differentiale  einzeln  gleich 
null  gesetzt  werden  müssen,  so  erkennt  mau,  dass  überhaupt  die 
Koeffizienten  der  Differentiale  dx^^  dx^.  ..dar,„+„  in  der  Summen- 
formel null  sein  müssen.  Man  erhält  also  die  7n  +  n  Gleich- 
ungen: 

dx,  '^^'  dx,  "^^^  dx,'^'"^"  dx,    ^' 

7i^         +  ^i  ~^ •"  '^2  ^ ' ^"^  TZ. ^• 

OXm^n  OXm  +  n  (^Xm  +  n  CX,n  +  n 

Hieraus  sind  die  n  Unbekannten  A^ . . .  A„  zu  eliminieren, 
und  man  erhält  m  Gleichungen,  die  mit  den  gegebenen  n  zu- 
sammen zur  Bestimmung  der  m  +  n  Unbekannten  x^  ,.,Xm+n 
dienen. 

162.  Die  Anwendung  der  Faktoren  k  hat  uns  bisher  nur 
dazu  gedient,  eine  Elimination  durch  eine  andere  zu  ersetzen, 
was  kein  besonderes  Interesse  bietet;  doch  lässt  uns  die  Be- 
trachtung dieser  Faktoren  einen  wichtigen  Satz  aussprechen. 
Würden  die  Variabelen  x^,..Xn^n  alle  unabhängig  sein,  so 
würde  die  Bedingung  des  Maximums  oder  Minimums  der  Funk- 
tion F  die  Gleichungen  ergeben: 

CX^  '        dX^  dXm^n 

In  unserem  Falle  handelt  es  sich  aber  um  ein  relatives 
Maximum  oder  Minimum,  indem  die  Variabelen  x^...2Cm^n 
durch  die  Gleichungen  1)  verbunden  sind.  Die  Gleichungen  4) 
lehren  nun,  dass  das  relative  Maximum  oder  Minimum  er- 
halten wird,  wenn  man  die  Regel  für  das  absolute  Maximum 
oder  Minimum  auf  die  Funktion 
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anwendet,  wobei  die  Faktoren  A^,  A^...  A„  zunächst  unbestimmt 
sind.  Nachdem  man  die  Werte  x^  ...  Xn,-\-n  berechnet  hat,  die 
alsdann  von  diesen  Faktoren  abhängig  sein  werden^  sind  diese 
letzteren  so  zu  bestimmen ^  dass  die  gefundenen  Werte  der 
Yariabelen  die  n  gegebenen  Gleichungen  befriedigen. 

Wir  fügen  noch  zum  Schiasse  hinzu,  dass  es  in  vielen 
Fällen  auch  zweckmässiger  ist,  die  Funktion  F{x^,x^...Xm+ti) 
von  vornherein  als  eine  explicite  Funktion  von  m  Yariabelen 
zu  behandeln,  was  gestattet  ist,  indem  man  sich  die  n  übrigen 
als  Funktionen  dieser  m  auf  Grund  der  gegebenen  n  Gleich- 
ungen dargestellt  denkt.  So  sind  wir  bei  einigen  der  oben  be- 
handelten Beispiele  vorgegangen. 
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Die  Tangente  und  die  Normale  an  ebenen  Kurven. 
Die  Grenzlage  der  Tangenten. 

163.  Es  seien  x  und  y  die  geradlinigen  Koordinaten  der 
Punkte  einer  gegebenen  Kurve,  Welche  Variabele  man  nun 
auch  als  unabhängig  betrachten  mag,  der  Bichtungskoeffizient 
der  Tangente  im  Punkte  (a;,  y)  wird,  wie  wir  gesehen  haben^ 

die  Grenze  des  Quotienten  -r-^?  oder  der  Quotient  -^  der  Diffe- 

Z\x  ax 

rentiale  dy  tmd  dx.  Nur  wenn  diese  Grenze  einen  bestimmten 
Wert  bat,  ist  eine  Tangente  vorhanden.  Wenn  wir  femer 
mit  §  und  i;  die  Koordinaten  der '  Punkte  auf  der  Tangente 
bezeichnen,  so  wird  ihre  Gleichung 

Die  Normale  der  Kurve  oder  die  zur  Tangente  senkrechte 
Gerade  im  Berührungspunkte  bekommt  im  Falle  rechtwink- 
liger Koordinaten  die  Gleichung 

dx  .^        . 

im  allgemeinen  Falle^  wo  die  Axen  einen  Winkel  0  bilden, 
wird  die  Gleichung  dieser  Normalen 

dx  +  dv  cos  6  .y        . 

Sind  die  Koordinaten  x  und  y  der  Kurve  als  Funktionen 
einer  Variabelen  t  gegeben;  derart  dass 
x^^>((),    y--i>(t) 
ist,  so  schliesst  man  unmittelbar,  dass 
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dy        t\t) 


dx        q>\i) 
wird.    Wenn  die  Gleichung  der  Kurve  in  der  impliciten  Form 

Torliegt,  80  ist,  wie  gezeigt  wurde,  der  Differentialquotient  -7^ 
durch  die  Gleichung 

dz    '  dy    dx 

gegeben,  und  wenn  man  -7^  durch  -^ —    -   ersetzt,    so   erhält 

dx  §  —  X 

man  die  Gleichung  der  Tangente,  nämlich 

Geht  die  gegebene   Kurve  durch   den  Anfangspunkt  der 
Koordinaten,  so  ist  der  Richtungskoeffizient  der  Tangente  die 

Grenze  von  —  für  a?  «O;  übrigens  hat  man  nach  §  124 

X 

lim  ^  -  lim  -^     für  a;  =  0, 

X  1 

sobald  lim  -^  überhaupt  eine  bestimmte  Grenze  besitzt. 

uX 

164.  Wir  hatten  schon  Gelegenheit  (§  28)  die  Strecken  zu 
definieren,  welche  man  die  Länge  der  Tangente  oder  die  Länge  der 
Normalen  nennt,  und  wir  haben  auch 
die  Definitionen  der  Subtangente  und 
der  Subnomialen  erwähnt.  Sind  die 
Axen  rechtwinklig,  ist  ferner  M  der 
Berührungspunkt,  MP  seine  Ordinate, 
T  und  N  die  Punkte,  in  -denen  die  Tan- 
gente MT  und  die  Normale  MN  die 
Abscissenaxe  schneidet,  so  wollen  wir  kurz  mit  T  und  N  die 
Längen  MT  und  MN  auf  der  Tangente  und  auf  der  Normalen 
bezeichnen,  mit  T'  und  N^  die  Subtangente  TP  und  die  Sub- 
normale PN     Alsdann  ergeben  die  rechtwinkligen  Dreiecke 
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PMT  xxndPMN^  in  deoen  die  Winkel  MTP  und  PMN  zur 
trigonometrischen  Tangente  den  Wert  -^  haben: 
rwii         dx       T,7,  dy 

und  dieselben  Dreiecke  ergeben  auch: 


folglich: 


dy         '  dx 

Es  muss  bemerkt  werden,  dass  die  Ausdrücke  für  T'  und 
N'  positiv  oder  negativ  sind,  je  nachdem  die  Richtungen  TP 
und  PN  mit  der  positiven  Richtung  der  Abscissenaxe  oder 
mit  der  entgegengesej^zten  zusammenfallen. 

165.  Asymptoten.  Grenslage  der  Tangenten.  Eine 
Gerade  heisst  eine  Asymptote  eines  Kurvenzweiges,  welcher 
sich  ins  unendliche  erstreckt,  wenn  die  Entfernung  eines 
Kurvenpunktes  M  von  der  Geraden  nach  dem  Grenzwerte  null 
konvergiert,  während  der  Punkt,  indem*  er  stets  auf  der  Kurve 
bleibt,  unbegrenzt  hinausrückt.  Es  ist  leicht  zu  sehen,  dass 
die  Asymptote  im  allgemeinen  die  Grenzlage  wird,  welcher 
sich  die  Tangente  im  {^unkte  M  immer  mehr  nähert,  wenn 
Jlf  ins  unendliche  rückt,  nämlich  stets  dann,  wenn  solch  eine 
Grenzlage  überhaupt  vorhanden  ist. 

Denn  nehmen  wir  an,  dass  die  Kurve  einen  Zweig  hat, 
der  sich  ins  unendliche  erstreckt,  und  dabei  eine  Asymptote  be- 
sitzt, welche  nicht  parallel  zur  j^-Axe  ist,  vielmehr  die  Gleichung 

1)  V-9i  +  h 

hat.    Die  Entfernung  des  Punktes  a;,  y  der  Kurve  von  dieser 

Asymptote  ist  , 

^    ^  y  —  gx  —  h 


=  sin  6, 


wenn  0  der  Koordinatenwinkel  ist.  Dieser  Ausdruck  soll  mit 
-  nach  null  konvergieren.  Bezeichnet  man  also  mit  £  eine 
Grösse,  welche  mit  —  null  wird,  so  hat  man 

X 

y  —  gx  —  h  ^  6     oder    y  =  gx  +  h  +  8. 
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Hieraus  folgert  man: 


1^, +  *_+!, 

X  X 

und  für  X  =  00 

2)  lim^  =  ^. 

X 

Ferner  hat  man  A  »=  (y  —  gx)  —  f ,  und  folglich 

3)  h  «  lim  (y  -  gx). 

Die  Gleichungen  2)  und  3)  lassen  also  die  Eonstanten  h 
und  g  der  Asymptote  bestimmen,  indem  man  aus  der  Kurven- 
gleichung y  «=  f(x)  die  Grenzen 

lim  ^^-^  =  g    und     lim  [/"(a:)  —  gx]  «  ä 

für  a:  -«  00  zu  ermitteln  hai 

Betrachten  wir  nun  die  Gleichung  der  Tangente  an  die 
Kurve,  nämlich 

^  ist  ein  Quotient,  dessen  Zähler  und  Nenner  im  allgemeinen 

X 

beide   gleichzeitig   unendlich    werden.     Nach   §  124  ist   aber 
dann  stets 

dy 
1-    y     T    dx    j^ 

lim  —  «=  hm  -^7—    für  a:  -«  oo, 
a;  1 

sobald  lini-=-^  «-lim/*'(a;)  überhaupt  einen  bestimmten  Grenz- 


wert hat,  folglich  ist 


dx 


Bleibt  insbesondere  für  a;  «=  oo  die  Ordinate  y  endlich,  so 
ist  lim  —  =  ö  «  0.     Dann  ist  aber  auch  lim  f\x)  —  0,  wenn 

X 

es  überhaupt  einen  bestimmten  Grenzwert  hat.  Denn  es  ist 
f{x  +  A)  —  f(x)  =  hf\x  +  6ä),  und  lässt  man  x  ins  unendliche 
wachsen,  so  wird  die  linke  Seite  die  Grenze  0  annehmen,  folg- 
lich muss  auch  lim  f\x  +  Qh)  die  Grenze  0  haben,  und  also 
auch  lim  f\x\  falls  es  überhaupt  eine  bestimmte  Grenze  besitzt. 
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Ferner  hat  man  ., 

lim  (t/  —  gx)  =  lim • 

X 

Zähler  und  Nenner  dieses  Quotienten  verschwinden  f&r  x^co. 
Indem  man  also  die  Regel  des  §  124  anwendet,  wird 

dy 

lim  (y  -  ^a;)  =  Hm  — ^ lim  (y  -  a;  ^j, 

\^) 
ii  Iso-  ist 

Also  hat  die  Tangente,  welche  durch  die  Gleichung  4) 
gegeben  ist,  als  Grenze  die  Asymptote  1),  wenn  der  Punkt 
o;,  j/  ins  unendliche  rückt,  und  dabei  stets  auf  dem  betrach- 
teten Eurvenzweige  bleibt.  Jedoch  ist  hier  immer  voraus- 
gesetzt, dass  -7  -  und  y  —  x-~-  bestimmte  Grenzen  besitzen. 
dx  ux 

Ist  dieses  nicht  der  Fall,  so  ist^  auch  wenn  es  eine  Asymptote 
giebt,  dieselbe  nicht  mehr  als  Grenze  der  Tangente  zu  betrachten. 
Ein  Beispiel  für  diesen  letzteren  Fall  liefert  die  Gleich- 
ung y  «= Die  a;-Axe  ist  hier  eine  Asymptote  der  Kurve; 

-j-  konvergiert  nach  0,  wenn  x  unendlich  wird,  aber  y  —  x  -^ 
ist  unbestimmt  für  a;  «=  oo. 


Die  Ordnung  der  Berührung  zwischen  Kurve  und 

Tangente.     Die  Wendepunlite.     Die  Lage  der  kon- 

Iiaven  und  konvexen  Seite. 

166.  Es  sei  TQ  die  Tangente  im  Punkte  M  der  Kurve 
MM\  Wir  wählen  auf  der  Kurve  den  Punkt  M!  beliebig 
nahe  an  üf  und  fallen   das  Lot  3/'Q  auf  die  Tangente.     Der 

WO 

Quotient    ^^  ist  gleich  der  trigonometrischen  Tangente  des 
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Fig.  15. 


Winkels  M^MQ^  welcher  unendlich  klein  wird,  wenn  Jtf '  an  Jlf 
heranrückt.  Betrachtet  man  also  MQ  als  unendlich  kleine 
Grösse  erster  Ordnung,  so  wird  M^Q 
«  JfC  tang(J[f'Jlfö)  unendlich  klein 
von  einer  gewissen  Ordnung  ft  +  1, 
welche  grösser  ist  als  1.  Wir  sagen 
nun,  dass  die  Zahl  fi  die  Ordnung 
der  Bei-ührung  zwischen  der  Kurve 
und  ihrer  Tangente  im  Punkte  M  aus- 
drückt. 

Ist  die  Kurve  auf  zwei  geradlinige  Koordinaten  Ox  und 
Oy  bezogen,  welche  den  Winkel  0  mit  einander  bilden,  und 
werden  die  Ordinaten  Ml?^  M' P'  konstruiert,  werden  femer 
mit  T  und  m  die  Schnittpunkte  der  Tangente  TQ  auf  der 
.r-Axe  und  der  Ordinate  Jtf'P',  mit  a  der  Winkel  MTx  be- 
zeichnet, so  folgt  aus  dem  Dreiecke  M^mQ 


£    r  X 


sm  (ö  —  a) 
und  aus  dem  Dreiecke 


Mm^Mq^  M'Q  cotang(0  -  «), 
nTP': 


PP^^Mm'^t^A  oder  PP^^MQ''''-^^'^^^^^^ 

smö  smö  smö 

Man  sieht  also,  dass  wenn  die  y-Axe  nicht  parallel  zur 
Tangente  TQ  ist,  die  Verhältnisse  der  unendlich  kleinen 
Grössen 


M 


m 


und     PP' 


zu  den  unendlich  kleinen  Grössen 

M'Q    und     MQ 

nach  endlichen  Grenzen  konvergieren.  Wählt  man  also  PP^ 
zur  unendlich  kleinen  Grösse  erster  Ordnung;  so  ist  M^m 
ebenso  wie  M^Q  unendlich  klein  von  ft  -f  1*"  Ordnung. 

Bezeichnen  wir  mit  or,  y  die  Koordinaten  des  Punktes  My 
mit  X  +  ^x,  y  +  Ay  die  des  Punktes  M\  und  mit  Y  die 
Ordinate  des  Punktes  m  auf  der  Tangente.  Die  Ordnung  der 
Berührung  im  Punkte  M  ist  nach  der  vorangegangenen  De- 
fipTcion  um  eine  Einheit  kleiner  als  die  Ordnung  der  unend- 
iich  kleinen  Differenz 
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l)  (y  +  Ay)  -  Y  oder   Ay  -  (Y-  y), 

'wenn  Ax  die  unendlich  kleine  Grösse  erster  Ordnung  ist. 
Nach  der  Tangentengleichung  ist  aber 

also  reduziert  sich  der  Ausdruck  1)  auf 

Die  Taylor  sehe  Gleichung,  entwickelt  bis  zum  dritten 
Gliede,  ergiebt  aber 

3)  Ay-^Ax  =  ^.-2-  +  ^«' 

indem  man  die  erforderlichen  Bedingungen  der  Stetigkeit  als 

rf*V 
erfüllt  annimmt,  und  man  sieht  also,  dass,  wenn  -r-^  nicht 

null  ist,  die  Differenz  2)  von  zweiter  Ordnung  unendlich  klein 
wird  und  ihr  Zeichen  nicht  ändert,  wenn  das  Zeichen  von 
A  X  geändert  wird.  Die  Berührung  einer  Kurve  und  ihrer 
Tangente  ist  also  im  allgemeinen  von  erster  Ordnung,  und 
die  Kurve  liegt  in  der  beiderseitigen  Umgebung  des  Be- 
rührungspunktes ganz  auf  der  einen  Seite  der  Tangente. 
Ist  aber  für  den  Punkt  M 

so  ergiebt  die  Taylorsche  Gleichung,  entwickelt  bis  zum 
vierten  Gliede: 

A\  K      ^y  K      ^y  ^^^  .  T) 

und  ist  nun  j^  nicht  null,  so  wird  diese  DiflFerenz  von  dritter 

Ordnung  unendlich  klein  und  ändert  mit  Lx  ihr  Vorzeichen; 
in  diesem  Falle  wird  die  Berührung  im  Punkte  M  von  der 
zweiten  Ordnung,  und  da  die  Differenz  (y  +  Ay)  —  Y  ihr  Vor- 
zeichen zugleich  mit  Ax  ändert,  so  durchsetzt  die  Kurve  die 
Tangente  im  Punkte  M.  Man  sagt  dann,  dass  sie  eine  Wen- 
dwng  (Inflexion)  im  Punkte  M  macht,  oder  dass  M  ein  Wende- 
punkt (Inäexionspunkt)  ist. 
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Dieses  erfordert,  dass  ^  nicht  null   ist.      Nehmen   wir 
allgemein  an,  dass  far  den  Punkt  M 

wird,  dass   aber  die  folgende  Ableitung  j^  nicht  verschwin- 

det,  so  ist  nach  der  Taylorschen  Gleichung: 
dy  d^y  Aaf* 

dx        ^  dx""     n! 


5)  Ay-^A.-L^^  +  ie.-^.. 


Diese  Differenz  wirS  unendlich  klein  von  der  Ordnung 
n  und  die  Kurve  hat  folglich  im  Punkte  M  eiue  Berührufig 
n—l^  Ordnung  mit  ihrer  Tangente.  Ist  n  eine  gerade 
Zahl,  so  ändert  die  Differenz  ihr  Zeichen  nicht,  wenn  das 
Zeichen  von  A:r.  geändert  wird,  und  es  lie^  demnach  in  der 
beiderseitigen  Umgebung  des  Berührungspunktes  die  Kurve 
ganz  auf  der  nämlichen  Seite  der  Tangente.  Ist  aber  n  un- 
gerade^ so  ändert  diese  Differenz  mit  Ax  ihr  Zeichen,  die 
Kurve  durchschneidet  also  die  Tangente  und  macht  im  Punkte 
M  eine  eigentliche  Wendung. 

Man  sieht  also,  dass  die  eigentlichen  Wendepunkte  einer 
Kurve  diejenigen  sind,  wo  die  Kurve  eine  Berührung  gerader  Ord- 
nung mit  ihrer  Tangente  hat.  Es  ist  wohl  kaum  notig  hinzu- 
zufügen, dass  die  vorangegangene  Untersuchung  die  Fälle  bei 
Seite  lässt,  in  denen  die  Ableitungen  der  Kurvenordinate  in  der 
Umgebung  des  betrachteten  Punktes  nicht  mehr  stetig  bleiben. 

Wir-  fügen  hier  noch  eine  wichtige  Bemerkung  hinzu. 
Legen  wir  durch  den  Punkt  M  eine  beliebige  Gerade,  und 
ist  Yi  die  Ordinate  eines  Punktes  derselben,  welcher  zur 
Abscisse  x  +  Ax  gehört,  so  ist  Yi  — y  — aAo;,  wenn  a  der 
Kichtungskoeffizient  der  Geraden  ist.     Folglich  ist 


und  weil  Ax  unendlich  klein  wird,  so  sieht  man,  dass  die  Dif- 
ferenzen 

S  e  T  r  e  t ,  Differenti nl  •  nnd  Inlegnl  •  Beohnimg.  I.  Bd.  1 6 
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Y-Y,,    y+Ay-Y, 

Yon  gleichem  Zeichen  sind.  Hieraus  schliesst  man:  es  ist 
nicht  möglich,  durch  einen  Punkt  der  Kurve  eine  Gerade  zu 
legen ,  welche  in  der  Umgebung  des  Berührungspunktes  zwischen 
der  Kurve  und  ihrer  Tangente  verläuft. 

167.  Bemerkung  über  die  Wendepunkte.  Es  sei  TT^ 
die  Tangente  in  einem  Wendepunkte  M,  Wählen  wir  auf  der 
Kurve  auf  verschiedenen  Seiten  des  Punktes  zwei  Punkte  M^ 
und  M'\  so  ist  die  Tangente  TT^  die  Grenze,  nach  welcher 
die  Sekanten  MM^  und  MM"  konvergieren,  wenn  die  Punkte 

M^  und  Jlf "  unbegrenzt  dem  Punkte 

^*^^^  m^  M  sich   nähern.     Und  wenn    der 

^^^-^jir^^M^....===^^      Winkel  M"MT^   grösser    ist    als 

2!^---^^  M^MT^  so  kann  man  ihn  diesem 

Winkel  gleich  machen,  indetn  man 
M"  dem  Punkte  M  hinreichend  nähert.  Die  Gerade  MM" 
fallt  dann  in  die  Verlängerung  der  Geraden  M'M.  Hieraus 
folgt,  dass  eine  Sekante,  welche  man  durch  einen  Wendepunkt 
legt,  die  Kurve  noch  in  mehreren  anderen  Punkten  schneidet, 
unter  denen  mindestens  zwei  sind,  welche  in  der  Grenzlage 
mit  dem  Wendepunkte  zusammenfallen. 

168.  Konkave  und  konvexe  Seite.  Man  sagt,  dass  eine 
Kurve  in  einem  ihrer  Punkte  M  in  Bezug  auf  eine  gegebene 
Gerade  Tconkav  ist,  oder  dass  sie  ihre  Tconkave  Seite  der  Ge- 
raden zuwendet,  wenn  sie  in  der  Umgebung  von  M  ganz 
innerhalb  des  spitzen 'Winkels  gelegen  ist,  welchen  die  Tan- 
gente in  M  mit  der  gegebenen  Geraden  bildet.  Dagegen  ist 
sie  hmvex  im  Punkte  Jf,  oder  sie  kehrt  ihre  konvexe  Seite 
nach  der  Geraden,  wenn  sie  in  der  Umgebung  dieses  Punktes 
ganz  innerhalb  des  stumpfen  Winkels  zwischen  der  Tangente 
in  M  und  der  Geraden  sich  befindet. 

Die  im  §  166  erhaltenen  Resultate  geben. uns  ein  Mittel, 
um  zu  entscheiden,  ob  eine  Kurve  in  einem  gegebenen  Punkte 
ihre  konvexe  oder  konkave  Seite  der  x-Axe  zuwendet.  Nehmen 
wir  zunächst  an,  dass  die  Axen  rechtwinklig  sind.  Man  er- 
sieht aus  der  Figur  des  §  166,  dass  die  Konkavität  oder  Kon- 
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vexität  Yorliegt,  je  nachdem  die  Ordinate  M*P'  —  j/  +  Ay  klei- 
ner oder  grösser  ist  als  die  Ordinate  mP'  '^Y  der  Tangente. 

Der    Unterschied  zwischen   beiden    ist    gleich   Ai/  •—  -p  Aa?, 

ein  Ausdruck,  der  nach  der  Gleichung  3)  des  §  166  das  Vor- 

zeichen  von    ,^  hat.     Also  ist  die  Kurve  im  Punkte  M  kon- 

dry 
kav  oder  konvex  nach  der  x-  Axe  gerichtet,  je  nachdem  -t~ 

negativ  oder  positiv  ist.  Dabei  ist  jedoch  -immer  vorausgesetzt, 
dass  y  positiv  ist,  und  es  ist  leicht  einzusehen,  dass  bei  nega- 
tivem y  genau  das  Gegenteil  stattfindet. 

Hiemach  erkennt  man,  dass  eine  Kurve  konvex  nach  der 

d^y 
X'Axe  gerichtet  ist,  wenn  y  und  -3-I  gleiche  Zeichen  haben, 

dagegen  konkav,  wenn  y  und  -=-—  von  ungleichem  Zeichen  sind. 

d^y 
Wenn  -r-|  null  wird,  so  besteht  die  Konkavität  und  Konvexi- 
tät in  dem  Falle  fort,  dass  die  Berührung  zwischen  Kurve 
und  Tangente  von  ungerader  Ordnung  ist*,  ist  dagegen  die  Be- 
rührung von  gerader  Ordnung,  so  verwandelt  sich  im  Punkte 
M  die  Konkavität  in  Konvexität^  oder  umgekehrt 

169.  Diese  Schlussweise  gilt  nicht  immer,  falls  die  Koor- 
dinatenaxen  einen  spitzen  oder  stumpfen  Winkel  Q  bilden. 
Sei  dann  a  der  Winkel,  welchen  die  Tangente  mit  der  x-Axe 
bildet,'  so  ist 

dy  sin  a 

dx      sin  (0  —  a) 

Ist  a  <  0  und  a  <  90^,  oder  ist  a  >*0  und  a  >  90^  so 
ist  die  Bedingung  für  Konkavität  und  Konvexität  die  näm- 
liche, wie  bei  rechtwinkligen  Axen.  Unter  entgegengesetzten 
Bedingungen  werden  dagegen  die  Bedingungen  für  Konkavität 
und' Konvexität  dieselben  wie  für  Konvexität  und  Konkavität 
bei  rechtwinkligen  Axen.  Man  kann  die  Richtigkeit  dieser 
Behauptung  leicht  an  einer  Figur  bestätigen;  man  gelangt  zu 
derselben  aber  auch  durch  eine  sehr  einfache  Rechnung.  Be- 
zeichnen wir  nämlich  mit  a;^ ,  y^  die  Koordinaten  eines  Punktes 

16* 
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in  Bezug  auf  die  ursprüngliche  ^-Axe  und  eine   dazu   senk- 
rechte Gerade,  so  ist 

j/i «=  y  sin0,    Xi^  X  +  y  cos 6. 

Hieraus  folgt: 

ax^^       ax  \ax/ 


Da  nun 

'  dx        ''^  dx^^^""^   dx^       dx^ 


^^1      ^  ,  <Jy      a   d^^i     d^y       n 


80  wird 
also: 
und  es  ist 


Vi  ^^1      y  ^^  \     dx      j 


.     .    dt/          n           Sin0  COS« 
1  +  ;£  CPS  0 ^-7^ r- 

dx  Sin  (ö  —  «) 


Das  Zeichen  Ton  Z'^^  entscheidet,  ob  die  konkaye  oder 

konvexe    Seite    der   Abscissenaxe  zugekehrt   ist,   und   dieser 

1  d^y 
Ausdruck  hat  dasselbe  Zeichen  wie  — r-^j  wenn  cos  a  und 

y  dx^ 

sin  (d—a)  von  gleichem  Zeichen  sind;  es  ist  dagegen  dem  Zeichen 
von  —  j-f  entgegengesetzt,  wenn  cos«  und  sin  (0  —  a)  von 
ungleichem  Zeichen  sind. 

170.     Beispiel  I.  Für  die  Kurve,  deren  Gleichung  in  Be- 
zug auf  rechtwinklige  Koordinaten 

jL «  sin  ä; 
ist,  wird 

dy  d^y  .  1  d^y 

-~  — cosrc,    -j-^^  —  smx.    -  3-4  =  —  1. 

dx  '    dx^  '    y  dx^ 
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Die  Kurve  ist  also  beständig  konkav  nach  der  x-Axe 
gerichtet,  und  die  Punkte,  in  denen  sie  diese  Axe  schneidet, 
sind  Wendepunkte. 

n.Für  die  Kurven,  deren  Gleichung  in  rechtwinkligen 
Koordinaten 

y  —  tariga; 
ist,  wird 

dy  1         d^y  _  2tang£     J^  ^  2 

dx      cos^rc     d^x        cos^a;       y  dx^^  cos^x 

Die  Kurve  kehrt  also  beständig  ihre  konvexe  Seite  der 
Abscissenaxe  zu,  und  ihre  Schnittpunkte  mit  dieser  Axe  sind 
Wendepunkte. 

m.  Die  Kurve,  deren  Gleichung  in  rechtwinkligen  Ko- 
ordinaten 

a^  —  X 
^'^3x^+  l 

ist,  hat  die  Ableitungen 

dy      30^  +  6x^-1    ^      24  (x  -  x^) 
dx        {3x^+iy    '  dx^^  (ßx^+iy' 

ydx'^      (ßx^+lf 

Die  Kurve  kehrt  beständig  ihre  konkave  Seite  nach  der 
ic-Axe.  Sie  hat  drei  Wendepunkte,  welche  auf  der  ir-Axe  ge- 
legen sind,  mit   den  Abscissenwerten  a;  «  —  1,  0,  -|- 1;   die 

zugehörigen  Werte  von  -^  sind  p;  —  1>  ö' 


Anwendung  homogener  Koordinaten. 

171.  Die  beiden  geradlinigen  Koordinaten  eines  Punktes 
können  durch  die  Verhältnisse  zweier  Yariabelen  rr,  y  zu  einer 
unbestimmten  Grösse  e  dargestellt  werden.  (Der  Gedanke  geht 
von  Möbius  und  Plücker  aus;  ersterer  hat  zugleich  die 
geometrische  Bedeutung  dieser  drei  Yariabelen  als  Dreiecks- 
koordinaten begründet.  Die  algebraische  Theorie  der  auf  diese 
Weise  gebildeten  Formen   hat  Hesse   entwickelt.)     Es  wird 
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jede   Kurvengleichung    durch    diese    Darstellung    der    Punkt- 
koordinaten  sni  einer  homogenen^   was    häufig   von   grossem 

Werte   ist.     Sind  die   Koordinaten   mit  —  und  -^  bezeichnet, 

so  erhält  die  Gleichung  irgend  einer  Kurve  die  Form 

1)  fix,y,z)~0, 

wobei  nun  f  eine  homogene  Funktion  der  drei  Yariabelen  o;, 
y,  2  bezeichnet,  die  man,  wenn  die  ursprüngliche  Gleichung  eine 
ganze  rationale  algebraische  Funktion  in  x  und  y  war,  durch 
Multiplikation  mit  einer  Potenz  yon  ss  auch  in  eine  ganze  ratio- 
nale homogene  Funktion  von  x^  y,  0  verwandeln  kann.  Geht 
man  von  einem  Punkte  der  Kurve  zu  einem  andern  Punkte,  so 
kann  man  willkürlich  0  als  konstant,  oder  auch  als  veränder- 
et? 
lieh  annehmen:  denn  es  sind  immer  nur  die  Verhältnisse  — 

0 

und  ~  vermittelst  der  Gleichung  für  jeden  Punkt  bestimmt. 

Wird  die  Gleichung  1)  differentiiert,  ohne  dass  eine  An- 
nahme über  0  gemacht  wird^  so  erhält  man 

Die  Identitäten 

X  y 

*  =  7^'    y-7^' 

in  welchen  0  von  null  verschieden  augenommen  ist,  ergeben: 

dx'^zd h  —  d0y    dy^  sd—  +  ~  d0, 

00'^  00^ 

und  folglich  wird  die  Gleichung  2): 

Idx     0^  ey     gj^  e   l    dx^^  dy  ^     deJ 

Ea  ist  aber,  wenn  n  den  Grad  der  homogenen  Funktion 
angiebt  (§§  84  und  136): 


3) 

X 

8f 

dx 

+'li+ 

'i- 

»/"(«,  y, 

.)- 

.0. 

Hieraus 

folgt: 

4) 

dx      0 

-1^ 

0 
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Nach    den    Bezeichnungen,   welche   wir    hier    eingeführt, 
haben,  wird  die  Gleichung  der  Tangente:  ' 

d-y 


z 
oder  gemäss  der  Gleichung  4): 

Setzen  wir  in  dieser  Gleichung  x-~-  +  y-J-^  —  z~-   nach 

ox  oy  dz 

Gleichung  3),  so  wird  die  Gleichung  der  Tangente  einfach: 

172.  BeiBpiel.  Betrachten  wir  den  Fall  der  Kurven 
zweiten  Grades.     Hier  ist 

/(^,  y,  z)  -  ai^x^+  flfgg  t/+  a^z^+  2ai2  xy  +  2a^^  yz  +  2a^i  zx  -  0, 
ierner:  j    ^r 

1    df 

g- aJ^^^si^  +  fi^asy  +  öfM^- 
Die  Gleichung  der  Tangente  im  Punkte  x^y^z  wird  also: 
I  {a^^x  +  a^iy  +  a^i  z)  +  rj  (aj^a;  +  0^2^  +  a^^z) 

TVill    man    zur    gewöhnlichen    Bezeichnung    der   Koordinaten 
zurückkehren,  so  kann  man  ^er«!,  g  — 1  setzen. 

173.  Das  im  §  171  gewonnene  Resultat  führt  ohne  weiteres 
zu  dem  folgenden  Satze: 

Lehrsatz  I.  Konstruiert  man  an  eine  ebene  algebraische 
Kurve  von  der  Ordnung  n  aus  einem  beliebigen  Punkt  der  Ebene 
die  Tangenten^  so  liegen  die  Berührungspunkte  derselben  auf  einer 
zweiten  algebraischen  Kurve  von  der  Ordnung  n  —  1. 
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Denn  ist  die  gegebene  Kurve  durch  die  Gleichung  1)  des 
§  171  bestimmt,  so  genügen  die  Berührungspunkte  (x^  y^  z) 
aller  Tangenten,  welche  man  von  einem  bestimmten  Punkte 
i,fl,t  konstruieren  kann,  der  Gleichung  5),  und  es  ist  ersicht- 
lich, dass  diese  Gleichung  eine  algebraische  Kurve  von  der 
Ordnung  n  —  1  ist. 

Nimmt  man  an,  dass  der  gegebene  Punkt  nach  einander 
alle  Lagen  auf  einer  gegebenen  Geraden  annimmt,  so  gilt  der 
vorstehende  Satz  für  jede  dieser  Lagen,  selbst  wenn  der  ge- 
gebene Punkt  ins  unendliche  rückt.   Ist  die  Gleichung  derselben 

a^  +  ßv  +  H-o, 

so  werden  die  Grenzwerte  der  Koordinaten  g  =  0,  —  =  —  — r 
und  die  Gleichung  5)  erhält  die  Form 

dx  dy 

Man  hat  also  den  anderen  Satz: 

LehrsatB  n.  *  Konstruiert  man  an  eine  algebraische  Kwve 
alle  Tangenten,  welche  einer  gegebenen  Richtung  parallel  sind, 
so  sind  die  Beryihrungspunhte  derselben  auf  einer  Kurve  toi»  der 
Ordnung  n  —  1  gelegen. 

Bemerkung.  Dieser  zweite  Satz  lässt  sich  auch  sehr  ein- 
fach beweisen,  ohne  dass  man  zu  homogenen  Koordinaten 
übergeht.  Bei  dem  Beweise  des  ersten  Satzes  muss  man  da- 
gegen eine  Transformation  ausführen,  wenn  man  die  gewöhn- 
lichen Koordinaten  anwendet. 


Untersuchung  Aber  die  Wendepunkte  der  Kurven. 
174.   Wir  bezeichnen  mit  —  —  a/  und  —  «=  ^  die   gerad- 

linigen  Koordinaten,  mit  u  eine  homogene  Funktion  von  ^,  9,  ^, 
und  betrachten  die  Kurve,  welche  durch  die  Gleichung 

1)      '  ti-O 

definiert  ist.     Zur  Abkürzung  setzen  wir: 

du  du  du 

9^"**''   ä^'"*'    ä^"*''' 


ferner: 
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8't(        dii^  _  d^u  dti^        gMg 

o^u      diu  d^u        awo      aM, 


a^ti 

awi 

a^caj/ 

ay 

a«w 

aw2 

a£f 

ay^Äi 

a^f 

a«3 

a^w      at/3  a^tf       a«s  _  aw^^ 

"ä^'""ä7 '"*'**'   "äi^ä^^  aa;  ""  a^  =%"=«is- 

Differentiiert  man  die  Gleichung  1)^  so  erhält  man,  wenn 
X  und  y  endlich,  und  z  von  0  verschieden  angenommen  wird, 
wie  bereits  gefunden  wurde: 

2)  tii  dx^  +  t<2  dy^  =  0. 

Ist  n  der  Grad  der  Homogenität  der  Funktion  u^  so  sind 
«1  und  «2  homogen  vom  Grade  n  —  1 ,  und  man  erhält: 

dz 
du^  —  z  (wii  die'  +  Wi2  ^y')  +  (*»  -  1)  «*i  — ' 

dz 
'   du^^  z (Mi2 da;'  +  ti^g dy')  +  (w  —  1)  «g  — 

z 

Differentiiert  man  also  die  Gleichung  2),  indem  man  das 
Differential  von  x^  als  konstant  ansieht,  und  reduziert  man 
das  Resultat  vermittelst  derselben  Gleichung  2),  so  folgt: 

du^  dx^  +  du^  dy^  +  v^  d^y'  «=  0, 
oder: 

3)  z  [u,,  {dxj  +  2ti,2  {dx')  W)  +  W22  {dyj]  +  u^  d'y^  =  0. 
Die  Bedingung  für  die  Wendepunkte  ist  jetzt 

4)  d^y  ^  0, 

und  wenn  die  Funktion  u^  endlich  bleibt,. reduziert  sich  die 
Gleichung  3)  auf 

5)  Wu  (dxy  +  2 w,2  (d^O  W)  +  ^22  Wf  -  0- 

Dabei  ist  indessen  zu  bemerken,  dass  die  Gleichung  5) 
nicht  die  Gleichung  4)  zur  Folge  hat,  wenn  Mg  =-  0  und  d*j/' 
endlich  ist.  Die  Bedingung  u^ «  0  sagt  zunächst  aus,  dass  die 
Tangente  in  diesen  Eurvenpunkten  der  Ordinatenaxe  parallel 
ist,  und  wir  können  ohne  Beeinträchtigung  der  Allgemeinheit 
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annehmeD,  dass  für  solche  Punkte  nicht  auch  die  Gleichung  5) 
erfüllt  ist.  Anders  aber  ist  es,  wenn  Hg"^^  ^^^  gleichzeitig 
«1  «0  ist,  wie  wir  später  sehen  werden. 

Eliminieren  wir  zunächst   zwischen   den   Gleichungen  2) 
und  5)  die  Differentiale  dx'  und  dy\  so  folgt: 

6)  Wii  Wsj*  -  2Wi2  Ui  Wg  +  «22  Wi^  =  0 , 

und  diese  Gleichung  kann  noch  vereinfacht  werden.  Denn 
wenn  man  zwischen  den  vier  identischen  Gleichungen 


7) 
und 

8) 


(n  -  1)  Wj  -=  «a^  +  ^i%y  +  ^18^» 


(n  -  1)  t<2  =  Wairr  +  u^^y  +  ti^^e^ 
(n  -  1)  Wj  ^u^^x  +  t/3j  y  +  u^s^ 
X,  y  und  1/3  eliminiert,  so  findet  man: 

wobei 


10)  < 


H{U)  -  tia  (Wja  W53  -  W28«)  +  «,2  (Wjs  «'81  -  «12  W33)  +  1*18  Kl  «32  ^  **22  «*8l) 
-  «11  t<22  «88  +  2  «12  «28  «81  -  «11  «23^  -  «12^  «88  -  «22  «18^- 


Was  auch  immer  die  Form  der  homogenen  Funktion  u 
sein  mag;  der  Fall  n  —  1  kann  stets  vermieden  werden^ 
indem  man  u  mit  einer  Potenz  yon  jer  multipliziert.  Also 
reduziert  sich,  vermittelst  der  Identität  9)  und  der  Gleich- 
ung w  «=  0  die  Gleichung  6)  auf 

11)  •  n{u)^0. 

Die  Kurve  H(u)  =  0  schneidet  auf  der  Kurve  w  -=  0  die 
Wendepunkte  aus.  Die  Funktion  H(ti)  ist  die  Determinante 
der  neun  partiellen  Ableitungen  zweiter  Ordnung,  nämlich: 

«11  «IQ  «1 


Hiu)^ 


«21 


«81 


*12 


^»22 


^82 


»18 


*23 


*88 
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Hesse  hat  sie  die  Determinante  der  Funktion  u  genannt; 
nach  ihm  heisst  sie  jetzt  allgemein  die  Hesse' sehe  Determinante. 
Sie  ist  der  gemeinsame  Nenner  in  den  Ausdrücken,  welche 
man  erhält,  wenn  man  die  Gleichungen  8)  nach  cc^y^e  auf- 
löst.  Daraus  folgt,  dass  die  Gleichung  11)  auch  immer  erfüllt 

XU 

ist  durch  diejenigen  Werte  von  — >  — >  für  welche  die  Gleich- 

0     z 
ungen 

12)  Wi*=0,    «5j  =  0,    Wg-O 

gleichzeitig  bestehen. 

Dies  ist  der  Fall,  den  wir  noch  zu  besprechen  haben. 
Wenn  es  auf  der  Kurve  w  =  0  Punkte  giebt,  für  welche 
te,  •==  0  und  gleichzeitig  Mj  =  0  ist,  so  ist  für  solch  einen  Punkt 
vermöge  der  Gleichung 

auch  Wj=«0.  Diese  besonderen  Punkte,  für  welche  d^y^  im 
allgemeinen  nicht  null  zu  sein  braucht,  werden  ebenfalls  von 
der  Kurve  H{u)  =  0  ausgeschnitten. 

175.  Nehmen  wir  an,  dass  die  gegebene  Kurve  alge- 
braisch und  u  eine  ganze  homogene  abgebraische  Funktion 
von  ganzzahliger  und  positiver  Ordnung  n  ist;  die  Gleichung  6) 
wird  vom  Grade  3n  — 4,  während .  die  Gleichung  11)  nur 
vom  Grade  3(n  —  2)«3w  —  6  ist.  Wenn  man  die  ima- 
ginären Lösungen,  welche  zwei  Gleichungen  besitzen  können, 
als  Darstellung  für  einen  imaginären  Schnittpunkt  der  beiden 
durch  diese  Gleichungen  gegebenen  Kurven  betrachtet,  so  kann 
man  folgenden,  zuerst  von  Hesse  gegebenen  Satz  aussprechen: 

Lehrsatz  I.  Die  Wendepunkte  einer  algebraischen  Kurve 
von  der  Ordnung  n  werden  durch  eine  zweite  algebraische  Kurve 
von  der  Ordnung  3  (n  —  2)  ausgeschnitten. 

Wenn  nun  die  Koeffizienten  in  der  Gleichung  der  Kurve 
u^O  ganz  allgemein  bleiben,  derart,  dass  zwischen  ihnen 
keinerlei  Relationen  existieren,  so  können  auch  die  Gleich- 
ungen 12)  des  vorigen  Paragraphen  keine  gemeinsame  Lösung 
besitzen.  Folglich  werden  sämtliche  Schnittpunkte 3er  Kurven  1) 
und  11)  Wendepunkte  der  Kurve  u.     Andererseits  weiss  man, 
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dass  nach  dem  Bezoutschen  Satze  die  Elimination  einer  der 
Yariabelen  zwischen  den  Gleichungen  1)  und  11)  auf  eine 
Endgleichung  führt^  deren  Ordnung  gleich  dem  Produkte 
aus  den  Ordnungen  der  beiden  Gleichungen  ist;  man  hat 
also  den 

LehrsatB  IL  Eine  algebraische  Kurve  von  der  Ordnung  n 
mit  allgemeinen  Koeffizienten  hat  3  n  (n  —  2)  Wendepunkte. 

Insbesonders  erkennt  man,  dass  die  Kurven  zweiter  Ord- 
nung keine  Wendepunkte  haben,  was  bekannt  ist^  und  dass 
eine  Kurve  dritten  Grades  im  allgemeinen  neun  reelle  oder 
imaginäre  Wendepunkte  besitzt. 

Die  Identität  9),  in  welcher  Wj^ttj*—  2Ui^u^u^  +  u^2^i^  ^^^ 
Grade  3«  — 4  und  H(u)  vom  Grade  3w— 6  ist,  lehrt,  dass  die 
Kurve  u^^  u^  —  2u^^  «i  **«  +  ^  ^i*  "=  0  auf  w  —  0  nicht  nur  die 
3n  — 6  Wendepunkte  ausschneidet,  sondern  auch  diejenigen  2n 
Punkte,  in  denen  e^^O  die  Kurve  schneidet  Dies  sind  die  n  un- 
endlich fernen  Punkte  der  Kurve,  ein  jeder  doppelt  gezählt. 


Die  singnlären  Pankte  ebener  Kurven. 

176.  (Fig.  17.)  In  einem  Punkte  M  einer  ebenen  Kurve  kon- 
struieren wir  die  Tangente  TT"  und  umgeben  dto  Punkt  mit  einer 
geschlossenen,  nach  dem  Punkte  hin  konkaven  Linie,  welche 
unendlich  klein  wird.  Als  solch  eine  Linie  können  wir  ins- 
besonders die  Peripherie  eines  Kreises  mit  dem  Punkte  M  als 

Centrum   wählen,  dessen  Radius   un- 

.  Flg.  17.  ' 

endlich  klein  wird.  Im  allgemeinen 
wird  dieser  Kreis  die  Kurve  nur  in 
zwei  Punkten  m  und  m'  schneiden,  und 
die  Radien  Mm^  Mni  werden  mit  den 
Richtungen  MT  und  M.T  bezüglich 
Winkel  bilden,  die  unendlich  klein 
werden;  der  Winkel  zwischen  diesen  Radien  wird  folglich 
unendlich  wenig  von  zwei  rechten  sich  unterscheiden.  Wenn 
diese  beiden  Umstände  nicht  zugleich  vorliegen,  so  heisst  der 
Punkt  M  ein  singulärer  Punkt.  Wir  wollen  die  verschiedenen 
Arten  von  singulären  Punkten  aufzählen,  welche  auftreten 
können. 
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1.  Vielfache  Punkte.  (Fig.  18.)  Man  ueimt  einen  Punkt 
einen  vielfachen,  wenn  mehrere  Zweige  der  Kurve  durch  ihn 
hindurchgehen,  mögen  sich  dieselben  unter  ein-  Fig.  is. 

ander  berühren  oder  nicht.  Der  Ereis,  welcher 
aus  einem  vielfachen  Punkte  als  Mittelpunkt 
beschrieben  ist,  mit  einem  Radius,  der  unend- 
lich klein  wird,  schneidet  die  Kurve  in  mehr 
als  zwei  Punkten. 

2.  Bückkehrpnnkte.  (Fig.  19.)  Rückkehr- 
punkte (oder  Spitzen)  heissen  diejenigen  Punkte 
einer  Kurve,  in  welchen  zwei  Zweige  der  Kurven  endigen  und 
dabei  eine  gemeinei^me  Tangente  haben«  Der  Ejreis,  welcher  aus 
einem  Bückkehrpunkt  als  Centrum  mit  einem  unendlich  kleinen 
Radius  beschrieben  Fig.  19. 

wird,  schneidet  die 
Kurve  nur  in  zwei 
Punkten;  aber  die 
Radien,  welche  zu 
diesen  beidenPunk- 
ten  führen,  bilden  mit  einander  einen  Winkel,  der  unendlich 
klein  wird. 

Man  unterscheidet  Rückkehrpunkte  von  zweierlei  Art. 
Der  Rückkehrpunkt  heisst  von  der  ersten  Art,  wenn  die  beiden 
Kurvenfcweige  auf  verschiedenen  Seiten  der  gemeinsamen  Tan- 
gente sich  befinden,  dagegen  von  der  ssweitm  Art^  wenn  sie  auf 
der  nämlichen  Seite  der  Tangente  liegen. 

3.  Isolierte  Punkte.  Isolierte  Punkte  heissen  diejenigen, 
in  deren  Umgebung  kein  anderer  Punkt  der  Kurve  liegt.  Der 
aus  einem  isolierten  Punkt  als  Centrum  p.^  ^ 
beschriebene  Kreis  mit  unendlich  kleinem 
Radius  schneidet  die  Kurve  in  keinem 
Punkte. 

4.  Bndpunkt.  (Fig.  20.)  Ein  End- 
punkt ist  ein  Punkt;  in  welchem  ein  einziger 
Zweig  der  Kurve  plötzlich  abbricht.  Der  Kreis,  welcher  niit  einem 
unendlich  kleinen  Radius  aus  solch  einem  Endpunkte  als  Cen- 
trum beschrieben  ist,  schneidet  die  Kurve  nur  in  einem  Punkt. 
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V.  Eckpunkt.  (Fig.  21.)  In  einem  Eckpunkte  endigen  zwei 
Zweige  der  Kurve ,  welche  in  diesem  Punkte  yerschiedene  Tangen- 
ten haben.  Der  Kreis,  beschrieben  aus 

Fig.  21. 

solch  einem  Eckpunkte  als  Centrum, 
mit  unendlich  kleinem  Radius  schnei- 
det die  Kurve  in  zwei  Punkten;  aber 
die  Radien,  welche  durch  diese  Punkte 
gehen,  bilden  einen  Widkel,  der  sich 
von  zwei  rechten  oder  von  null  um 
eine  endliche  Grosse  unterscheidet. 
Wir  geben  hier  ein  Beispiel  für  jede  dieser  fünf  Arten 
von  singulären  Punkten.  Übrigens  ist  zu  beachten,  dass  diese 
Betrachtung  sich  nur  auf  die  geometrisch  direkt  darstell- 
baren Singularitäten  bezieht,  also  analytisch  gesprochen,  auf 
reelle  Besonderheiten  der  gegebenen  Gleichungen,  nicht  auf 
imaginäre,  und  dass  auch  in  einem  Punkte  mehrere  Singulari- 
täten der  betrachteten  Art  vereinigt  sein  können. 

177.  Beispiel  eines  Doppelpunktes  oder  eines  isolierten 
Punktes.     Die  Kurvengleichung  sei 


y  ^  g,.(x)  +  (x  -  a)  (^^-^J 


9  (x)  bezeichne  eine  reelle  reguläre  analytische  Funktion. 
Reguläre  analytische  Funktion  nennen  wir  eine  solche, 
welche  innerhalb  eines  gegebenen  Intervalles  endlich  imd  stetig 
bleibt,  und  deren  Ableitungen  ebenfalls,  wie  viele  man  auch 
bilden  mag,  endlich  und  stetig  sind,    a,  b,  c  seien  positive  ge- 

gebene  Längen;    endlich  ^  ein    irreduzibeler    Bruch,    dessen 

Nenner  eine  gerade  Zahl  ist. 

Da  der  Faktor  ( j '  zwei  gleiche  Werte  mit  entgegen- 
gesetztem Vorzeichen  hat,  so  besteht  die  betrachtete  Kurve 
aus  zwei  Zweigen,  mit  den  Gleichungen: 

y  -  ()p  (ä)  -  (a;  -  a)  (^-^)' ' 
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/  '  —  b\— 
wobei  man  den  Ausdruck  ( y  positiv  zu  nehmen  hat.   Die 

dy 
Werte  von  -j-  für  diese  beiden  Zweige    sind  gegeben  durch 

die  Formel: 

und  für  x  '^  a  hat  man 

Nehmen  wir  nun  a  >  6  an.  In  diesem  Falle  vereinigen 
sich  die  beiden  Zweige  der  Kurve  in  einem  Punkte  mit  der 
Abscisse  a,  aber  sie  brechen  in  diesem  Punkte  nicht  plötzlich 
ab,  weil  jeder  von  ihnen  reell  bleibt,  wenn  man  a;-«a±Ä  setzt. 

Ferner  haben  diese  Zweige  im  Punkte  rc  —  a,  y  — g)(a) 
verschiedene  ^Tangenten.  Man  sieht  also,  dass  dieser  Punkt 
ein  Doppelpunkt  ist. 

Ist  aber  a  <  6,  so  ist  der  obige  Wert  für  ^  imaginär-, 

es  giebt  also  keine  Tangente  in  dem  Punkte  mit  der  Abscisse  o. 
Der  Wert  von  y  wird  auf  jedem  Zweig  der  Kurve  imaginär^ 
für  a;  —  a  ±  Ä,  und  folglich  ist  der  Punkt  mit  den  Koordina- 
ten a;  «=  a,  y  —  9(a)  ein  isolierter  Punkt. 

178.  Beispiel  eines  Rückkehrpunktes  erster  oder  zwei- 
ter Art.  Wir  betrachten  die  Kurve,  deren  Gleichung 

p_ 
'   y'^(p(x)±  ilf(x){x-ä)q 

ist;  q>  {x)  und  ifj  (x)  seien  reelle  reguläre  Funktionen,  a  eine 

gegebene    Konstante,    —    ein    irreduzibeler   positiver    Bruch^ 

grösser  als  1,  mit  geradem  Nenner.  Wie  im  vorigen  Beispiel 
ist  die  Kurve  als  aus  zwei  Zweigen  bestehend  zu  betrachten, 
welche  bezüglich  den  Zeichen  +  und  —  entsprechen. 

Die  beiden  Werte  von  y  sind  reell  und  ungleich  für 
x>a^  sie  werden  gleich  für  ic  — a,  und  beide  imaginär  für 
X  •<  a.  Demnach  endigen  die  beiden  Zweige  der  Kurve  im 
Punkte  mit  der  Abscisse  a. 
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Der  Ausdruck  für  --  ist: 
dx 

er  reduziert  sich,  da  ->1,  für  x^a  auf   den    einen   Wert 

2 
9)'(a).     Die  beiden  Zweige  der  Kurve  haben  also  in  dem  ge- 
meinsamen Punkte  dieselbe  Tangente;  dieser  ist  also  ein  Bück- 
kehrpunkt. 

Es  ist  nach  §  168  einleuchtend,  dass  der  Rückkehrpunkt . 
Yon  der  ersten  oder  zweiten  Art  sein  wii:d,  je  nachdem  die 

Werte  von  -=-^,  welche  den  beiden  Zweigen  der  Kurve  ent- 
sprechen ,  für  a;  —  a  -f  A  von  ungleichem  oder  gleichem  Zeichen 
werden,  wenn  h  unendlich  klein  wird.     Der   Ausdruck   von 

■j-^  ist  aber: 

Ist  —  >2,  so  unterscheiden  sich   die  beiden  Werte  von 

-r-^  unendlich   wenig  von   (p*\a),  füra;-=a-f  Ä.     Wenn  also 

9"  (a)  nicht  null  ist,  so  ist  der  Rückkehrpunkt  von  der  zwei- 
ten Art.  Dieser  Schluss  gilt  aber  auch  noch,  falls  (p"(a)'^0 
wird,  wenn  nur  die  Ordnung  des  Unendlichkleinwerdens  von 

q)"(a  +  h)  geringer  ist  als  ——2. 

Ist  ^  <  2,  so  werden  die  beiden  Werte  vob  -^füra;  — a 
g         '  .     dx^ 

unendlich  und  es  ist  leicht  zu  sehen,  dass  sie  für  rr  -» a  +  A 
von  entgegengesetztem  Zeichen  sind.  Also  ist  der  Rückkehr- 
punkt von  der  ersten  Art. 

Die  durch  die  Gleichungen 

y-^x+y^,    y^x^  +  Y^ 

dargestellten  Kurven  gehören  zu  der  betrachteten  Gruppe. 
Der  Anfangspunkt  der  Koordinaten  ist  ein  Rückkehrpunkt 
erster  Art  für  die  erste  Kurve,  dagegen  ein  Rückkehrpunkt 
zweiter  Art  für  die  andere. 
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179.  Beispiel  eines  Endpunktes.  (Fig.  22.)     Die  Kurve 


bietet  das  Beispiel  eines  Endpunktes  im  Punkte  o;  —  0.  Lässt 
man  x  von  0  bis  +  ^  wachsen,  so  nimmt  die  Ordinate  y 
von  +  00  bis+1  ab,  und  man  hat  einen  Zweig  der  Kurve 
innerhalb  des  positiven  Quadranten  der  Koordinatenaxen. 
Dieser  Zweig  hat  die  j/-Axe  zur  Asymptote,  desgleichen  eine 
Parallele  zur  a?-Axe  mit  der  Ordinate 
y  —  1.  Lässt  man  x  von  0  bis  —  oo  ab- 
nehmen, so  wächst  der  Wert  von  y 
von  0  bis  +  1,  und  man  erhält  dem- 
nach einen  zweiten  Zweig  der  Kurve, 
welcher  im  Koordinatenanfangspunkt 
plötzlich  endet. 

Auch   ist   zu   bemerken y    dass   die 
Funktion  y  unstetig  wird,  wenn  x  von  —  Ä  bis  -f  Ä  variiert  und 
h  unendlich  klein    wird.     Sie    geht  plötzlich  von   einem  un- 
endlich kleinen  Werte  zu  einem  unendlich  grossen  Werte  über 
und  hat  für  a:  —  0  die  beiden  Grenzwerte  0  und  oo. 

180.  Beispiel  eines  Eckpunktes.  (Fig.  23.)     Die  Kurve 

X 


Plg. 

SS. 

y 

^ 

0 

JC 

y 


l  +  e* 


Fig.  S3. 


bietet  ein  Beispiel  für  einen  Eckpunkt  im 
Koordinatenanfangspunkte.  Um  die  Tan- 
gente im  Anfangspunkte  zu  erhalten,  ge- 
nügt es  (§  163),  die  Grenze  des  Verhält- 
nisses y  1 

X^  -j- 

1  +  e' 
für  X  ^0  zu   bestimmen.     Wenn   aber  x  nach  0  konvergiert, 

so  konvergiert  e*  nach  oc  oder  nach  0,  je  nachdem  x  po- 
sitiv oder  negativ  ist.  Man  hat  also  im  Anfangspunkte  zwei 
Tangenten,  deren  Richtungskoeffizienten  bezüglich  0  und  1 
sind.  Die  Kurve  setzt  sich  demnach  aus  zwei  Zweigen  zu- 
sammen; dereine,  06r,  liegt  innerhalb  des  positiven  Quadranten, 

S  er rek,  Differential-  nnd  Integral -Beohntmg.   1.  Bd.  17 
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und  berührt  im  Anfangspunkte  die  Abscissenaxe,  der  andere 
OH  liegt  im  Quadranten  mit  negativen  Koordinaten  und  hat 
im  Anfangspunkte  die  Winkelhalbierende  OT  zur  Tangente. 
Dieser  Punkt  ist  also  ein  Eckpunkt  der  Kurve. 


Die  analytischen  Charaktere  der  singnlären  Pnnkte. 

181.  Wir  wollen  nun  einen  allgemeinen  Satz  aufstellen, 
der.  eine  ausgedehnte  Klasse  von  Kurven,  zumal  die  alger 
braischen^  umfasst  und  eine  Bedingung  erkennen  lässt,  die 
allen  singulären  Punkten  dieser  Kurven  gemeinsam  ist. 

LehrsatB.  Es  sei  f  (x,  y)  eine  Funktion  der  Variabelen  x,  y, 
welche  nebst  ihren  partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  bestimmte, 
sich  stetig  ändernde  Werte  erhält  (§  32),  wenn  man  den  Varia- 
belen X  und  y  bestimmte  Werte  beilegt  Bemchnen  alsdann 
Xq,  Jq  die  geradlinigen  Koordinaten  eines  singuläre^i  Punktes  der 
Kurve,  welche  durch  die  Gleichung 

dargestellt  ist,  so  haben  die  Gleichungen: 

immer  die  Lösung  x  —  Xq,  y  =  yo« 

Bezeichnen  wir  mit  x^^  y^  die  Koordinaten  eines  belie- 
bigen Punktes  M  der  Kurve,  und  mit  0  den  Koordinaten- 
winkel, beschreiben  wir  femer  um  den  Punkt  M  als  Mittel- 
punkt einen  Kreis  mit  einem  Radius  p,  der  unendlich  klein 
wird,  und  nennen  wir  fl?o  +  ^)  ^o  +  ^  ^^®  Koordinaten  eines 
Punktes  m  auf  diesem  Kreise.     Es  ist 

f(?^oy  J/o)  =-  0, 

und  die  Bedingung,  dass  der   Punkt  m  der  Kurve  angehört^ 

wird 

Z'K  +  A)  yo  +  *)  =="  0  oder  [{x^  -f-  Ä,  yo  +  *)  -  fi^oVo)  -  0. 

Nach  der  Taylorschen  Formel  wird  diese  Gleichung 

Digitized  byLjOOQlC 


•Theorie  der  ebenen  Kurven.  259 

Der  Index  d'  soll  ausdrücken,  dass  die  Werte  von  x  und  y  in 
den.partiellen  Ableitungen  bezüglich  durch  Werte  x  +  ^h^  y  +  d-k 
zu  ersetzen  sind,  die  zwischen  x  und  x  +  h^  y  und  j/  +  i  liegen. 

Ist  w  der  Winkel,  den  der  Radius  Mm »  q  mit  der 
X'Axe  bildet,  so  ist 

,s  ,  sin  (0  —  ti?)     ,  sin  tv 

.  smO  sinO 

und  die  Gleichung  3)  ergiebt  durch  q  dividiert: 

^  Va  J<^       sin  e        "^  VayA  sin  6  "^ 

Wenn  nun  (j-J    und  (— j    nicht  zugleich  null  sind,  so 

kann  man  eine  positive  Grösse  M  und   eineA  Winkel  a  be- 
stimmen, so  dass 

6)      (g)^»--Msina,     (|)^  =  +  M  sin  (6  -  «) 

wird;  denn  es   sind  M  und   a  nichts   anderes   als   die   Polar- 
koordinaten eines  Punktes,  der  die  geradlinigen  Koordinaten 

und ;— 5  (;— )   hat.     Vermittelst    dieser    Por- 


sinO  \dy/^  sin0   xdx/^ 

mein  6)  wird  nun,  da  --  und  -^  stetige    Funktionen    sind, 
wenn  man 

setzt: 

..  sin(0-M;)    .  sin(0-M;)    .-  sinwsin(0-a)       sinw 

sm  0  sin  ö  sm  ö  sm  9        ' 

oder 

n\        KA    '    /  \   I       sin(ö  — w;)   ,      sin««;      ^ 

7)  M  8m(t(7  -  «)  +  £    \     n      ^  +  ^  -r-^  =  0. 

^  ^  smO  smö 

Die  Werte  von  w,  welche  dieser  Gleichung  genügen, 
gehören  zu  den  Schnittpunkten  der  Kurve  und  des  Kreises. 
Da  die  Vermehrung  von  w  um  Vielfache  von  2ä  für  die  geo- 
metrische Bestimmung  dieser  Schnittpunkte  nicht  in  Betracht 
kommt,  so  erkennt  man,  dass  diese  Gleichung,  in  welcher  M 
einen  festen  endlichen,  s  und  rj  beliebig  kleine  Werte  haben, 
nur  durch  solch  einen  reellen  Wert  w  erfüllt  werden  kann, 

17* 
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der  entweder  beliebig  nahe  an  a,  oder  beliebig  nahe  sn  %  +  a 

liegt.    Um  also  die  Zahl  der  Wurzeln  lo  zu  bestimmen,  welche 

die  Gleichung  7)  befriedigen,  genügt  es  zu  untersuchen,  wie 

die  linke  Seite  derselben: 

Q\  KÄ    '    r  \   i      sin  (0  —  er)         sin  w 

8)  M  sm  (m?  —  «)  +  6 -'-ä—-  +  V  -^— 5- 

'  ^  ^  sm  0  '  sm  0 

sich  ändert,  wenn  w  von  a  —  d  bis  a  +  d,  oder  von  ä  +  a  —  d 
bis  X  +  a  +  d  variiert,  wobei  d  beliebig  klein  gewählt  wer- 
den kann. 

Die  Gleichung 


9\  ^ — ^"5""+^ 
^  L      sm0 

lehrt,  dass  nicht'  nur  die  Funktion 

sin(0-M;)       sin««; 

8m0  sm0 


^|[^(.o-A,yo+*)V(.o,yo)]-[Ä(ÄVK|)J} 


null  wird,  wenn  q  nach  0  konvergiert,  welchen  Wert  auch  w 
haben  mag,  sondern  dass  auch 

d    r   sin  (0 .—  w)  sin  m;  "1 

d^  L^       sin0       "^  "^  "^I^J 

.,   lf[df(x,+  h,y,+  Jc)     (df\ldh      rdf{x,+  h,y,+  k)      (df\ldJc\ 

"  (>  1 L  BXq  KdxJJ  dw'^l  dy^  ^vK^  ^^f 

null  wird  bei  allen  Werten  von  w^  wenn  q  verschwindet. 
Denn  es  wird  die  rechte  Seite  auch  gleich: 

cos(e-w)ldf(x,  +  h,y,+  k)     /8f\  \     costvldf(x,  +  h,y,+  k)    (df\  \ 
sin0       (  dxQ  ^oc)o]     8in0(  dy^  ^^vK] 

Die   in   den   Klammem   enthaltenen   Differenzen   können 
lediglich  durch  Wahl  von  q  kleiner  als  eine  beliebig  kleine 
Grösse  gemacht  werden,  welchen  Wert  auch  w  annehmen  mag.  • 
Dies  festgesetzt,  wird  die  Ableitung  des  Ausdruckes  8)  nach  w 

KA       r  \   X     ^   [  sin(0  — M?)   ,       sinw?"| 

Mcos(«<;  — a)  + -t-    « — \-ä — -  +  V     -    ü  P 
^  ^      dwL        8m0  '   sm0  J 

und  dieselbe  differiert  beliebig  wenig  von  +  M  oder  von  —  M, 
wenn  die  Differenz  w  —  a  hinreichend  wenig  von  0  oder  von 
+  ^  abweicht.  Also  ist  die  Funktion  8)  eine  wachsende,  wenn 
w  von  a  —  €  bis  a  +  £  wächst,  und  eine  abnehmende,  wenn  w 
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von  ^  +  a  —  6  bis  tc  +  a  +  e  wächst.  Andererseits  ändert 
die  Funktion  in  beiden  Fällen  ihr  Zeichen,  folglich  wird  sie 
zwischen  diesen  Grenzen  jedesmal  einmal  null. 

Damit  ist  bewiesen:  wenn  die  Gleichungen  2)  nicht  die 
gemeinsamen  Lösungen  x  ^  Xq^  y  "^  Vo  besitzen,  so  hat  die 
Gleichung  7)  zwei  Wurzeln  w,  von  denen  die  eine  unendlich 
wenig  von  a,  die  andere  unendlich  wenig  von  ä  +  «  differiert, 
und  andere  Wurzeln  sind  nicht  vorhanden.  Folglich  schneidet 
der  Eireis,  beschrieben  aus  dem  Punkte  M(xq^  y^)  als  Mittelpunkt 
mit  dem  Radius  q,  die  Kurve  nur  in  zwei  Punkten  m  und  m\ 
und  die  Radien  Mm  und  Mm!  bilden  unendlich  kleine  Winkel, 
der  eine  mit  der  einen  Richtung  der  Tangente  in  M,  der  andere 
mit  der  entgegengesetzten.  Hieraus  folgt,  dass  der  Punkt  M 
kein  singulärer  Punkt  sein  kann,  wie  die  Behauptung  besagt. 

Bemerkung.   Führt  man  das  System  homogener  Eoordi- 

naten  ein,  so  annullieren  die  Koordinaten  — ;  —  eines  singulären 

z    z 

Punktes  der  Kurve,  welche  durch  die  Gleichung 

u  -  f{x, y,e)^0  ' 
dargestellt  ist,  die  drei  partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung, 
Mj,  Wj,  tij;  denn  die  Gleichungen  w  =  0,  w^  «=  0,  u^^O  ziehen 
auch  die  Gleichung  u^^O  nach  sich.  Hieraus  folgt,  dass  die 
Determinante  der  Funktion  u  (§  175)  für  jeden  singulären 
Punkt  verschwindet. 

XJntersaehniig  über  die  Art  eines  singulären  Punktes. 
182.    Nach  dem  Vorigen  müssen  die  singulären  Punkte 
der  Kurve 

1)  A^,y)-o 

den  beiden  Gleichungen  genügen: 

^  dx         ^      dy 

Im  folgenden  werden  wir  annehmen^  dass  alle  die  partiellen 
Ableitungen  der  Funktion  f(x^  y),  welche  wir  benutzen  werden, 
stetig  bleiben.  Es  seieb  nun  x^^  y^  die  Koordinaten  eines  Punktes 
M  der  Kurve  1),  welche  gleichzeitig  den  beiden  Gleichungen  2) 
genügen,  für  welche  aber  nicht  sämtliche  drei  Gleichungen 
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aa;^  ^'  aa;ay  ^'  dy^ 
bestehen.  Sind  dann,  wie  vorhin,  x^+h^  ^0+^  ^^^  Koordi- 
naten eines  Punktes  m  des  um  den  Punkt  M  als  Centrum 
beschriebenen  Kreises  mit  d^m  unendlich  kleinen  Radius  Qy 
so  ist  die  Bedingung,  dass  dieser  Punkt  auf  der  Kurve  liegt: 

Entwickelt  man  diesen  Ausdruck  nach  der  Taylor  sehen 
R«ihe,  und  unterdrückt  die  Glieder,  welche  der  Annahme  nach 
null  sind,  so  wird  diese  Bedingung: 

J?8    bedeutet    eine    Grösse,    die    von    höherer    Ordnung    als 
h^  und  Ä*  verschwindet;   wir  wollen   sie,   was   übrigens  nicht 
notwendig  ist,  in  der  Form  des  Restgliedes  der  Tajlorschen 
Entwicklung  voraussetzen. 
Ist  nun 

SO  wird  der  Ausdruck  zwischen  den  Klammern  in  der  Gleich- 
ung 4)  niemals  null,  bei  reellen  Werten  von  h  und  Ä,  und  da 
sein  absoluter  Wert  grösser  ist  als  der  von  Bg,  wenn  h  und  h 
hinreichend  klein  gewählt  sind,  so  wird  der  Gleichung  4)  über- 
haupt nicht  durch  reelle  Werte  von  h  und  h  genügt  werden 
können.  Hieraus  folgt,  dass  der  Kreis  vom  Radius  q  die  Kurve 
nicht  schneidet,  und  folglich  ist  M  ein  isoHerier  Funkt 

183.  Wenn  die  Ungleichung  5)  nicht  stattfindet,  so  sind  die 
beiden  Wurzeln  der  Gleichung 

reell;  sie  können  durch 

sin  a  .  sin  /3 

und 


sin(0-a)  sin  (0-/3) 

dargestellt  werden,  wenn  0  immer  den  Koordinatenwinkel, 
a  und  ß  Winkel  zwischen  0  und  n  bezeichnen.  Man  kann 
also  die  Gleichung  4)  in  der  Form: 
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2\at/VoL  sin(0  — «)JL  8111(6  — /3)J         ^ 

darstellen.   Wir  wollen  h  und  k  durch  ihre  Werte  g  — K—^ — - 

^       sin  0 

und  Q  —. — 7^  ersetzen,  die  wir  bereits  früher  angewandt  haben: 
^    smö  '  °  ' 

ferner  schreiben  wir,  der  Kürze  wegen: 

indem  wir  festsetzen,  dass  die  Wurzel  mit  dem  Zeichen  des 
Produktes  sin  (0  —  a)  sin  (0  —  ß)  genommen  werden  soll.  Die 
Gleichung  4)  wird  dann,  dividiert  durch  g^: 

7)  M  sin(M;  -  a)  sm{w  -  /3)  +  ^  -  0. 

Denn  es  bekommt  durch  die  angegebene  Substitution  die 
Gleichung  4)  die  Form: 

1  / aY\   smiw-ajsinjw-ß)       R^ 

2  '  \dyVo  sin(0  -  a)  8in(0  -  /3)  "^  p^  "=  ^• 

Aus  den  Gleichungen 

sin  cjc        _^  sin  ß 

"sir(0^=r^)""  ^'    Vin(0-^)~^^' 
wobei  t^  und  t^  die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung  6) 
bezeichnen,  folgt 

^  ^       fj^  +  2  ^1  cos  0  + 1  ^        ^       i^*  +  2  ^2  cos  0  +  1 

und  hieraus  ergiebt  sich  durch  einfache  Rechnung  die  Re- 
lation  7),  in  welcher  —~  mit  q  verschwindet. 

Nehmen  wir  zuerst   an,   dass   die  Wurzeln  der  *Gleich- 
ung  6)  ungleich  sind;  dann  ist 

und  die  Winkel  a  und  ß  sind  weder  unter  einandef  gleich, 
noch  auch  supplementär.  Die  Gleichung  7)  kann  nur  durch 
solche  Werte  von  w  erfüllt  werden,  welche  einem  der  Winkel 
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a,  »  +  a,  /J,  Ä  + /S  unendlich  benachbart  werden.  Anderer- 
seits ändert;  wenn  man  einen  dieser  Winkel  mit  Wq^  und  mit 
6  eine  beliebig  kleine  positive  Grösse  bezeichnet,  die  linke 
Seite  der  Gleichung  7)  ihr  Zeichen,  sobald  man  w  von  Wq  —  € 
bis  Wq+  6  wachsen  lässt;  es  liegt  also  mindestens  eine  Wurzel 
in  jedem  dieser  Intervalle;  aber  auch  nur  eine  einzige.  Denn 
die  Ableitung  der  Gleichimg  7)  nach  w;  ist:  -^ 

9^ 


0- 


M  [cos  (w  —  a)  sin (w  —  ß)  +  sin  {w—  a)  cos  (w  —  ß)]+     , 
B^  ist  gleich 

vind  es  wird  daher  nicht  nur  — f  >  sondern  auch 

dw      Q^  [\dxJh,k  dw    \dy/h,k  dwl 

p*L  dw\dx*/f,    \  dw      dwJ\dxdyJ^     du;\ayV„J 

durch  Wahl  von  q  unabhängig  von  w  beliebig  klein.     Mithin 
differiert  die  Ableitung  beliebig  wenig  von 

Msin[2t<;-(/3  +  a)], 

d.  h.  wenn  «;  «  a  ±  «,  oder  ä  +  «  ±  f  ist,  beliebig  wenig  von 

Msin(a±2£-/3), 
und  wenn  w  *=  ß  ±,b^  oder  it  +  ß  ±,b  ist,  beliebig  wenig  von 

Msin(/J±26-a). 

Da  B^  infolge  unserer  Annahmen  eine  stetige  Funktion 
von  w  ist^  so  können  wir  schliessen^  dass  die  linke  Seite  der 
Gleichung  7)  eine  beständig  wachsende^  oder  beständig  ab- 
nehmende  Grösse   im   Intervalle   von   w^—  s   bis   w^-^-  s   ist. 
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Folglich  hat  diese  Gleichung  nur  vier  Wurzeln,  deren  Werte 
unendlich  wenig  von  den  Winkeln  a,  jr+a,  /3,  n+ß  diffe- 
rieren. 

Der  mit  dem  Punkte  M  als  Mittelpunkt*  mit  unendlich 
kleinem  Radius  beschrieben^  Kreis  schneidet  also  die  Kurve 
in  vier  Punkten,  und  unter  den  vier  Radien,  welche  durch 
diese  Punkte  gehen,  giebt  es  zwei,  welche  einen  unendlich 
kleinen  Winkel  mit  der  Geraden  bilden,  die  unter  dem  Winkel 
a  zur  a:-Axe  geneigt«  ist,  während  die  beiden  anderen  unend- 
lich kleine  Winkel  mit  der  Geraden  bilden,  welche  zum  Winkel  ß 
gehört.     Der  Punkt  M  ist  folglich  ein  Dappelpunkt. 

184.  Nehmen  wir  nun  an,  dass  die  Wurzeln  der  Gleich- 
ung 6)  gleich  sind.     In  diesem  Falle  ist 


^)        \-d^)\-df)-\-did^)r^- 


Die  Winkel  a  und  ß  werden  einander  gleich,  und  die 
Gleichung  7)  lautet: 

10)  Msin2(w7-«)-f  ^=-0 

und  M  ist  .eine  positive  Grösse.  Hier  ist  es  nun  nötig,  ein 
weiteres  Glied  in  der  Taylorschen  Entwickeluug  hinzu- 
zunehmen.   Es  ist:  • 

Wenn  der  Ausdruck  in  der  Klammer  nicht  null  wird  für 
w^a  oder  w=  n  -{-a^  so  behält  er  das  positive  oder  negative 
Zeichen,  wenn  x  von  a  —  £  bis  a  +  £  wächst,  während  er  dann 
stets  das  entgegengesetzte  Zeichen  minus  oder  plus  bewahrt, 
wenn  w  von  n:  +  a  —  e  bis  w  -f  «  +  £  variiert.  Andererseits 
ist  dieses  dann  auch  das  Vorzeichen  von  i?3,  weil  q  unendlich 
klein  wird.  Daraus  folgt,  dass  die  Gleichung  10)  nur  Wurzeln 
besitzt,  welche  dem  Winkel  a  oder  dem  Winkel  n  +  a  un- 
endlich benachbart  sind.  Die  beiden  ersten  Ableitungen  der 
linken  Seite  der  Gleichung  10)  sind: 

M  sin  2  (m;  -  a) -f  — T^,     2fAcos2(tv-^)  +        ^    - 


dtv         .  ^  ^         dw^ 
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Wenn  nun  w  unendlich  wenig  von  a  oder  n  +  a  ab- 
weicht, so  unterscheidet  sich  die  zweite  Ableitung  unendlich 
wenig  von  +  2  M.  Mithin  ist  die  Ableitung  erster  Ordnung 
beständig  wachsend  und  kann  daher  nur  einmal  iiuU  werden. 
Hieraus  folgt,  dass  die  Gleichung  10)  nicht  mehr  als  zwei 
Wurzeln  haben  kann;  endlich  existieren  auch  diese  beiden 
Wurzeln  wirklich,  weil  JR^  notwendig  negativ  wird,  entweder 
bei  dem  Werte  w  =  a,  oder  bei  dem  Werte  w?  =  ;r  +  a. 

In  dem  vorliegenden  Falle  schneidet  also  der  aus  dem 
Punkte  M  als  Mittelpunkt  mit  unendlich  kleinem  Radius  be- 
schriebene Kreis  die  Kurve  in  zwei  Punkten,  und  die  Radien, 
welche  nach  diesen  Punkten  führen,  welche  zu  beiden  Seiten 
der  unter  dem  Winkel  a  zur  a:-Axe  geneigten  Geraden  liegen, 
bilden  entweder  mit  dieser  Richtung  oder  mit  der  entgegen- 
gesetzten unendlich  kleine  Winkel.  Der  Punkt  M  ist  also 
ein  RückJcehrpunkt  erste)'  Art 

185.  Es  erübrigt  noch  die  Untersuchung  des  Falles,  in 
welchem  der  Ausdruck  zwischen  der  Klammer  in  der  Gleich- 
ung 11)  gleichzeitig  mit  sin  (tv  —  a)  null  wird.  Auch  hier 
'kann,  wie  vorhin,  die  Gleichung  10)  nur  durch  splche  Werte 
von  w  erfüllt  werden,  die  entweder  a,  oder  x  +  a  unendlich 
benachbart  sind.  Also  kann  es  auch  in  dem  Punkte  31  der 
Kurve  nur  eine  einzige  Tangente  geben,  deren  Neigung  zur 
X'Axe  durch  den  Wert  «  bestimmt  ist.  Um  die  Art  des  sin- 
gulären  Punktes  31  zu  erkennen,  ist  es  zweckmässig,  die  Unter- 
suchung des  Kreises  mit  dem  Radius  q  zu  vei^assen,  und  statt 
dessen  zwei  zur  y-Axe  parallele  Gerade,  in  gleichem  unend- 
lich kleinen  Abstände  von  31,  einzuführen.  Wir  setzen  k  «=  th 
und  führen  die  Bezeichnungen  ein: 


«o-^Km+Käiu+Ksoj 


0-  ^^if   '0- 
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Bricht  man  mit  dem  fünften  Gliede  die  Entwickelung  von 

ab;  so  kann  .der  Rest  durch, 

dargestellt  werden,  wobei  rj  eine  unendlich  kleine  Grösse  be- 
zeichnet. Es  wird  demnach  die  Gleichung,  welche  ausdrückt, 
dass  der  Punkt  Xq+  h,  j/o'+  Je  der  gegebenen  Kurve  angehört: 

12)  f,  (0  +  Ä  /i  (0  +  h'f,  (0  +  Ä'  [/i  (0  +.'?]  -  0. 

In  dem  betrachteten  Falle  sind  die  beiden  Wurzeln  der 
Gleichung  f^  (t)  =  0  unter  einander  gleich,  und  wenn  man  ihren 
Wert  mit  ^  bezeichnet,  so  ist  auch  f^  (t^)  •=  0.   Nach  unserer 

früheren  Bezeichnung  ist  f^  dem  Quotienten  -r— 75 r  gleich, 

sin  i  v "~~  ccj 

und  die  reellen  Wurzeln,  welche  die  Gleichung  12)  bei  be- 
liebig kleinem  Werte  von  h  besitzt,  sind  unendlich  wenig  von 
/j  verschieden.    Wir  setzen 

13)  ^-^i+AÄ, 

wobei  X  eine  neue  Unbekannte  bezeichnet,  die  wir  an  Stelle 
von  t  einführen.     Man  hat  nun 

und  setzt  man  weiter: 

Fw--~f\(.h)+if',{t,)+f:{t,), 

so  wird  die  Gleichung  12): 

14)  F{?.)  +  h[F,il)  +  n]-0, 

wobei  rj  eine  neue  Grösse  bezeichnet,  die  mit  h  verschwindet. 
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Wenn  die  Wurzeln  der  Gleichung 

15;   •  J'a)  =  0 

imaginär  sind,  so  besitzt  die  Gleichong  14)  keine  reellen 
Warzeln«  Es  giebt  dann  auch  keine  zum  Punkte  J/  benach- 
barte Kurrenpunkte,  und  dieser  Punkt  ist  ein  isolierter  Punkte 
Sind  die  Wurzeln  der  Gleichung  15)  reell  nnd  ungleich, 
und  bezeichnet  man  dieselben  mit  JJ  nnd  X",  so  ist  ersichtlich, 
dass  die  linke  Seite  der  Gleichung  14)  ihr  Zeichen  wechselt, 
was  auch  das  Vorzeichen  Ton  h  sein  mag,  wenn  man  A  in  der 
Umgebung  der  Werte  X'  oder  A"  variieren  lasst  Die  Gleich- 
ung 14)  hat  also  zwei  reelle  Wurzeln  X\  und  X'\j  und  ebenso 
hat  sie  zwei  andere  X\  und  X^'^y  wenn  man  —  %  an  Stelle  von 
h  einsetzt.  Hieraus  folgt,  dass  vier  Eurrenpunkte  existieren^ 
fCir  welche  gemäss  den  Gleichungen  13) 

k  -  t^h  +  X\h%        k  «  t^h  +  X'\h\ 
k t^h  +  X'^h^,    k t^h  +  X'\h\ 

Zwei  der  vier  Radien,  welche  diese  Punkte  mit  dem 
Punkt  M  verbinden,  bilden  unendlich  kleine  Winkel  mit  der 
einen  Richtung  derjenigen  Geraden,  deren  Richtungskoef&zient 
ti  ist,  während  die  beiden  anderen  Radien  mit  der  entgegen- 
gesetzten Richtung  unendlich  kleine  Winkel  eiuschii  essen. 
Hieraus  folgt,  dass  der  Punkt  M  ein  Doppelpunkt  ist,  in  dem 
sich  zwei  Zweige  der  Kurve  mit  gemeinsamer  Tangente  begegnen 
(Selbstberührungspunkt). 

Sind  aber  die  Wurzeln  der  Gleichung  15)  einander  gleich, 
so  bezeichnen  wir  ihren  Wert  mit  X\  und  nehmen  dabei  an, 
dass  die  Gleichung 

16)  F,{k)-0 

die  Wurzel  A'  nicht  besitzt.     Die    Gleichung    14)   erhält   die 
Form: 

Diese   Gleichung   hat   zwei    reelle   Wurzeln   X\   und  A',, 

welche  unendlich   wenig  von  A'  verschieden   sind,  wenn   das 

F  (A) 
Vorzeichen  von  h  entgegengesetzt  dem  Vorzeichen  von  ^^/y  { 
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ist.  Giebt  man  aber  h  das  Vorzeichen  dieses  Ausdruckes,  so 
besitzt  die  Gleichung  keine  reellen  Wurzeln.  Hieraus  folgt, 
dass  zwei  Punkte  der  Kurve  existieren,  für  welche 

ist.  Wenn  nun  A'  nicht  null  ist,  so  sind  k\  und  k\  von 
gleichem  Zeichen;  folglich  liegen  die  Radien,  die  diese  Punkte 
mit  M  verbinden,  auf  der  nämlichen  Seite  der  Tangente,  und 
bilden  mit  der  einen  Richtung  derselben  unendlich  kleine 
Winkel.   Der  Punkt  M  ist  also  ein  BückJcehrpunkt  zweiter  Art 

Diese  Schlussfolgerung  gilt  nicht  in  dem  Falle,  dass 
A'«0  ist;  der  Rückkehrpunkt  wird  dann  von  der  ersten  Art; 
sie  kann  auch  unrichtig  werden,  wenn  A'  eine  Wurzel  der 
Gleichung  16)  ist.  Doch  ist  leicht  zu  sehen,  dass  der  Punkt 
M  immer  ein  Doppelpunkt  höherer  Art  oder  ein  isolierter 
Punkt  ist,  wenn  er  nicht  Rückkehrpunkt  ist. 

186.  Es  würde  noch  der  Fall  zu  untersuchen  sein,  wo 
<lie  drei  partiellen  Ableitungen  zweiter  Ordnung  der  Funktion 
f{x^  y)  gleichzeitig  für  die  Koordinaten  Xq,  y^  des  Punktes  M 
verschwinden;  jedoch  beschränke  ich  mich  hier  auf  die  Angabe 
des  wesentlichsten  Resultates. 

Wenn  die  Werte  x^^  y^  alle   partiellen  Ableitungen    der 

Funktion  f  bis  einschliesslich  derer  der  n  —  !*•**  Ordnung  zum 

Yerschwinden  bringen,  so  erhält  die  Bedingung,  dass  oc^+h, 

y^+Tc  Koordinaten    eines    Kurvenpunktes   werden,   nach   den 

Bezeichnungen  von  §  183  die  Form: 

p 

0  {w)  sin {%v  —  «i)  sin  {w  —  a^,.,  sin {w  —  «<)  H ^^  -=  0. 


wird  mit  q  zugleich  null,   und  a^,  «,...«,•  bezeichnen 


reelle  Winkelgrössen  zwischen  0  und  2jr,  deren  Anzahl  i  ent- 
weder gleich  n  ist,  oder  von  n  um  eine  gerade  Zahl  unter- 
schieden. Endlich  ist  <t>  {w)  eine  Konstante,  falls  i  »  n  ist, 
andernfalls  eine  Funktion  von  w,  welche  aber  für  keinen 
reellen  Wert  von  w  null  wird.  Hieraus  erkennt  man,  dass 
wenn  «i,  or,  . . .  a,-  ungleiche  Winkel  sind,  der  Punkt  M  für  die 
Kurve  ein  vielfacher  Punkt  von  der  Ordnung  i  wird,  d.  h.  dass 
sich  i  Zweige  der  Kurve  in  diesem  Punkte  schneiden.  Mithin 
besteht  für  einen  n-fachen  Punkt  mit  n  reellen  Zweigen  die 
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notwendige  aber  nioht  hinreichende  Bedingung,  dass  die  par- 
tiellen Ableitungen  von  niederer  als  der  n*®*^  Ordnung  sämtlich 
für  die  Koordinaten  dieses  Punktes  null  sind. 

Dabei  bilden  die  Richtungskoeffizienten  der  Tangenten^ 
die  zu  den  Zweigen  der  Kurve  im  Punkte  M  gehören,  den 
reellen  Teil  der  Wurzeln  t  der  Gleichung 

/m^n     /      8Y     N      n(n-l)      /      8Y     N 

Unterdrückt  man  den  Index  0,  und  schreibt  man  -^  an 

'  dx 

Stelle  von  t^  so  ist  die  vorstehende  Gleichung  mit  derjenigen 
identisch,  welche  man  durch  n- malige  Differentiation  aus  der 

gewinnt,  da  bei  dieser,  infolge  unserer  Annahmen,  alle  Ab- 
leitungen -^-j^'  -T-y  •  •  •  von  höherer  als  der  ersten  Ordnung 
herausfallen. 

Dies  ist  nun  die  Gleichung,  welche  jeden  der  Werte  -^ 
bestimmt.   Um  den  entsprechenden  Wert  von  -r-^  zu  erhalten,^ 

CLX 

muss  man  die  obige  Gleichung  noch  einmal  differentiieren  u.  s.  w» 
Diese  Bemerkung  dient  zur  Vervollständigung  der  allgemeinen 
Regel,  die  wir  zur  Differentiation  impliciter  Funktionen  ge- 
geben haben. 

Das  Differential  der  Fläche  einer  gegebenen  Kurve. 

187.  (Fig.  24.)  Wir  betrachten  eine  ebene  Kurve  bezogen 
auf  zwei  Koordinatenaxen,  die  den  Win- 
kel 6  bilden;  mit  u  bezeichnen  wir  die 
Grösse  der  Fläche  CAPM^  welche  zwi- 
schen einem  Bogen  CM,  der  Axe  x  und 
den  Ordinaten  GA^  MP  der  Endpunkte 
des  Bogens  CM  liegt.  Wird  die  An- 
fangsordinate CA  als  fest  gewählt,  und  die  Ordinate  MP  «=  y, 
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welche  der  Abscisse  OT  ^  x  entspricht,  variabel  gelassen, 
so  ist  die  Grösse  w  der  Fläche  eine  Funktion  von  x.  Es  soll 
(las  Differential  dieser  Funktion  gefunden  werden. 

Die  Grösse  einer  ebenen  Fläche,  welche  ganz  oder  teilweise 
von  einer  krummen  Linie  begrenzt  ist,  ist  zu  definieren  und  zwar 
als  die  Grenze,  welchem  sich  die  Fläche  eines  beliebigen  der  Kurve 
eingeschriebenen  Polygon  es  nähert,  wenn  die  Anzahl  der  Ecken 
derart  beliebig  vermehrt  wird,  dass  die  Entfernung  je  zweier  auf- 
einander folgender  Ecken  nach  null  konvergiert.  Wir  wollen  nun 
beweisen,  dass  sich  bei  jeder  stetigen,  eindeutig  auf  die  Abscissen- 
axe  bezogenen  Begrenzungskurve  eine  Flächenzahl  auf  diese  Weise 
ergiebt,  die  ganz  unabhängig  ist  von  der  Art  des  Polygones, 
welches  der  Kurve  eingeschrieben  wird,  sowie  auch  von  der  Art 
und  Weise,  wie  die  Anzahl  der  Polygonecken  vermehrt  wird.  Es 
genügt  eine  viereckige  Fläche  wie  CMFA  zu  betrachten,  weil 
eine  von  allen  Seiten  krummlinig  begrenzte  Fläche  in  solche 
Streifen  sich  zerlegen  lässt. 

Wir  schicken  folgenden  Hilfssatz  voraus:  Bei  einer  im  Inter- 
valle von  a  bis  h  stetigen  Funktion  f{;x)  lässt  sich  bekanntlich 
an  jeder  Stelle  x  ein  Intervall  von  der  Länge  ±  Ä  ausfindig 
machen,  so  dass  die  im  Innern  oder  an  den  Grenzen  dieses  Inter- 
valles  befindlichen  Funktionswerte  f{x  ±  0ä)  (O  <  0  <  1)  von  f{x) 
um  weniger   differieren,  als  eine  beliebig  kleine  vorgegebene  Zahl 

(§  12).     Heisst  diese  Zahl  — ->  so   differieren  also  die  im  Innern 

oder  an  den  Grenzen  liegenden  Funktionswerte  auch  unter  ein- 
ander um  weniger  als  d;  der  Wert  h  aber  kann  dabei  noch  bei 
den  verschiedenen  Werten  von  x  verschieden  sein.  Es  ist  nun 
wichtig,  dass  sich  der  Satz  auch  so  aussprechen  lässt: 

Zu  jeder   beliebig   kleinen  Zahl  ö   lässt  sich   eine   Länge  h 
crmiiteln,  so  dass   bei  allen  Werten  von  x  in»  Intervalle  von  a 
bis  b  die  Unterschiede  der  in  das  Intervall  x  — -  h  oder  x  +  h  fallen-    * 
den  Fuhktionsiverte  gleich  oder  Meiner  werden  als  d. 

Dabei  ist  nur  erforderlich,  dass  f(x)  eine  tiberall  stetige 
Funktion  im  Intervalle  von'  a  bis  b  ist  (a  >  6) ;  an  der  Anfangs- 
stelle a  kommt  dann  natürlich  nur  das  Intervall  a  -{-  h,  an  der 
Endstelle  b  das  Intervall  6  —  ä  in  Betracht. 

Man  ermittele  zunächst  an  der  Stelle  a  ein  möglichst  grosses 
Intervall  von  a  bis  a  +  7?^  «=  a-^,  in  welchem  die  Funktionswerte 
die  Ungleichung  befriedigen: 

abs[/'(aH-0ÄO-/*(a)]<|, 
sodann  an  der  Stelle  x^  ein  Intervall  von  der  Länge  h^,  so  das» 
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^  setzt  man  nun  diesen  Prozess  weiter  fort,  indem  man  an  der 
Stelle  OTj  +  ^2  «*  iTg  das  Intervall  Äj,  au  der  Stelle  ä",  +  '*8  "*  ^ 
das  Intervall  7«4  u.  s.  w.  bestimmt,  so  ist  zunächst  zweierlei  denk- 
bar; der  eine  Fall  ist  der,  dass  man  durch  eine  endliche  Zahl 
von  Prozessen  zu  einem  vorletzten  Punkte  a;„_2  +  Än—i  «-o;«— i 
und  von  diesem  zu  dem  Endpunkte  x  «=  x»— i  +  Ä»  gelangt.  Alsdann 
hat  man  eine  endliche  Anzahl  von  Werten  h^  nämlich  /»i,  /^  .. .,  /t»» 
und  wenn  man  den  kleinsten  unter  diesen  Werten  mit  h  bezeichnet, 
80  genügt  diese  Intervallgrenze  allenthalben  der  gestellten  Forde- 
rung. Denn  konstruiert  man  von  einem  Punkte  x  das  Intervall  x  +  Ä, 
so  liegt  dasselbe  entweder  ganz  innerhalb  eilies  der  zuerst  kon- 
struierten Intervalle,  und  dann  unterscheiden  sich  auch  die  zu 
diesem  Intervalle  gehörigen  Funktionswerte  unter  einander  höchstens 
2^ 

3 

bis  x^    sich    befindet,    so    befindet    sich    ein    anderer  x  -{-  d^h  im 
Intervalle  von  Xu  bis  ä;«4-i. 
Es  ist  aber 


um  -^9  oder  wenn    ein    Punkt   x  +  uh    im    Intervalle  von  x^t^i 


folglich  auch 


^hs[f{x  +  e,h)^f(x,,)]<j> 

abs  [f(x  +  e,h)  -  f(x  +  e^h)]  <  d. 


Dasselbe  gilt  auch,  wenn  h  negativ  gewählt  wird.  Es  ist  aber 
auch  noch  die  andere  Möglichkeit  zu  erwägen,  nämlich  die,  dass  die 
Grössen  h,  indem  sie  nach  0  konvergieren,  in  unbegrenzter  Anzahl 
vorhanden  sind,  und  dass  also  durch  die  Summe  a  +  Ä^  + /i, +^8  "1 — 
•  ein  mittlerer  Punkt  ä*^  oder  auch  der  Endpunkt  h  definiert  wird. 
Wenn  dieser  Fall  einträte,  so  liesse  sich,  weil  eben  die  Grössen/» 
nach  0  konvergieren,, kein  endlicher  von  0  verschiedener  Minimal- 
wert für  h  ausfindig  machen,  der  allenthalben  zur  Befriedigung 
der  geforderten  Ungleichung  ausreicht.  Durch  die  Bedingung  der 
Stetigkeit  ist  aber  dieser  Fall  ausgeschlossen.  Denn  angenommen, 
die  Summe  a  +  Ä^  +  7?2  +  •  •  •  konvergiere  bei  unendlich  abnehmen- 
dem Werte  von  ä  nach  einem  Punkte  a?«,  so  liesse  sich  von  diesem 
Punkte  aus  eine  endliche  Strecke  k  angeben,  so  dass  die  in  das 
Intervall  von  x^   bis  Xf^  —  k  fallenden  Funktionswerte  unter  ein- 

ander,   sowie   von  dem  Werte  f(xu)  höchstens  um  —  differieren, 

ö 

denn  die  Stetigkeitsbedingung  ist  an  der  Stelle  Xu  erfüllt.    Da  die 
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Summe  a  +  ^i  +  ^  +  ^8  "t"*-  ^^^  Wert  Xf^  zur  Grenze  hat,  bo  liesse 
sich  jedenfalls  eine  Stelle  n  ermitteln ,  so  dass  a  +  ^i  +  ^H — ^»—l 
ein  Wert  ist,  der  in  dem  Intervalle  von  x  —  k  bis  x^i  sich 
befindet.  An  dieser  Stelle  £  gentigt  nun  jedenfalls  die  endliche 
Lftnge  Xfi  —  Ji^  um  die  geforderte  Ungleichung  zu  erfüllen ,  und  die 
Annahme,  dass 

wird,  wenn  e  grösser  als  ^n+u  ^^  kleiner  als  a;^  —  £  ist,  ge- 
wählt wird,  widerspricht  also  der  Stetigkeitsbedingung. 

Damit  ist  der  behauptete  Satz  bewiesen,  den  man  auch  in 
der  kurzen  Form  ausspricht:  Jede  innerhalb  einer  Intervalles 
stetige  Funktion  einer  Yariabelen  ist  zugleich  in  diesem  Intervalle 
gleickmässig  stetig. 

Um  nun  die  Existenz  einer  bestimmten  FlKchenzahl  für  CMPA 
und  die  Unabhängigkeit  derselben  von  der  Art  der  eingeschriebenen 
Polygone  zu  erkennen,  kann  man  folgendermassen  verfahren.  Man 
teile  die  Abscisse  AP  in  Teilstrecken,  deren  Grösse  gleich  oder 
kleiner  ist  als  h,  wobei  h  so  gewählt  ist,  dass  die  zu  solch  einem 
Intervalle  gehörigen  Funktionswerte  höchstens  um  die  Grösse  i 
variieren.  Die  Anzahl  dieser  Teilstrecken  sei  gleich  n,  ihre  End- 
punkte seien  durch  a^x^^x^^  ,.<»  Xn—iyh  bezeichnet.  Sind  dann 
G^jG^.,,Gn  die  grössten  Werte  der  Funktion  f(x),  welche  im 
Innern  oder  an  den  Grenzen  der  einzelnen  Intervalle  vorkommen, 
und  ^ii^s  •  .•^11  die  kleinsten  —  wir  können  dabei  annehmen,  dass 
*  die  Funktionswerte  im  Intervalle  von  Ä  bis  P  durchaus  positiv 
sind  — ,  so  wird  der  Fl&cheninhalt  eines  der  Kurve  eingeschriebenen 
PoljgoneiT,  dessen  Ecken  die  Abscissen  a^  x^y  x^  ...Xn^i^h  haben,, 
kleiner  sein  als 

siae[a^{x^-a)-¥G^{x^--x^)+^-^Gn^iixn^i''Xn--i)  +  Gn(h'Xn^i)] 
und  grösser  als 

8ine[5fi(irj- a) +5'2(^2- ^i) +—5'n-i(^n-i- ^»-2) +^»(&-irn-i)]. 

Der  Unterschied  dieser  beiden  Grenzen  ist  aber  gleich 

Bme[(G^-g,){x,-a)  +  (G^-g^){x^-x,)+.'>(Gn-gn)(h-Xn-i)] 

und  da  sämtliche  Differenzen  G  —  g  kleiner  sind  als  die  anflSng- 
lich  fixierte  beliebig  kleine  Grösse  d,  so  ist  der  Unterschied  dieser 
beiden  Grenzen  kleiner  als 

J(l>—a)  sinö. 

Konstruiert  man  Polygone  mit  immer  grösserer  Eckenzahl, 
indem  man  zwischen  die  eben  betrachteten  n  Ecken  noch  andere 
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einschaltet y  so  liegen  alle  diese  Polygone  innerhalb  der  beiden 
angegebenen  Grenzen,  und  da  die  Zahl  i  beliebig  klein  wird, 
wenn  h  entsprechend  klein  gewählt  wird,  so  folgt,  dass  sich  für 
jedes  Polygon  eine  bestimmte  Grenze  der  Flachenzahl  ergiebt, 
wenn  man  zwischen  zwei  Eckpunkte  immer  wieder  neue  Eckpunkte 
einschaltet,  so  dass  je  zwei  aufeinander  folgende  Ecken  beliebig- 
nahe  aneinander  rücken. 

Diese  Grenze  ist  auch  für  alle  Polygone  die  nämliche.  Denn 
hat  man  zwei  verschiedene  Polygone  konstruiert,  von  denen  jedes 
bereits  so  geartet  ist,  dass  die  Abscissen  zweier  aufeinanderfolgen- 
der Ecken  höchstens  um  die  Länge  h  differieren,  so  unterscheidet 
sich  die  Fläche  eines  jeden  derselben  von  seinem  Grenzwerte  um 
d(h  —  a)  siad.  Es  soll  bewiesen  werden,  dass  auch  die  beiden 
Polygone  von   einander  höchstens  um  26(b  —  a)  sin  6  differieren» 

Bestimmt  man  auf  der  Kurve  CM  sowohl  die  Ecken  des 
Polygones  P^,  als  auch  die  des  Polygones  P^,  die  auch  teilweise 
zusammenfallen  können,  und  verbindet  man  nun  die  aufeinander 
folgenden  Eckpunkte,  so  entsteht  ein  Polygon  P,,  und  es  kann 
nun  der  Unterschied  zwiRchen  P,  und  P^ ,  wid  ebenso  zwischen 
Pj  und  Pg  nicht  grösser  sein  als  d(b  —  a)  sin  0.  Denn  die  Eck- 
punkte von  Pjj  iallen  teils  auf  die  Eckpunkte  von  P^,  teils  inner- 
halb derselben;  und  ebenso  liegt  P,  auch  zu  P^.  Es  ist  demnach 
auch  der  unterschied  zwischen  i\  und  P^  nicht  grösser  als 
2J(&  — a)  sinö,  oder  in  Worten:  Die  Unterschiede  aller,  der  Kurve 
eingeschriebenen  Polygonflächen  werden  beliebig  klein,  sobald  die 
Differenz  der  Abscissen  je  zweier  aufeinander  folgender  Ecken  in 
jedem  Polygone  unterhalb  einer  bestimmten  Grösse  liegt. 

Damit  ist  die  Existenz  einer  Flächenzahl  u  vollständig  be- 
wiesen. 

Die  Grosse  u  ist  eine  Funktion  der  Abscisse  OP'^  Xy 
wenn  der  Punkt  Ä  fest  gewählt  ist.  Es  sei  M^P*  —  y  +  Ay 
die  Ordinate,  welche  der  Abscisse  OP'«  rc-fArr  entspricht. 
(Fig.  24,  S.  270.)  Es  sei  G  der  grosste  Wert,  den  die  Funk- 
tion fix)  im  Intervalle  von  x  bis  x  H-  Ax  annimmt,  und  g  der 
kleinste.  Der  Zuwachs  Am  «  MM^P^P  der  Fläche  m  ist  dann 
kleiner  als  G  Ax  sin  6,  und  grosser  als  g  Ax  sin  6.   Man  bat  also 

^  Aa;  sin  6  <  Am  <  G^  Aa;  sin  d, 
oder  . 

ö  sin  6  <  -r —  <  G  sin  0. 
^x 

Bezeichnet  man  also  einen  zwischen  g  und  G  gelegenen 
mittleren  Wert  der  Funktion  f{x)  mit 
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so  ist 

-j—  —  f{x  +  i^x) .  sin  6. 

Geht  man  zur  Grenze  über  für  Are  —  0,  so  wird 

-n—  —  /*(^)  sin  6     oder    du  «  f{ic)  da;  sin  0  —  y  dx  sin  6. 

Bei  rechtwinkligen  Koordinaten  reduziert  sich  diese  Gleichung 

auf  ,  , 

du  ^ydx. 

188.  Teilen  wir  die  Abscisse  ^P  in  n  gleiche  oder  un- 
gleiche Teile,  welche  sämtlich  unendlich  klein  werden,  wenn  n 
unendlich  gross  wird,  und  nennen  wir  a^Xi^x^...Xn—iyh  die 
Teilpunkte,  yQ^yi-^^Vn  die  entsprechenden  Ordinaten,  wobei 
yo  —  fip)  —  ^C,  y»  —  f(p)  —  MF  ist,  so  ist 

ii-sineiim[(a-iFi)/'{a+^i(a:i~a)}  +  (a:i-a;i)/'{a:i+^g(ir2-aJi)} 

+  .••(6  -  Xn^x)f[Xn-l+^nQ>  "  ^»-l))]. 

Nach  dem  Prinzipe  von  §  10  kann  man  dafür  auch  setzen: 
ti  =  sin0  lim[(a  -  iCi) /•(«)  + (xj- a?i) /"(a;,) +  ...  (6  -  ici) /"(a^«!)], 

M-sinö  lim[(a  -  x^  yo+  (^2-^1)  yi  +  ---(6  -  Xn^i)  y»-i] 
—  sin  0  lim  Z(a;,-  —  rc; ^1)  y,«i. 

Denn  die  Grössen 

/•(o),    f{x,)...f(x,_r) 
unterscheiden  sich  von 

bezüglich  um  Werte 

die  alle  kleiner  werden  als  eine  beliebig  kleine  Zahl  d,  wenn 
die  Teilintervalle  iCi  —  a^,  a:,  —  a^i . . .  6  —  a;»— 1  sämtlich  kleiner 
sind  als  eine  bestimmte  Zahl  h. 

Wie  schon  im  §  10  bemerkt  wurde ,  gilt  dieses  Resultat 
auch  dann,  wenn  y  beim  Übergange  vom  Punkte  C  nach  M 
sein  Zeichen  wechselt,  wenn  man  dabei  die  Flächenteile, 
die  unterhalb  der  Abscissenaxe  liegen,  als  negativ  betrachtet. 

18» 
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MM'^YMP+M'P^yAx^+Ay^^Ax'l/l'^ 


Das  Differential  der  Bogenlänge  einer  ebenen  Karre. 

189.   Es   sei   CD  der  Bogen    einer   ebenen   Kurve,    die 
Fig.  S5.  wir    auf    zwei    rechtwinklige    Eoordi- 

natenaxen  Ox  und  Oy  bezogen  haben. 
Schreibt  man  dem  Bogen  CD  eine  ge- 
brochene Linie  CJEFMM'D  ein,  welche 
aus  n  Geraden  besteht,  und  bezeichnet 
man  mit  P  die  Länge  dieses  Polygones, 
mit  X,  y  die  Koordinaten  eines  Eck- 
punktes M  und  mit  x  +  Ax^  y  +  Ay  die  Koordinaten  des 
folgenden  Eckpunktes  M'^  so  ist 

Wir  nehmen  an,  dass  die  Kurve  an  jeder  Stelle  eine  be- 
stimmte Tangente  besitzt  und  dass  die  Tangentenrichtung  sich 

stetig  ändert;  dies  besagt,  dass  lim  -^  ^  '^  "^  f\^  ™  Inter- 

t^X         uX 

valle  von  A  bis  B  allenthalben  einen  bestimmten  endlichen 
Wert  besitzt,  und  dass  f'(x)  eine  stetige  Funktion  ist.  Es 
ist  dann  . 

^^f{x  +  »Ax),  (0<*<1), 

also 

MM' »  Ax  Vl  +  f'\x  +  »Ax). 

Man  kann  nun  setzen 

fXx  +  ^Ax)^fXx)  +  €, 

wobei  s  eine  Grösse  bezeichnet^  welche  mit  Ax  gleichmässig 
nach  0  konvergiert^  d.  h.  bei  allen  Werten  von  x  innerhalb 
des  gegebenen  Intervalles  kleiner  wird  als  eine  beliebig  fixierte 
Grösse  d,  wenn  Ax  unterhalb  einer  bestimmten  Grenze  ge- 
wählt wird.     Aus  der  Gleichung 

MM'  -  Ax  yT~+rf\x)  +  £]* 
folgt 

MM'^Ax[yi+fXxy+e,], 

wobei  €i  ebenfalls  eine  Grösse  ist,  die  gleichmässig;  d.  h.  un- 
abhängig von  Xj  mit  Ax  nach  0  konvergiert^  wie  man  aus 
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der  Entwickelung  des  ersten  Binomes  ohne  Schwierigkeit  be- 
weist. Diese  Formel  bezieht  sich  auf  jede  Seite  des  Polygones, 
wenn  man  für  x  und  y  die  Koordinaten  der  aufeinander 
folgenden  Ecken  wählt.  Bildet  man  also  die  Summe  aller 
Seiten  wie  MM\  so  ist  die  Länge  des  Polygones: 

1)  P»  I  yi+{^^dx  +  l6  AiT. 

Läset  man  nun  die  Zahl  n  der  Seiten  unbegrenzt  wachsen 
und  die  Länge  jeder  Seite  nach  0  konvergieren,  so  wird,  da 
ZAa;  einen  endlichen  konstanten  Wert  behält,  der  gleich  der 
Abscissenlänge  AB  des  Bogens  CD  ist: 

2)  TBLx<d'ÄB 

die  Orenze  null  annehmen.     Andererseits  bekommt 


V^^O'^" 


weil  l/l  +\-^)  eine  stetige  Funktion  von  x  ist,  einen  be- 
stimmten Grenzwert,  wie  in  dem  vorigen  Paragraphen  bewiesen 
wurde.  Denn  macht  man  x  zur  unabhängigen  Yariabelen,  und 
konstruiert  die  Kurve,  deren  Ordinate  Y  als  Funktion  von  x 
durch  die  Gleichung 

bestimmt  ist,  so  ist,  wenn  GH  das  Stück  dieser  Kurve  zwi- 
schen den  Ordinaten  CA  und  DjB  ist: 


3)  limi:rAa;-.limll/l-f.(^yAa;-S 

die  Flächenzahl  GABH  für   diese  Kurve   innerhalb  der  Ab- 
scissen  OA  und  OB.    Die  Gleichung  1)  ergiebt  also: 

4)  limP^Ä 
Mithin  ist  bewiesen: 

Die  Länge  eines  Polygones,  welches  dem  Bogen  einer  Aenen 
Kurve  eingeschrieben  ist,  konvergiert,  wenn  diese  Kurve  fwr 
das  betrachtete  Stück  stetig  verläuft  und  auch  überaU  eine  be- 
stimmte sich  stetig  ändernde   Tangentenrichtung  besitzt^  nach 
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einer  bestimmten  Grenze,  wenn  aüe  Seiten  des  Polygones  naek 
null  kanverffieren.  Diese  Grenze  ist  ganz  unabhängig  von  der 
Wahl  des  betrachteten  Polygones  und  von  dem  Gesetz,  nach 
welchem  die  Seiten  desselben  abnehmen;  sie  heisst  die  Länge 
des  Bogens  CD. 

Bezeichnen  wir  nun  mit  s  die  Länge  des  Bogens  GM, 
wobei  wir  den  Anfangspunkt  C  fixieren,  während  der  End- 
punkt M,  welcher  zur  Abscisse  x  gehört^  variabel  ist,  so  wird 
s  eine  Funktion  von  x  sein.  Das*  Differential  dieser  Funktion 
ist  leicht  zu  bestimmen.  Denn  nach  dem  soeben  Bemerkten 
ist  der  Bogen  s  gleich  der  Fläche  GÄPN^  welche  zwischen 
der  Kurve  GH  der  x-Axe  und  den  Ordinaten  des  Punktes  C 
und  M  enthalten  ist   Diese  Fläche  hat  das  Differential  (§  187) 


also  ist 


Ydx    oder  ]/^+{^^^^y 
ds  « l/l  +  (^)'  oder  ds  «  Ydx^+dy'. 


190.    Diese  Formel  liefert  den  Beweis  des  Satzes: 
Das  Verhältnis  eines  Bogens  zu  seiner  Sehne  hat,  uwnn 
der  Bogen  unendlich  klein  unrd,  die  Grenze  eins. 

Denn  ist  der  Bogeuvü/Jf'  gleich  As  und  die  Länge  der 
zugehörigen  Sehne  MM'  gleich  c,  so  ist 

As 
As  As  Ax 


/^«.+Ä7.    j/,~(|,y 


and  geht  man  zur  Grenze  Über,  so  wird 

..     As  dx ds  . 

"°       '  '  "  Vdx*  +  dy*  " 


V'^m 


Diese  Eigenschaft  kann  zur  Bestimmung  des  Bogendiffe- 
rentiales  verwertet  werden,  wenn  statt  der  rechtwinkligen 
Koordinaten  andere  Yariabele  gewählt  sind.  Suchen  wir  z.  B. 
das  Differential  des  Bogens,  wenn  die  Kurve  auf  schiefwink- 
lige Koordinaten  mit  dem  Winkel  0  bezogen  ist.   Erteilt  man 
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X  den  Zuwachs  A2;,  und  sind   Ay,  As  die  entsprechenden 
Inkremente  von  y  uud  s^   so  hat  die  Sehne  des  Bogens  As 

den  Wert 

c  -  1/Äa;«  +  2  Aa;  Ay  cos  6  +  Ly\ 

Weil  nun  das  Verhältnis  von  c  zu  As  die  Grenze  eins 
hat,  so  kann  man  c  statt  As  substituieren  (§  8),  wenn  es  sich 

As 
um  die  Grenze  des  Verhältnisses  -r—  handelt.     Man  hat  also 


oder 
und 


ds_ 
dx 


ds  «  ydx^+2dxdyQosQ  +  dy^. 

191  •  Die  Bogenlänge  Sy  gerechnet  von  einem  willkürlichen 
aber  festen  Anfangspunkt,  ist  eine  der  Variabelen,  welche  man 
bei  der  UntersuchuDg  der  Kurven  einzuführen  hat.  Die  Gleichung 


ds^ydx'+df, 

welche  sich  auf  den  Fall  rechtjvinkliger  Koordinaten  bezieht, 
lässt  das  Vorzeichen  von  ds  unbestimmt.  Dieses  Zeichen  ist 
als  positiv  oder  negativ  zu  nehmen,  je  nachdem  der  Bogen  s 
wächst  oder  abnimmt,  wenn  die  unabhängige  Variabele  wach- 
send sich  ändert. 

Die  Benutzung  des  Differentiales  ds  liefert  einfache  Aus- 
drücke für  den  Kosinus  oder  Sinus  des  Winkels  a,  den  die 
Tangente  der  Kurve  mit  der  a;-Axe  bildet.  Dabei  ist  es  jedoch 
wichtig,  den  Winkel,  um  welchen  es  sich  handelt,  prilcise  zu 
definieren.  Wir  denken,  uns  im  Punkte  M  der  Kurve  die 
Tangente  konstruiert  und  verlegen  die  x-Ajlq  und  die  y-Axe 
vermittelst  Parallelverschiebung  in  diesen  Punkt.  Wird  nun 
in  demselben  eine  Gerade  gedacht,  die  zunächst  mit  der  po- 
sitiven Seite  ^er  Abscissenaxe  zusammenfällt^  und  alsdanp 
nach  der  positiven  Ordinatenaxe  hin  bewegt  wird,  sowie  in 
dem  nämlichen  Sinne  weiter,  und  ist  a  der  Winkel  zwischen 
0  und  360®,  welcher  auf  diese  Weise  beschrieben  wird,  bis 
die  bewegliche  Gerade  mit  der  einen  oder  anderen  der  beiden 
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zur  Tangente  gehörigen  Richtungen  zusammenfällt,  so  ist  klar, 
dass  diese  Richtung  vollkommen  bestimmt  ist,  wenn  der 
Winkel  a  bekannt  ist.  Die  Richtung  a  ist  aber  fixiert  durch 
die  Gleiehung  , 

Ist  dieser  Quotient  positiv  ,•  so  ist  a  ein  Winkel  im  ersten 
oder  dritten  Quadranten^  ist  derselbe  negativ,  im  zweiten 
oder  vierten.    Aus  dieser  Formel  folgt: 

dy        ^  dy 
Ydx^+dy^^  ds' 
dx  dx 


sma  — 


cosa  — 


ydx^+dy^      ds 


Da  nun  das  Vorzeichen  von  ydx^  +  dy^  oder  ds  zwei- 
deutig ist,  so  geben  diese  Gleichungen ,  sowohl  die  eine  wie 
die  andere  Richtung  nach  der  Tangente  a,  je  nachdem  man 
das  Zeichen  +  oder  —  wählt. 

Will  man  dasselbe  genauer  fixieren,  so  erhält  man  folgen- 
des: Wird  dx  stets  als  positiv  betrachtet^  d.  h.  die  Tangente 
stets  im  Sinne  wachsender  Abscissen  konstruiert,  so  ist  erstens^ 
wenn  dy  positiv  ist,  gemäss  den  Formeln 

dy  dx 

1)  sin««— +  -3^j     cosa«  +  -5-j 
^               •  ds  ds 

a  ein  Winkel  im  ersten  Quadranten ,  und  gemäss  den  Formeln 

r»\  >  dy  dx         * 

2)  sm  «  «=  —  -~;      cos  a  —  —  "V" » 

a  ein  Winkel  im  dritten  Quadranten;  0weUens,  wenn  dy  ne- 
gativ ist,  gemäss  den  Formeln  1)  ein  Winkel  im  vierten,  und' 
gemäss  den- Formeln  2)  ein  Winkel  im  zweiten  Quadranten» 


Der  Radius  und  der  Mittelpunkt  der  Krümmung 
in  einem  Punkte  einer  ebenen  Kurve. 

192.  Als  absolute  Krümmung  des  Bogens  AM  einer 
ebenen  Kurve,  die  keine  Wendepunkte  besitzt,  bezeichnet  man 
den   Winkel   SJTy  welchen   die   beiden  Tangenten  AS  und 
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MTy  die  zu  den  Endpunkten  des  Bogens  gehören,  mit  einander 
bilden.  Dieser  Winkel  ist  dabei  derjenige,  welcher  durch  eine 
bewegliche  Gerade  erzeugt  wird^  die  durch  einen  festen  Punkt 
geht,  und  deren  aufeinander  folgende  Lagen  den  Tangenten 
parallel  werden ,  die  durch  die  verschiedenen  konsecutiven 
Punkte  von  AM.  gehen. 

Wird  der  Endpunkt  A  des  Bogens  AM^s  festgehalten 
und  das  andere  Ende  M  variiert,  so  ist 
auch  die  Krümmung  6  variabel,  und 
wächst  mit  5,  solange  dieser  Bogen  keine 
Wendungen  macht.  Das  Differential  d6 
der  Krümmung  des  Bogens  AM  heisst  der 
Kimtingmewivikd  im  Punkte  Jf. 

Mittlere  oder  durchschnitUiche  Krümmung  des  Bogens  AM 

nennt  man  das  Verhältnis  —  der  absoluten  Krümmung  zur 
Bogenlänge. 

Endlich  heisst  Krümmungsmass  der  Kurve  in  einem  Punkte  My 
oder  auch  schlechtweg  Krümmung  der  Kurve  in  diesem  Punkte 
die  Grenze,  nach  welcher  die  mittlere  Krümmung  eines  Bogens 
konvergiert,  der  unendlich  klein  wird  und  seinen  einen  End- 
punkt in  M  hat.    Ist  also  a  die  Krümmung  des  Bogens  AMy 

SO  ist  die  Grenze  von  -^r— >  wenn  As  nach  0  konvergiert,  die 

Grosse,  welche  wir  die  Krümmung  der  Kurve  im  Punkte  M 
zu  nennen  haben.  Welches  daher  auch  die  als  unabhängig 
betrachtete  Variabele  sein  mag,  die  Grenze,  um  die  es  sich 

handelf,  ist  gleich  -^;  die  Krümmung  einer  Kurve  in  einem 

Punkte  ist  also  das  Verhältnis  des  Kontingent- 
fcinkels  mm  Bogendifferentiak. 

In  einem  Kreise  ist  die  Krümmung  eines 
Bogens  gleich  dem  Centriwinkel,  der  zum 
Bogen  gehört,  und  die  mittlere  Krümmung 
oder  das  Verhältnis  des  Centriwinkels  zum 
Bogen  ist  folglich  gleich  dem  reciproken 
Werte  des  Radius.  Dies  Resultat  gilt  für  jeden 
Bogeil,   und   daher   auch   fUr   den  Bogen,   welcher 


endlichen 
unendlich 
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](lein  wird.  Also  ist  die  Krümmung  in  den  verschiedenen 
Punkten  eines  Kreises  konstant  und  gleich  dem  reciproken 
Werte  des  Radius. 

193.  Der  Krümmungsradius.  Krümmungsradius  m  einem 
Punkte  der  Kurve  heisst  der  Radius  des  Kreises^  dessen 
Krümmung  gleich  ist  derjenigen,  welche  die  Kurve  in  dem 
betrachteten  Punkte  besitzt.  Bezeichnet  man  also  mit  R  die 
Grosse  derselben,  so  ist 

d6  1  ,         T5        ^5 

-j-^-^    oder    jK-»-3— • 
ds       R  dö 

Die  Werte  des  Kontingenzwinkels  und  des  Krümmungs- 
radius lassen  sich  leicht  als  Funktionen  der  rechtwinkligen 
Koordinaten  ausdrücken.  Sind  a  und  «^  die  Winkel,  welche 
die  Richtungen  AS  und  MT  der  Tangenten  mit  der  positiven 
Abscissenaxe  bilden,  so  ist 

±  tf  =*  a  —  «Q     oder     ±  d<y  —  da. 

Es  ist  aber 

dy 

und  hieraus  folgt  durch  Differentiation: 

da         dxd^y  -^dyd^x 

cos*«  dx^ 

oder: 

') .     *''-^'-'-^'^^' 

andererseits  ist 

±ds^  Ydx^+dy^ 
Man  erhält  also: 

2)  n (dx'+df)^    , 

dxd^y  —  dyd^x 

Wir  können  es  unterlassen,  das  Zeichen  ±  vor  der  rechten 
Seite  der  Gleichung  zu  schreiben,  weil  das  Zeichen  des  Aus- 
druck  es  (da;*  +  dy*)»  an  sich  schon  unbestimmt  ist;  dieses 
Zeichen  pflegt  man  so  zu  wählen,  dass  der  Wert  des  Radius 
jB  positiv  wird. 
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In  den  Gleichangen  l)  und  2)  ist  die  unabhängige  Varia- 
bele  nicht  uäher  bestimmt;  wenn  man  aber  x  dazu  wählt, 
ao  wird 


3) 


Aind 


4) 


B' 


dx 


d^ 
dx^ 


oder 


194.  Es  ist  leicht  zu  beweisen,  dass  der  Ereis  die  einzige 
IS  tetige  Kurve  mit  konstantem  Krümmungsradius  ist.  Denn  für 
solch  eine  Kurve  hat  man 

ds^aduy 

wobei  a  eine  Konstante  ist.   Folglich  ergeben  die  Gleichungen 
dx  «  ds  cos  a,  dy  =  ds  sin  a, 

dx  =  ada  cos  a,         dy  »=  ada  sin  a, 

dx  ^  —  d(a  sin  «),     dy  ^  d{a  cos  a). 

Bezeichnet  man  also  mit  x^  un(l  y^  zwei  Konstante,  so  . 
hat  mau  nach  dem  zweiten  Satze  in  §  15 

a;  —  J-Q  =  —  a  sin a,    y  —  y^^  ci,  cos a, 

welches  die  Gleichung  eines  Kreises  mit  dem  Radius  a  ist 

195.  Der  Erümmnngsmittelpunkt.  Wird  die  Tangente 
MT  in  einem  Punkte  M  der  Kurve 
konstruiert,  und  der  Krümmungskreis 
derart  bestimmt,  dass  er  durch  den 
Punkt  M  hindurchgeht,  dabei  die  Tan- 
gente MT  berührt,  und  zwar  auf  der 
nämlichen  Seite  wie  die  Kurve,  so 
liegt  der  Mittelpunkt  C  dieses  Kreises 
auf  der  Normalen  des  Punktes  Jlf;  er  heisst  der  KrümmxingS" 
mittelpunkt  in  Bezug  auf  diesen  Punkt. 


oder 


0 


Fig.  S8. 
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LehrsatB.  Der  Krümmungsmittdpunkt  einer  Kurve  in  einenp 
gegäfenen  Punkt  ist  die  Grenze  des  Schnittes  der  durch  diesen  Punkt 
gelegten  Normalen  mit  einer  unendlich  benachbarten  Normalen. 

Es  seien  x^y  die  Koordinaten  yon  M  in  Bezug  auf  ein 
rechtwinkliges  System.     Die  Oleichung  der  Normalen  wird 

1)  (l-*)  +  (.j-y)g-0 

lind  wir  bezeichnen  sie  kurz  mit  V^  0.     Um  die  Gleichung 
der  Normalen  in  einem  anderen  Punkte  M^  {x  +  Arr,  y  +  Aj^) 

zu  erhalten,  muss  man  in   dieser  Gleichung  x^  y^  -^  durch 

du  du  "^ 

X  +  Are,  y  +  Ay ,  ~f"^  ^'Z'  ersetzen.  Die  so  gebildete  Gleich- 
ung stellen   wir  durch    F+AF— 0  dar.     Der  Schnittpunkt 
dieser  beiden  Normalen  ist  dann  gegeben  durch 
F=0,     F+AF-0, 


oder 

oder  endlieh 


F-0,    AF«0, 
F=0, 


AF 
Are 

Nehmen  wir  Qun  an,  dass  der  Punkt  M^  sich  unendlich 
dem  Punkte  M  nähert,  so  wird  der  Schnittpunkt  der  beiden 
Normalen  sich  ändern  und  nach  einer  bestimmten  Grenzlage 
konvergieren,  deren  Koordinaten  durch  die  beiden  Gleichungen: 

F-O,    ^-0 
'     dx 

bestimmt  sind.  Die  erste  derselben  ist  die  Gleichung  1),  die 
andere  ergiebt  sich  aus  ihr  durch  Differentiation,  indem  man 
S  und  1}  als  Konstanten  ansieht.   Man  erhält  auf  diese  Weise 

^)    ^^-['+(Ä)1+('-)S-''- 

Aus  den  Gleichungen  1)  und  2)  folgt,  wenn  man  die 
Koordinaten  des  Punktes  G  mit  rr^,  y^  bezeichnet: 

3)     ^_, -^ ,      y,-,-—^—. 

dx^  rfrc* 
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Verbindet  man  die  Gleichungen  3),  nachdem  man  sie  ins 
Quadrat  erhoben  hat,  so  erhält  man 

•A.  h.  die  Länge  MC  ist  gleich  dem  Krümmungsradius  R. 
Ferner  lehrt  die  zweite  der  Gleichungen  3)^  dass  ffi  —  y  das- 
eiet/ 
selbe  Zeichen  hat  wie  -j^]  ist  aber  Y  die  Ordinate  der  Tan- 
gente MT^  welche  zur  Abscisse  x  +  £ix  gehört,  so  hat  die 
Differenz  y  +  Ay  —  F  dasselbe  Zeichen  wie  -j-^  (§  166);  femer 
ist   leicht   ersichtlich,   dass   Pi—Y  dasselbe  Zeichen  hat  wie 

Vi ""  y 5  *l8^  ^^^^  Ä^c^  yi "~  ^  ^^^  y  +  ^y  "■  ^  ^^^  gleichem 
Zeiche;i,  d.h.  der  Punkt  C  Kegt  auf  der  nämlichen  Seite  der 
Tangente,  wie  die  zu  Jlf  unendlich  benachbarten  Euryenpunkte;^ 
also  ist  der  Punkt  C  der  Erümmungsmittelpunkt. 

196.  Wir  wollen  Richtung  der  Normalen  in  einem  Kurven- 
punkte M  die  Richtung  des  Krümmungsradius  nennen;  es  ist 
<]a8  diejenige,  in  der  sich  ein  beweglicher  Punkt  bewegen 
muss,  um  von  M  nach  C  zu  gelangen.  Sie  ist  bestimmt,  wenn 
man  den  Winkel  |  angiebt,  den  sie  mit  der  positiven  Ab- 
scissenaxe  bildet.  Der  Winkef^  kann  von  0  bis  360^  variieren, 
xmd  wir  denken  uns  denselben  wie  bei  dem  Winkel  a  (§  191) 
erzeugt,  indem  sich  eine  bewegliche  Gerade,  welche  anfangs 
mit  der  positiven  a;-Axe  zusammenfällt,  stets  in  dem  nämlichen 
Sinne  nach  der  positiven  Ordinatenaxe  hin  dreht.  Der  Winkel  a, 
welcher  in  den  Gleichungen  des  §  191  vorkommt,  ist  erst  be- 
stimmt, wenn  man  das  Zeichen  von  ds  fixiert  Diese  Un- 
bestimmtheit des  Zeichens  können  wir  benutzen,  indem  wir  a 
derart  wählen,  dass 

wird;  dann  entspricht  a  einer  bestimmten  Richtung  der  Tan- 
gente, und  die  Gleichungen 

dx  «  ds  cos  a  j    dy  —  ds  sin  a 
erfordern,  dass  der  Anfang  des  Bogens  s  entsprechend  gewählt  ist. 
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Die  Cosinus  der  Winkel,  welche  die  Richtung  des  Radius 
MC  -»  R  mit  den  positiven  Koordinatenaxen  bildet,  sind  also^ 
gleich  —  sina  und  +  cosa,  und  die  Gleichungen  3)  des  §  19& 
werden:         aj^  —  rr  «  —  JR  sin«,    yi  —  y^R  cos«. 
Das  Differential  da  hat  den  Wert  (§  193) 
d^ 

dx^ 


■^m. 


und  hieraus  folgt,  dass  die  linke  Seite  der   zweiten   Gleich- 

dx  ds 

ung  3)  in  §  195  auch  gleich  ist  -j—  oder  -j—  cos  a.  Es  ist  alsa 

y.  —  y^R  cos  a  «  ^r-  cos  a     oder     JR  —  ^p-  • 
^^      ^  da  da 

Folglich  ergiebt  sich  aus  unseren  Annahmen,  dass  ds 
\md  da  von  gleichem  Zeichen  sind  und  dass  da  gleich  ist 
dem  Eontingenzwinkel  dö. 

Die  Evolaten  und  EToIyenten  der  ebenen  Enryen. 

197.  Der  geometrische  Ort  der  Erümmungsmittelpunkte 
zu  den  verschiedenen  Punkten  einer  ebenen  Kurve  bildet  eine 
andere  Kurve,  welche  die  Evolute^  der  ersten  heisst.  Letztere 
ist  eine  Evolvente  in  Bezug  auf  den  Ort  der  Krümmungs- 
mittelpuukte. 

Die  Gleichungen  3)  des  §  195  bestimmen  die  Koordinaten 
des  Mittelpunktes  bei  rechtwinkligem  Koordinatensysteme, 
wenn  x  zar  unabhängigen  Yariabelen  gewählt  ist;  von  letzterer 

dx 
Annahme  werden  sie  befreit,  wenn  man  — ; —  au  Stelle  vott 

-=-,  schreibt.    Es  wird  dann: 

^      ^  idx*+dy*)dy 

^  dxd^y  —  dyd^x 

(dx^+df)dx 
^'     ^      ^'  dxd^y^-dyd^x 

Sind  X  und  y  gegebene  Funktionen  derselben  unabhängigen 
Yariabelen,    so    bekommt    man    die   Gleichung   der  Evolute^ 
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-wenn  man  diese  unabhängige  Yariabele  zwischen  den  beiden 
Gleichungen  eliminiert. 

198.  Um  die  Eigenschaften  der  Evolute  zu  untersuchen^ 
wenden  wir  die  im  §  196  erhaltenen  Formeln  an,  nämlich 
a?!  —  o;  —  JJsina, 

y,  —  y  +  iJ  cos  a. 
R  und  a  bezeichnen  Krümmungsradius  uBd  Winkel  der 
fixierten  Tangentenrichtung.     Die  Grössen,  welche  in  diesen 
Gleichungen  vorkommen,  sind  Funktionen  derselben  unabhän- 
gigen Yariabelen,  und  die  Differentiation  giebt: 
rfa^i  —  da;  —  ü  cos  a  rfa  —  dB  sin  a, 
dyi  ^  dy  —  R  sin  a  da  +  dR  cos  a. 
Aber  die  Terme 

dx  —  R  cos  a  da^    dy  —  R  sin  a  da 
sind  null  zufolge  der  Gleichungen 

dx  —  ds  cos  a,    dy  «  ds  sin  a,    rf5  —  JR  da] 
man  hat  also  einfach: 

2)  dx^  —  —  dR  sin  a,    rfyj  —  dR  cos  a, 
und  gewinnt  aus  diesen  Gleichungen: 

3)  ^--cotg«    oder    ^^^-l^^l^-, 

(JLX\  ttX\  3/1  ~~  X 

femer 

4)  dx^^+dy^^^^dRK 

Die  Gleichung  8)  besagt,  dass  die  Normalen  der  gegAenen 
Kurve  die  Tangenten  der  Evolute  sind,  und  die  Gleichung  4)^ 
dass  das  Differential  des  Krümmungsradius  der 
gegebenen  Kurve  gleich  dem  Differentiale  ds^  des 
Rogens  8|  der  Evolute  ist,  wenn  dieser  Bogen 
von  einem  willkürlichen  festen  Anfangspunkt 
bis  zu  dem  betrachteten  Erümmungsmittelpunkt 
gerechnet  wird. 

Rechnen  wir  den  Bogen  CJ,C— Sj  der  Evo- 
lute, von  einem  Punkte  Cq  an,  der  Ejrümmungs- 
mittelpunkt  für  den  Punkt  M^  der  gegebenen 
Kurve  ist,  und  bezeichnen  mit  Rq  den  Krümmungsradius  im 
Punkte  Mq,  so  giebt  die  Gleichung  4) 

dsj  -  dR    oder    ds^  ^d{R-  R^. 
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Da  die  Variabelen  s^  und  R  —  Rq  dasselbe  Differential 
haben  und  gleichzeitig  verschwinden,  so  ist 

Damit  ist  folgende  Eigenschaft  ausgedrückt: 

Ein  beliebiger  Bogen  auf  der  Evolute  einer  ebenen  Kurve 
ist  gleich  der  Differenz  zwischen  dm  beiden  Krümmungsradien^ 
die  im  den  Endpunkten  dieses  Bogens  führen. 

199.  Auf  Grund  dieser  Eigenschaft  hat  der  Ort  der 
Erümmungsmittelpunkte  den  Namen  Evolute  erhalteu.  Ist 
nämlich  M^M^  ein  Bogen  der  gegebenen  Kurve,  und  GqCi  der 
entsprechende  der  Evolute,  und  befestigt  man  in  C^  das  eine 
Ende  eines  Fadens  von  der  Länge  M^C^^  2?|,  so  vrird^  wenn 
sich  dieser  Faden  auf  den  Bogen  Ci  Cq  aufgelegt  hat  und  dabei 
von  Üq  ab  in  der  Richtung  CqMq  gespannt  ist,  das  andere 
Ende  iA  den  Punkt  M^  fallen,  gemäss  der  Gleichung  CqÜ^ 
«  jBi  —  jRq.  Wickelt  man  den  Faden  wieder  ab,  indem'  man 
ihn  stets  gespannt  hält',  so  beschreibt  dieses  Ende  den  Bogen 
MqM^.    Denn  ist  C^CM  eine  Lage  des  Fadens,  so  ist 

CM^C,M,+  C,C^B,  +  s,. 

Also  ist  CM  der  Krümmungsradius,  welcher  zum  Pankt  C 
führt,  und  der  Punkt  M  liegt  folglich  auf  dem  Bogen  M^M^. 

Die  Evolute  einer  algebraischen  Kurve  ist  selbst  eine 
algebraische  Kurve,  und  die  bewiesenen  Sätze  lehren,  dass 
jeder  Bogen  der  Evolute  durch  eine  algebraische  Funktion  der 
Koordinaten  ausgedrückt  werden  kann.  Man  sagt  daher,  dass 
diese  Evolute  rektifilcabel  ist. 

200.  Um  von  der  Evolute  zur  Evolvente  zurückzukehren, 
muss  man  die  beiden  Gleichungen  anwenden: 

x,-^x'  dx'^^'^^'     x,^x^  dx,' 

Hier  sind  x^  und  y^  gegebene  Funktionen  einer  un- 
abhängigen Variabelen.  Eliminiert  man  diese  zwischen  den 
beiden  Gleichungen,  so  erhält  man  eine  Gleichung  zwischen 

^,  y,  -r^)    welche    die    Differentialgleichung    der    gesuchten 
ax 

Evolvente  ist.     Man   sieht,    dass   diese   Differentialgleichung 
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überhaupt  alle  orthogonalen  Trajektorien  der  gegebenen  Kurven 
umfasst;  d.  h.  alle  Kurven,  welche  die  Tangenten  derselben 
zu  Normalen  haben.  Hieraus  folgt,  dass  jede  Kurve  unendlich 
viele  Evolventen  hat,  worauf  wir  noch  später  zurückkommen 
werden. 

Die  Gleichungen  im  Polarkoordinatensystem. 

201.  Das  Differential  der  Fläche  eines  Sektors.  Die 
Punkte  einer  Kurve  AM  seien  bestimmt  durch  den  Radius- 
vektor OM^Qy  welcher  von  einem  festen  fi«  30 
Punkt  0  ausgeht,  und  durch  den  Winkel  ©, 
den  die  Richtung  dieses  Radius  mit  einer 
festen  Richtung  OX  bildet.  Ist  ^  ein  fester 
Punkt  und  M  ein  variabeler,  so  wird  die 
Fläche  des  Sektors  OAMy  die  von  der 
Kurve  und  den  beiden  Radien  OA,  OM  ein- 
geschlossen ist,  eine  Funktion,  deren  Diffe- 
rential wir  bestimmen  wollen.  Erteilt  man  o  den  Zuwachs 
M'OM=  AoOf  so  ändert  sich  der  Radius  um  Ap,  und  die 
Fläche  AOM^u  erhält  das  Inkrement 

All  -  MOir. 

Ist  p  +  Aip  der  grösste  Wert,  welcher  unter  den  Radien- 
vektoren von  OM  bis  OJ/'  überhaupt  vorkommt,  und  q  +  A^q 
der  kleinste,  so  wird  der  Kreissektor ,  welcher  zu  dem  Winkel 
AcD  und  dem  Radius  p  +  A^p  gehört,  grosser  sein,  als  die 
Fläche  Am,  dagegen  der  Kreissektor  mit  demselben  Winkel 
und  dem  Radius  p  +  A^p  kleiner.     Es  ist  also 


oder 


4(p  +  A,py>-^>l(p  +  A,p)l 


2  \^^^ivj  -^  Aß)"^  2 
Lässt   man   nun   Acd   nach    null   konvergieren,   so   kon- 
vergieren auch,  da  p  als  stetige  Funktion  von  cd  vorausgesetzt 
ist,  A|P  und  A^p  nach  null,  und  es  wird 

p2  ^  oder     ^^  „      p Vg). 

2  ^       dm  2 

Serret,  Differential- and  Integral -Bechnung.    I.  Bd.  19 
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Legen  wir  durch  den  Anfangspunkt  oder  Pol  des  Systems 
die  Gerade  Oy  senkrecht  zu  Ox  und  bezeichnen  wir  mit  x  und  y 
die  rechtwinkligen  Koordinaten  in  Bezug  auf  diese  Axen,  so  ist 

tang  <ü  =  ~)     Q  cos  <a  —  ic. 

X 

Die  erste  Gleichung  giebt  durch  Differentiation: 

do         xdy  —  ydx       ,  ,,  ,  , 

_  B«  — i — -pi —    oder    p*a  CO  ^^xdy  —  ydx. 

coso*  x^ 

Also  kann  das  Differential  des  Sektors  u  auch  durch  die 
Gleichung  . 

rftt  — -g  (xdy  —  ydx) 

dargestellt  werden. 

202.  Das  Bogendifferential.  Wird  mit  s  der  Bogen  AM 
bezeichnet,  dessen  Anfangspunkt  A  fest  ist,  während  der  Punkt 
M  variabel  bleibt,  so  ist  As  das  Inkrement  MM\  welches 
dem  Zuwachs  Acd  entspricht.  Wir  fallen  vom  Punkte  M  die 
Senkrechte  MF  auf  den  Radius  OM^  und  ziehen  die  Sehne  MM\ 
Aus  dem  rechtwinkligen  Dreiecke  MFM^  folgt 

.U:-M^,M.^    ^    (4M.')'_(|^)V(^)'. 

Es  ist 

MF  »  ()  sin  AcD,    Jf 'P  ■«  ()  +  Ap  —  q  cos  g>. 

Die  Grenzen  der  Verhältnisse,  welche  in  die  obige  Gleichung 
eingehen,  werden  nicht  geändert,  wenn  man 

MM\    MF,    M'F 
bezüglich  durch 

As,    (>Aa>,     Lq 

ersetzt.  Denn  die  Grenze  des  Verhältnisses  von  As  zu  seiner 
Sehne  MM^  ist  die  Einheit;  ebenso  die  Grenze  des  Verhält- 
nisses von  MFiQtk(o  ^     -r Endlich  wird  auch 

^  Agj 

M^F      Ap    .       1  —  cos  cö       Ap    .  ^    sin*^Aö 
Ac?        Aco      ^        Ao  Ao         ^       Afi} 

also 

lim -7-    —  -=—• 
Ao        d(o 


Digitized  by 


Google 


d.h. 


Theorie  der  ebenen  Kurven.  291 

Demnach  hat  man 

u„(|i)"-,.+H„(|£y, 


Man  kann  diese  Gleichung  auch  aus  der  bei  rechtwink- 
ligen Koordinaten  gewonnenen  ableiten;  wir  haben  dies  im 
§  73  gethan  und  brauchen  hier  nicht  nochmals  darauf  zurück- 
zukommen. 

208.  Bestimmxuig  der  Tangente.  Im  Polarkoordinaten- 
systeme bestimmt  man  die  Tangente  vermittelst  des  Winkels  ft^ 
den  sie  mit  dem  Radiusvektor  bildet.  Der  Winkel  fi  im  Punkte 
M  der  Kurve  ist  die  Grenze,  nach  welcher  der  Winkel  PM'M 
konvergiert,  wenn  sich  der  Punkt  M'  dem  Punkte  M  un- 
begrenzt nähert  (s.  Figur  in  §  201). 

Das  rechtwinklige  Dreieck  MM^P  giebt 

Die  Grenzen  der  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  ändern 
sich  nicht,  wenn  man  wie  im  vorigen  Paragraphen 

MM\    MP,    M'P 

ersetzt  durch 

As,    pAo,    A(>. 

Man  erhält  demnach: 


d.h. 


..      £iQ  ,.       pA(9 

cos  ^  =  um  -^f    sin  ft  -=  hm  -^ — > 


sm  fi  » 


dQ  dg 

Qdcü  gdw 


COSU^       ,        —      / r s' 

ds         YdQ*  +  Q*d(0* 


dS  YdQ^  +  Q^d(0^ 


Hieraus  folgt: 

.  Qd&  Q 

Hierbei  bedeutet  fi  den  Winkel,  den  die  nach  der  Richtxmg 
wachsender  Winkel  <o  konstruierte  Tangente  mit  der  Richtung ' 

19* 
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des  verlängerten  Radiusvektor  einschliesst.     Ist  p'  =  -~^  null, 

so  wird  dieser  Winkel  gleich  -^j  ist  p'  «=  ~j^  ^  oo,   so   wird 
dieser  Winkel  null. 

204.  Man  kann  die  Punkte  einer  Kurve  aucb  durch  zwei 
ßadienvektoren  q  und  p'  bestimmen^  welche  von  zwei  gegebenen 
Anfangspunkten  ausgehen.  Bezeichnet  man  mit  f(  und  ^'  die 
Winkel,  die  diese  Radien  mit  der  Tangente  bilden,  so  ist 

dg  f      dQ^ 

uuö  p  =  '*'^"  "    — 

also 


cos  u  =  -^f     cos  a  =  -j^) 
^       ds  ^       ds 


coBi»!       dg^ 
cos  ^        dg 

In   diesem   Koordinatensysteme   ist   z.  B.  die   Gleichung 
einer  Ellipse  oder  Hyperbel 

p'  =  ±  p  +  Konst. 
Daraus  folgt  -^  «  ±  1,  und  unsere  Gleichung  ergiebt 

COSf*''^  ±  COSft, 

was  eine  bekannte  Eigenschaft  der  Tangente  an  Kegelschnitten 
ausdrückt.  An  Stelle  der  beiden  Radienvektoren^  die  von  zwei 
festen  Anfangspunkten  ausgehen,  kann  man  auch  die  Winkel 
und  G}'  als  Koordinaten  einführen  ^  welche  diese  Radien  mit 
einer  festen  Richtung  bilden.    Man  hat  nun. die  Gleichungen 

und  infolge  der  Relation 


^        ds  ^         ds 


p'        sino 


sin<o^ 


wird 

sin  lif        sin  (odm* 
sinft        sino'dcD 

205.  Snbtangente  und  Subnormale.  Zieht  man  durch 
den  Pol  des  Koordinatensystems  eine  Senkrechte  zum  Radius- 
vektor, so  werden  die  Abschnitte  auf  dieser  Geraden  vom 
Anfangspunkt  bis  zu  den  Schnittpunkten  mit  der  Tangente 
und  der  Normale  die  Polarstibtangente  und  -Stibnormale  genannt. 
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Die  Subtangente  OT-^T^  und  Subnormale  ON'-^W  erhalten 
die  Langen 

T' «  ()  tangfi,    JV^'  -  9  cotg/t, 
oder 

dQ        Q^  dca 

Die  Längen  T  und  N  der  Tangente  und 
der  Normalen  sind: 

206.  Der  EontingenBwinkel  und  der  Krümmungsradius. 
Der  Eontingenzwinkel  da  ist,  wie  wir  sahen,  gleich  dem  Diffe- 
rentiale des  Winkels,  den  die  Tangente  mit  der  a;-Axe  bildet. 
Andererseits  ist  dieser  Winkel  gleich  co  +  ft;  man  erhält  dem- 

Die  Gleichung 

tang^-^ 

d(X) 
liefert  durch   Differentiation,  wenn   man   oa   als  unabhängige 
Yariabele  betrachtet: 

du         \d(oJ      '^  dfo*             ,         Vrfra/       *^da)» 
aoj,     a/t  — ,    am. 


-"   m   '     '■+©■ 


Es  ist  also 


^^-KS)-S 


ä.- --.''^'ä.^    9^+19- -99" 


(dgy  .  p»+p'« 


^'+\d.J 


Da  nun  ds  —  1/  p*+  ( j^j  •  «^t"  w*!  so  folgt  hieraus  für 
den  Krümmungsradius 
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Man  kann  diese  Formel  auch  aus  derjenigen  ableiten, 
welche  bei  rechtwinkligen  Koordinaten  erhalten  wurde;  dies 
ist  im  §  73  ausgeführt,  als  wir  uns  mit  dem  Probleme  der 
Transformation  der  Yariabelen  beschäftigten. 

Bisweilen  ist  es  von  Vorteil,  in  die  Gleichung  1)  die  Ab- 
leitungen Ton  —  an  Stelle  der  Ableitungen  von  p  einzuführen. 

und  die  Substitution  dieser  Werte  in  die  Gleichung  1)  liefert: 


1  \8-t1 


LP 


,2    +    \    ^r.1,   i 


2)  iJ  = 


Einhüllende  KurTen. 

207.  Mit  f(x,  y,  a)  sei  eine  Funktion  der  drei  Variabelen 
x^y^a  bezeichnet,  deren  Wert  eindeutig  bestimmt  ist,  wenn 
man  die  Werte  dieser  Yariabelen  fixiert.  Wenn  man  annimmt, 
dass  Xy  y  die  Koordinaten  in  irgend  einem  Koordinatensysteme 
darstellen,  und  dass  a  ein  veränderlicher  Parameter  ist,  so 
repräsentiert  die  Gleichung 

1)  /'(^,y,«)  =  o 

ein  System  von  Kurven;  jedem  Werte  von  a  entspricht  eine 
bestimmte  Kurve.  Wird,  nachdem  a  einen  bestimmten  Wert 
erhalten  hat,  dem  Parameter  der  neue  Wert  a  +  Aa  erteilt, 
so  erhält  man  eine  zweite  Kurve  mit  der  Gleichung 

2)  f{x,y,a+La)^0, 

welche  die  erste  in  gewissen  Punkten  m,m',  m"...  schneidet. 
Die  Koordinaten  dieser  Punkte  müssen  den  Gleichungen  der 
beiden  Kurven  genügen,  und  folglich  auch  der  Gleichung: 
gx  f(x,y,a  +  £i(x)--f{x,y,a)  _  ^^ 

^  Aa 
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Lässt  man  jetzt  Aa  nach  0  konvergieren,  so  werden  die 
Punkte  m,m'...  im  allgemeinen  nach  bestimmten  Grenzen 
M^M\,,  konvergieren,  und  es  ist  ersichtlich ,  dass  die  Ko- 
ordinaten dieser  Punkte  M^M',,,  die  Gleichung  1),  sowie 
die  Gleichung 

da 

befriedigen  werden,  welche  letztere  aus  3)  hervorgeht,  wenn  a 
null  wird.  Es  liegen  also  auf  jeder  Kurve  des  Systemes  1) 
gewisse  Punkte  Jf ,  Jf' . . .,  die  auf  die  genannte  Weise  be- 
stimmt sind.  Der  geometrische  Ort  aller  dieser  Punkte  ist 
eine  Kurve,  deren  Gleichung  vermittelst  der  Elimination  von  a 
aus  den  Gleichungen  1)  und  4)  gewonnen  wird.  Diese  Kurve 
heisst»  die  EinhüUende  (Enveloppe)  der  Kurven  des  gegebenen 
Systemes,  und  diese  haben  ihrerseits  den  Namen  Eingehüllte 
erhalten. 

Die    Existenz    einer    bestimmten   Ableitung  ——  ist  eine  hin- 

occ 

reichnde  Bedingung  dafür,  dass  bestimmte  Grenzpunkte  MyM^ .., 

auf  jeder  Kurve  vorhanden  sind. 

208.  Es  muss  beachtet  werden^  dass  die  Einhüllende  nicht 
mehr  durch  diese  Begel  bestimmt  werden  kann^  wenn  die 
linke  Seite  der  Gleichung  1)  keine  eindeutig  bestimmte  Funk- 
tion ist.  Denn  ein  gemeinsamer  Punkt  zweier  unendlich  be- 
nachbarter Kurven  genügt  zwar  noch  den  Gleichungen 

f(^,  y>  a)  -  0,     f{x,  y,a+  Aa)  «  0, 

aber,  wenn  die  Funktion  f  mehrere  Werte  annimmt,  so  kann 
man  nicht  mehr  behaupten,  dass  f{Xy  y,cc  +  Aa)  jedesmal  die 
Grenze  f(x^  y,  a)  hat,  wenn  Aa  null  wird. 

Wir  wollen  dies  durch  ein  Beispiel  erläutern.  Es  sei 
die  Einhüllende  aller  der  Kreise  zu  bestimmen,  welche  im 
rechtwinkligen  Koordinatensysteme  durch  die  Gleichung 

dargestellt  sind,  wobei  a  eine  Konstante  ist.  Die  linke  Seite 
ist  eine  eindeutige  Funktion  und  unsere  Regel  sonach  anwend- 
bar.  Die  Differentiation  nach  a  giebt 
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und  dnrch  Elimination  Ton  a  erhalt  man  die  Gleichnng  der 
Enveloppe 

y2 _  a*—  0  oder  (y  —  a)  (y  +  «)  «  0, 

die  sich  aus  zwei  Parallelen  zur  x-Axe  zusammensetzt. 

Die  Gleichung  der  Eingehüllten  kann^  da  sie  vom  zweiten 
Grade  in  Bezug  auf  a  ist,  auch  in  der  Form  geschrieben 
werden:  ,-__  _ 

und  wollte  man  nun  die  Regel  des  §  207  anwenden^  so  käme 
man  zu  der  absurden  Gleichung  1  »  0.  Aber  wie  wir  Torhin 
sagten,  die  fragliche  Regel  ist  nicht  anwendbar.  Denn  wenn 
man  zwei  unendlich  benachbarte  Kurven  betrachtet,  und  man 
wählt  als  die  eine  von  ihnen 


so  muss  man  für  die  andere 


a  +  ü^a^xTVa^-y^ 
setzen;  denn  andernfalls  würden  sich  die  Teile  nicht  schneiden. 

209.  Die  Einhüllenden  haben  eine  gemeinsame  Eigen- 
schaft, die  sich  in  dem  folgenden  Satze  ausspricht. 

LehrsatB.  Die  Einhüllende  eines  Kurvensystemes  berührt  die 
Kurven  in  jedem  Punkte^  wo  sie  denselben  begegnet 

Ist 

1)  f(x,y,a)^0 

die  Gleichung  des'Systemes  in  geradlinigen  Koordinaten,  und 
die  Funktion  f  eindeutig,  so  ist  die  Einhüllende  durch  die 
beiden  Gleichungen  bestimmt 

2)  /•(a;,y,«)-0,    |^-0. 

dy 
Um  den  Richtungskoeffizienten  -j-  der  Tangente  in  einem 

bestimmten  Punkt  einer  Systemskurve  zu  erhalten,  muss  man 
die  Gleichung  1)  differentiieren;  man  bekommt 

3)  !^'^+f/^-''- 
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Will  man  nun  den  Richtungskoeffizienten  der  Tangente 
in  einem  bestimmten  Punkte  der  Einhüllenden  finden,  so  kann 
man  noch  die  Gleichung  1)  als  Gleichung  derselben  ansehen^ 
nur  muss  man  a  nicht  mehr  als  Eonstante,  sondern  als  eine 
Funktion  von  x  und  y  betrachten,  welche  durch  die  zweite 
der  Gleichungen  2)  bestimmt  ist.  Unter  dieser  Annahme  hat 
man  die  Gleichung  1)  zu  differentieren ,  und  das  ergiebt: 

4)  U-  dx  +  ^J-  dy  +l^da^  0. 

^  ex  dy  da 

Die  zweite  Gleichung  2),  welche  für  jeden  Punkt  der 
EinhQllenden  erfüllt  ist,  reduziert  aber  diese  Gleichung  4)  auf 
die  Form  3).  Also  erhält  man  für  die  Einhüllende  sowohl 
wie  für  die  Eingehüllte 

-.  dy  dx 

ö)  dx'^        cl' 

dy 

Handelt  es  sich  nun  um  einen  Punkt  einer  Eingehüllten, 
so  hat  a  in  der  Gleichung  5)  den  Wert,  welcher  einer  Systems- 
kurve  entspricht;  handelt  es  sich  aber  um  einen  Punkt  der 
Einhüllenden,   so   hat   a   den  Wert,   der  aus   der  Gleichung 

---L « 0  hervorgeht.  Betrachtet  man  nun  einen  Punkt  M. 
da 

welcher  einer  Kurve  des  S^stemes  und  der  Einhüllenden  ge- 
meinsam ist,  so  ist  der  Wert  von  a^  welcher  der  Systems- 
kurve entspricht,  gleich  dem  Werte,  den  man  aus  der  Gleich- 

df 
ung  -J-  ^0  gewinnt,  weil  diese  Gleichung  für  den  Punkt  M 

gilt.  Der  Wert  von  -^--  ist  folglich  derselbe  fttr  beide  Kurven 
und  diese  berühren  sich  daher  in  M. 

Bemerkung.  Ein  Beispiel  für  die  betrachtete  Eigenschaft 
der  Einhüllenden  haben  wir  bereits  behandelt.  Die  Evolute 
einer  Kurve  ist  nichts  anderes  als  die  Einhüllende  des  Nor- 
malensystemes,  und  wir  haben  gesehen,  dass  sie  die  Normalen 
tangiert. 

Die  Gleichung  f(xj  y^  a)  »  0  kann,  wenn  die  Koordinaten 
x^  y   eines  Punktes   M   in    dieselbe    eingesetzt   werden,    mehrere 
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Werte  a  liefern;  unter  diesen  ist  aber,  wenn  M  zugleich  ein 
Funkt   der  Einbüllenden  ist,  jedenfalls   einer  (mehrfach  zählend) 

vorhanden,  der  auch  der  Gleichung  -r—  =  0  genügt.   Die  auf  diese 

da 

Weise  bestimmte  Systemskurve  wird  von  der  Einhüllenden  tan- 
giert, während  die  anderen  Systemskurven,  die  etwa  noch  durch 
den  Punkt  M  gehen  können,  die  Einhüllende  daselbst  schneiden. 

Ein  Eurvensystem  kann  einhüllende  Kurven  nur  dann  be- 
sitzen, wenn  a  vom  höheren  als  dem  ersten  Grade  in  der  Gleich- 
ung vorkommt,  d.  h.  geometrisch,  wenn  das  Kurvensystem  die 
Ebene  zum  mindesten  zweifach  überdeckt,  indem  durch  einen 
Punkt  der  Ebene  im  allgemeinen  zwei  (reelle  oder  imaginäre) 
Kurven  hindurchgehen. 

Der  Beweis  der  Berührung  zwischen  Einhüllenden  und  Ein- 
gehüllten wird  ungültig,  wenn  in  einem  gemeinsamen  Punkte  x^  y 

die  beiden  Ableitungen  -;r—  und  -r—  null  werden.    Denn  in  diesem 

dx  dy 

Falle  lässt  sich  weder  die  Tangente  der  einen  noch  der  anderen 
Kurve  aus  den  Gleichungen  3)  und  4)  in  der  Form  5)  berechnen. 
Es  ist  also  nicht  bewiesen,  dass  die  Einhüllende,  welche  durch  die 
Gleichungen  2)  definiei-t  ist,  die  Systemskurve  berührt,  sobald  sie 
durch  einen  singulären  Punkt  derselben  hindurchgeht.  Vielmehr  kann 

O  f 

es  eintreten,  dass  die  Gleichung  -r—  »  0  zusammen  mit  ({x^  y,ce)^0 

da 

nur  einen  Ort  singulärer  Punkte,  die  zugleich  Durchschnittspunkte 

benachbarter  Systemskurven  sind,   darstellt,   und   dass  diese  Ein- 

hüllende   die  Kurven  des  Systemes  nicht  berührt.     Will  man  für 

die  durch  die  Gleichungen 

f{x,y, a)^0,     I^^O 
da 

repräsentierte  Kurve  in  diesem  Falle  die  Tangentenrichtung  in 
einem  bestimmten  Punkte  berechnen,  so  werden  in  der  Gleichung 

K  +  Kll^Kl^^^  ^)«o 

dx       dy   dx       da  \dx        dy    dx) 

Tsf     Ts-P    7^f 

sämtliche  Koeffizienten  ^r—  -r—  ^  null,  woraus  man  weiter  folgert, 
dx    dy   da 

dass    die    Einhüllende    durch    ihre    beiden    Gleichungen   mehrfach 

zählend  ausgedrückt  ist. 

210.  Eine  wichtige  Anwendung  der  Theorie  der  Enveloppen 
ist  folgende.^ 

Betrachtet  man  eine  beliebige  Kurve  bezogen  auf  zwei 
rechtwinklige  Azen  und  ist  a  der  Winkel,  den  die  Richtung 
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der  Tangente  mit  der  Abscissenaxe  bildet^  so  wird  die  Gleich- 
ung dieser  Tangente 

1)  a:  sin  a  —  y  cos  a  ^  f{a) 

und  f{a)  ist  eine  Funktion  von  a,  die  von  der  Art  der  Kurve 
abhängt.  Da  diese  aber  die  Einhüllende  ihrer  Tangenten  ist, 
so  bekommt  man  ihre  Gleichung,  indem  man  a  zwischen  der 
Gleichung  1)  und. der  hieraus  durch  Differentiation  folgenden 
Gleichung 

2)  aJ  cos  ce  +  j/  sin  a  «=  /'(«) 

eliminiert.  Man  kann  a  zur  unabhängigen  Variabelen  machen, 
und  alsdann  bestimmen  die  Gleichungen  1)  und  2)  die  Ko- 
ordinaten X  und  y  als  Funktionen  von  a.    Man  findet: 

X  ««  /*'(«)  cos  a  +  f(a)  sin  a, 
y  «  /*'(«)  sin  a  —  f{a)  cos  a. 

Die  Differentiation  dieser  Gleichungen  giebt  dann  weiter: 

dx  =  [/""(«)  +  /"(«)]  cos  a  da, 
^^  dy^{r{a)  +  f(a)]Bmada, 

und  indem  man  diese  Gleichungen  quadriert  und  addiert: 

5)  rfs-[r'(a) +  /•(«)]  da, 

was  übrigens  auch  aus  den  Formeln  in  §  191  hervorgeht.  Da 
da  gleich  dem  Kontingenzwinkel  ist,  so  erhält  man  für  den 
KrQmmungsradius 

6)  ü- /•''(«) +  /■(«). 

Die  vorstehenden  Formeln  lassen  verschiedene  Anwen- 
dungen zu,  von  denen  wir  ein  Beispiel  geben  wollen.  Erteilt 
man  a  einen  bestimmten  Wert,  so  stellt  die  Gleichung  2)  eine 
Senkrechte  zur  Tangente  dar,  und  zwar  in  dem  Punkte  x ,  y, 
welcher  durch  die  Gleichung  3)  bestimmt  ist,  also  im  Kurven- 
punkte. Die  Gleichung  2)  liefert  mithin  die  Normalen  der 
Kurve.  Bildet  man  nun  die  Ableitung  der  Gleichung  2)  nach  a, 
nämlich 

7)  —  a;  sin  «  -}-  y  cos  a  —  /*"(«), 

so  gehört  das  System  der  Gleichungen  2)  und  7)  den  Ein- 
hüllenden  des   Normalensystemes   an,   also   der  Evolute  der 


Digitized  by 


Google 


300  Siebentes  Kapitel.   §§  210  und  211. 

gebenen  Kurve.   Berechnet  man  aus  2)  und  7)  die  Werte  von 
x^  y,  und  bezeichnet  man  sie  durch  rr^  und  y^,  so  wird 

^1  •=  /"'(«)  cos  a  -  f\a)  sin  a, 

Vi  —  /*'(«)  sin  a  +  /""(a)  cos  a, 
und  dies  sind  die  Koordinaten  des  Krümmungsmittelpunktes. 
Durch  DiflFerentiation  folgt  weiter: 

^  dyi  -  +  [/'(«)  +  r'{a)]  cos  a da, 

also,  wenn  s^  den  Bogen  der  Evolute  ausdrückt: 

10)  ds,  -  |/'(«)  +  /•'"(«)]  da  -  dl?. 

Man  findet  so  die  Resultate  im  §  198  wieder. 

Berührungen  rerschiedener  Ordnung  zwischen 

ebenen  Kurven. 
211.   Es  sei  ST  die  Tangente  im  Punkte  M  einer  Kurve 
JfJf '  und  es  werde  eine  zweite  Kurve  MM\  betrachtet,  welche 
auch  durch  M  geht.     Auf  der  ersten  Kurve  wählen  wir  den 
Fig.  82.  Punkt  M^  unendlich  benachbart  an  M 

I  /  und  fallen  auf  die  Tangente  ST  die 
V^///-7f  Senkrechte  Jf'ö,  welche  die  zweite 
Kurve  im  Punkte  M\  schneiden  möge. 
Wird  MQ  als  unendlich  kleine  Grösse 
erster  Ordnung  bezeichnet^  so  wird  M^Q 
^  im  allgemeinen  (§  166)  eine  unendlich 
kleine  Grösse  zweiter  Ordnung.  Berührt  nun  die  Kurve  MM\ 
die  Gerade  ST  im  Punkte  M  nicht,  so  wird  die  Strecke  M\  Q 
unendlich  klein  von  erster  Ordnung,  anderenfalls  wird  sie 
unendlich  klein  von  zweiter  oder  höherer  Ordnung. 

Haben  zwei  Kurven  MM\  MM\  im  Punkte  M  dieselbe 
Tangente  ST,  so  sagt  man,  dass  sie  sich  in  M  berühren,  imd 
da  in  diesem  Falle  M^Q  und  M\Q  unendlich  klein  von  zweiter 
oder  höherer  Ordnung  sind,  so  findet  dasselbe  auch  für  die 
Strecke  M^M\  statt,  welche  die  DiflFerenz  oder  Summe  jener 
Grössen  ist.  Ist  nun  die  Ordnung  der  unendlich  kleinen  Grösse 
M^M\  in  Bezug  auf  die  unendlich  kleine  Grösse  erster 
Ordnung  MQ  durch  die  Zahl  ^  +  1  ausgedrückt,  so  werden 
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wir  sagen,  dass  die  beiden  Kurven  im  Punkte  M  eine  Beruh- 
rung  von  der  Ordnung  (i  besitzen.  Diese  Definition  ist  vom 
Koordinatensysteme  ganz  unabhängig. 

Die  beiden  Koordinatenaxen  Ox  und  Oy  mögen  nun  unter 
einander  den  Winkel  Q  besitzen ,  die  Ordinatenaxe  sei  nicht 
gerade  parallel  der  Tangente  ST.  Wir  konstruieren  die  Or- 
dinate MP  des  Punktes  -3f,  ebenso  die  Ordinate  M'P'^  welche 
die  Kurve  MM\  in  m,  und  die  Tangente  ST  ixi  K  schneidet. 
Schliesslich  verbinden  wir  noch  die  Punkte  m  und  M\  durch 
eine  Gerade.  Die  Winkel  bei  m  und  M\  des  unendlich  kleinen 
Dreiecks  mM^M\  konvergieren  nach  endlichen  Grenzen*,  der 
Winkel  m  hat  zur  Grenze  den  Winkel  SMPj  den  wir  als  von 
null  verschieden  voraussetzten,  während  der  Winkel  M\  zur 
Grenze  einen  rechten  Winkel  hat.  Da  nun  das  Verhältnis  der 
Seiten  M'M\,  Wm  gleich  dem  Verhältnis  der  Sinus  der  gegen- 
über liegenden  Winkel  ist,  so  folgt^  dass  das  Verhältnis 

Wm 
einer  endlichen  Grenze  zustrebt.     Bezeichnet  man  nun  mit  a 
die  Neigung  der  Tangente  ST  zur  Axe  Ox^  so  findet   man 
mittelst  derselben  Rechnungen  wie  im  §  166 

TT^-Mq  ^^^■^7">  -  wq  -^^i^^, 

^       smO  smö 

und  da  das  Verhältnis  -^r^  unendlich  klein  ist"  so  sieht  man, 

jxLQ 
dass  das  Verhältnis 

Mg 

nach  einer  endlichen  Grenze  konvergiert. 

Hieraus  folgt,  dass  das  Verhältnis  von  MM\  zu  MQ 
von  derselben  Ordnung  unendlich  klein  wird,  wie  das  Ver- 
hältnis von  M^m  zu  PP\  wenn  wir  also  mit  /it  die  Ordnung 
der  Berührung  beider  Kurven  bezeichnen,  so  ist  M^m  eine 
unendlich  kleine  Grösse  der  Ordnung  /i  + 1  im  Vergleich  zu 
PP^  als  unendlich  kleiner  Grösse  der  ersten  Ordnung. 

Ist  nun  X  die  Abscisse  des  Punktes  Jf ,  x  +  Aa;  die  des 
Punktes  Jf'  und  i»,  sind  ferner  Y  und  Y'  die  Ordinaten  dieser 
letzteren  Punkte,  so  haben  wir 
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80  dass  fi  +  1  die  Ordnung  der  unendlich  kleinen  Grosse 
Y—  Y^  im  Vergleich  zu  Aa?  wird. 

Sind  y  und  t/  die  Werte,  nach  denen  Y  und  Y'  kon- 
vergieren^ wenn  ^x  null  wird,  so  bestehen  nach  der  Taylor- 
schen  Formel,  wenn  wir  annehmen,  dass  die  erforderlichen 
Bedingungen  erfüllt  sind,  die  Gleichungen: 

Damit  nun  unsere  beiden  Kurven  in  M  wirklich  eine 
Berührung  der  Ordnung  fi  haben,  d.  h.  damit  die  Differenz 
Y—  Y'  unendlich  klein  von  fi  +  !*•'  Ordnung  werde,  sind  die 
Gleichungen  notwendig  und  hinreichend: 

^     ^      ^'    dx      dx      dx"       dx^'       dxf^       d^ 

Es  müssen  also  für  die  Abscisse  x  des  Berührungspunktes 
nicht  nur  die  Ordinaten  der  l)eiden  Kurven,  sondern  auch  die 
fi  ersten  Ableitungen  derselben  einander  bezüglich  gleich  sein. 
Sind  diese  Bedingungen  erfüllt  und  die  Ableitungen  /it  + 1*®' 
Ordnung  rf.+.y>       rf.+.y 

einander  nicht  gleich,  so  wird: 

Die  Differenz  F-  7'  wird  also  in  der  That  von  ft  +  !*•'  Ord- 
nung unendlich  klein,  und  die  Zahl  ft  giebt  folglich  die  Ord- 
nung der  Berührung  an. 

212*  Ist  diese  Ordnung  fi  ungerade,  so  ändert  Y—  Y'  sein 
Zeichen  nicht,  wenn  man  das  Vorzeichen  von  L.x  ändert,  weil 
jR^+j—  jB'^+«  von  höherer  als  der  \i  +  1*^  Ordnung  unendlich 
klein  wird;  das  Zeichen  bleibt  also  das  nämliche  wie  das  der 
Differenz  d^+*y       d^+*y' 


dxt"^^       dxf+^ 
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Dies  besagt,  dass  za  beiden  Seiten  des  Berührungspunktes 
die  eine  Kurve  durchaus  auf  derselben  Seite  der  andern 
verläuft. 

Ist  dagegen  fi  eine  gerade  Zahl,  so  ändert  T—  Y'  mit 
Ax  auch  sein  Zeichen,  und  die  Kurven  durchsetzen  sich  gegen- 
seitig im  Berührungspunkte. 

Wir  bemerken  schliesslich,  dass  es  im  Falle  einer  Be- 
rührung (i^  Ordnung  nicht  möglich  ist,  durch  den  Punkt  M 
eine  dritte  Kurve  zu  legen,  die  zwischen  den  beiden  ersten 
verläuft,  es  sei  denn,  dass  sie  im  Punkte  M  eine  Berührung 
von  fi^*  oder  höherer  Ordnung  mit  jenen  besitzt.  Denn  ist 
Y"  die  Ordinate  der  dritten  Kurve,  welche  zur  Abscisse 
X  +  ^x  gehört,  so  ist 

r"  -  Y' =«  ( Y"  -  Y)  +  (Y- Y'). 

Ist  nun  Y"  —  Y  von  niederer  als  der  fi  + 1^^  Ordnung  un- 
endlich klein,  so  wird  auch  Y'^—Y'  von  derselben  Ordnung 
unendlich  klein,  und  folglich  haben 

Y"-Y^    und    T'^Y 
auch  dasselbe  Zeichen. 

Oskulierende  Kurven. 

213.  G  bezeichne  eine  gegebene  Kurve  mit  den  Ko- 
ordinaten X,  y.  C"  sei  eine  Kurve  von  gegebener  Art,  in 
deren  Gleichung  noch  n  +  l  willkürliche  Konstanten  vorkommen 
mögen.  Mit  t/  bezeichnen  wir  die  Ordinate  der  Kurve  C\ 
welche  zur  Abscisse  x  gehört. 

Ist  nun  (i  eine  ganze  Zahl  nicht  grösser  als  n,  so  kann 
man  noch  über  die  willkürlichen  Konstanten  derart  verfügen, 
dass  die  Kurve  C  durch  einen  bestimmten  Punkt  M  auf  G  mit 
der  Abscisse  x  hindurchgeht  und  hier  eine  Berührung  [i*^'  Ord- 
nung mit  der  Kurve  besitzt.  Die  Bedingungen  dieser  Be- 
rührung ergeben  sich,  wenn  man  die  Werte  von  y  und  die 
[i  ersten  Ableitungen  derselben,  welche  aus  der  Gleichung  der 
Kurve  C  hervorgehen,  den  Werten  von  ^  und  seinen  [i  ersten 
Ableitungen,  wie  sie  aus  der  Gleichung  C  folgen,  gleich  setzt* 
Man   erhält  fc  +  1    Gleichungen;   ist  also  n>  (i,  so   bleiben 
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noch  n  —  /[t  Eonstanten  unbestimmt;  ist  aber  n  ^  fi,  so  ist 
die  Kurve  C  yollkommen  bestimmt,  und  besitzt  im  Punkte  M 
mit  der  Kurve  C  eine  Berührung  zum  mindesten  von  der  Ord- 
nung n.  In  diesem  letzteren  Falle  sagt  man,  die  Kurve  C 
oskuliert  die  Kurve  C  im  Punkte  M]  sie  ist  unter  allen 
Kurven  der  betrachteten  Art  diejenige,  die  dort  die  grösst- 
mögliche  Berührung  mit  C  hat. 

214.  Nehmen  wir  nun  an,  dass  man  die  willkürlichen 
Konstanten  in  der  Gleichung  von  (7'  derart  bestimmt  hat, 
dass  die  Kurve  C*  nicht  nur  durch  den  Punkt  M  (a?,  y)  der 
Kurve  C  hindurchgeht,  sondern  daselbst  auch  eine  Berührung 
/LI**'  Ordnung  mit  C  besitzt,  wobei  [i  kleiner  als  n  ist.  Die 
Zahl  /LI  kann  sich  auch  auf  null  reduzieren;  in  diesem  Falle 
haben  die  Kurven  keine  Berührung,  sondern  schneiden  sich. 
Die  Bedingungen  unserer  Annahme  sind,  wenn  wir  von  Fällen 
der  Diskontinuität  immer  absehen: 

n    j  ^  ^l^^  ^   ^y    ^    ^''y 

^       ^  ^^'  dx      dx    dx^  ^  dx^'"'  d7f  ^  dTf  ' 

im  Falle  /it »  0  reduzieren  sie  sich  auf  die  erste  Gleichung. 
Da  nun  noch  n  —  /it  Konstante  willkürlich  bleiben,  so  können 
wir  die  Kurve  C"  durch  einen  anderen  Punkt  der  Kurve  C 
gehen  lassen,  welcher  die  Abscisse  x  +  t^x  haben  möge.  Be- 
zeichnen wir  mit  Y  und  Y'  die  Ordinaten  der  beiden  Kurven, 
welche  zu  diesem  Abscissenwert  gehören,  so  erhalten  wir, 
wie  in  §  211: 

^  ''^^\d^P^^'d^^^^)JV\\^'^'''^ 

Die  Grössen  -K'/t+s  ^^^  -ß/iH-^  werden  mit  t^x  unendlich 
klein  und  zwar  von  der  Ordnung  fi  +  2.  Die  Bedingung, 
welche  wir  ausdrücken  wollen,  nämlich  F—  Y'  wird  also: 

und  Issst  man  ^x  nach  0  konvergieren,  so  wird  sie  schliesslich: 
2)  d^+V  _  ^+^. 


rfa^+i       dx^+i 
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Fügt  man  diese  Gleichangen  dem  Systeme  1)  noch  hinzu, 
so  erhält  man  genau  die  Bedingungen  dafür,  dass  die  Be- 
rührung der  Curven  C  und  C"  von  der  Ordnimg  f*  +  1  ist. 

Hieraus  folgt:  um  diejenige  der  Kurven  C  zu  erhalten, 
welche  die  Kurve  G  im  Punkte  M  oskuliert,  genügt  es  die 
n  +  1  willkürlichen  in  der  Gleichung  für  C"  enthaltenen  Kon- 
stanten derart  zu  bestimmen^  dass  diese  Kurve  durch  den 
Punkt  M  und  durch  n  andere  Punkte:  Jfj,  M^ ,.,  Mn  mit  den 
Abscissen werten  x^^  x^..,Xn  hindurchgeht,  und  sodann  nach 
einander  jede  dieser  Abscissen  nach  x  konvergieren  zu  lassen. 
Bekommt  x^  die  Grenze  o;,  so  hat  C  in  M  eine  Berührung 
erster  Ordnung  mit  C\  wird  sodann  auch  x^  gleich  x^  so  er- 
höht sich  diese  Ordnung  um  eine  Einheit  u.  s.  w. 

215.  Bisher  haben  wir  angenommen,  dass  die  Punkte 
M^^M^..,  Mn  nach  einander  mit  dem  Punkt  Jlf  zusammenrücken. 
Indessen  fallt  die  Kurve  C\  welche  durch  alle  diese  Punkte 
geht,  auch  dann  noch  mit  der  oskulierenden  Kurve  im  Punkte 
Jlf  zusammen,  wenn  die  Punkte  M^^M^,..Mn  dem  Punkte 
M  sich  unendlich  nähern,  indem  sie  gleichzeitig  nach  irgend 
welchem  stetigen  Gesetze  auf  der  Kurve  sich  ändern. 

Denn  sind  y  «=  f{x)  und  y'  =-  /l  ix)  die  Gleichungen  der 
beiden  Kurven  C  und  C",  ferner  fp{x)  die  Differenz  fi(x)  ^  f(x\ 
und  bezeichnen  wir  mit  x^  x  +  h^^  x  +  h^ . . ,  x  +  K  die  Ab- 
scissen der  Punkte  M,  Jfj,  M^.-.Mny  willkürlich  gewählt 
auf  C\  wobei  die  Beträge  dieser  Grössen  A^ ...  An  kleiner  seien 
als  eine  gegebene  Grösse  A,  so  werden  die  Gleichungen,  welche 
ausdrücken,  dass  C"  durch  die  Punkte  M,  M^..,Mn  hin- 
durchgeht: 

1)  <p(a;)-0,    92(aJ  +  Ai)-0,    q>{x'\-h;)^0  ...q>{x  +  hn)'-0. 

Dies  System  kann  man  durch  das  folgende  ersetzen: 

...q){x  +  hn)  —  q>{x)^Oy 
oder: 

2)  9?(a:)  =  0,    (p\x  +  l\)^0,    q>'(x  +  k^)^0...(p'(x  +  Jcn)-=0, 

wobei  Äj,  Äj...i\  Grössen  bezeichnen,   deren  Beträge  kleiner 
sind  als  h. 

Scrrct,  Differential-  und  Integral •  Beohnung.   I.Bd.  20 
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Desgleiclien  kann  aber  das  System  2)  ersetzt  werden  durch 

oder:  •  •  •  9>'  (^  +  *«)  -  ^'(^  +  ^'i)  -  0, 

3)  (p(a;)-0,  9)'(a;  +  *i)-0,  ^"(ar  +  g  - 0...(p"(a;  +  y-»0- 

Die  Beträge  von  l^  >..ln  sind  auch  noch  kleiner  als  h. 
Indem  man  so  fortföhrt,  ersetzt  man  schliesslich  das  System  1) 
durch  das  System 

4)  q>{x)^0,  ip'(x  +  \)^0,  9"(x  +  Ü«0...<p«(fl;+j}„)-0 

Sämtliche  Grössen  Äi,Z2...|>„,  welche  von  \^h^...h„ 
abhängen,  sind  dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  als  h. 
Lässt  man  nun  h  und  damit  auch  \,  h^  .,,hn  nach  null  kon- 
vergieren ^  so  konvergieren  zugleich  auch  ^i,  Zg  •••i'n  n^ch  null 
und  das  System  4)  reduziert  sich  auf 

5)  9>W-0,  ^'(a;)-0,  9"(x)-0...9«(rc)-»0, 

d.  h.  auf 

.  dt/  ^  dy      dV       d^y       d^y'      d^y 

^^^'    di      dx'     dx^  "  dx^  '"  dx""  "  da?»' 

Sonach  haben  die  Kurven  im  Punkte  M  eine  Berührung 
^ter  Ordnung. 

Es  verdient  auch  bemerkt  zu  werden,  dass  der  Beweis 
gültig  bleibt,  wenn  x  eine  variabele  Grosse  bedeutet,  die  nach 
einer  Grenze  |  konvergiert.  Alsdann  verändern  sich  alle 
Punkte  Jtf ,  JMi ,  M^...  Mn  in  willkürlicher  Weise  und  kon- 
vergieren nach  demselben  Grenzpunkte  Sät. 

216.  Oskulierende  Gerade.    Oskulierender  Kegelsohnitt* 

Die  Gleichung  einer  Geraden  enthält  nur  zwei  Eonstanten. 
Man  kann  daher  zwischen  einer  gegebenen  Kurve  und  einer 
Geraden  in  einem  beliebig  gegebenen  Kurvenpunkte  nur  eine 
Berührung  erster  Ordnung  herstellen.  Die  oskulierende  Ge- 
rade einer  Kurve  ist  also  in  jedem  Punkte  nichts  anderes  als 
die  Tangente  der  Kurve.  Dieses  Resultat  findet  man  auch 
nach  der  allgemeinen  Regel.     Denn  ist 

die  allgemeine  Gleichung  einer  Geraden,  so  hat  man 
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dt/ 

-l  =  «' 
und  da  die  Bedingangen  der  Berülirang  in  einem  Punkte  mit 
der  Abscisse  x  die  folgenden  sind: 

,    .         dt/       dy 

80  erhält  man  für  die  Eonstanten  a  und  h  die  Werte: 
dy      -  dy 

Die  Gleichung  der  oskulierenden  Geraden  wird  demnach 

wenn  g  und  17  die  laufenden  Koordinaten  bedeuten. 

Die  allgemeine  Eegelschnittsgleichung  enthält  fQnf  will- 
kürliche Eons  tauten;  mithin  hat  der  oskulierende  Kegelschnitt 
einer  gegebenen  Kurve  eine  Berührung  vierter  Ordnung  mit 
dieser  Kurve.  In  gewissen  besonderen  Kurven  kann  die  Be- 
rührung auch  Yon  höherer  Ordnung  werden.  So  hat  z.  B. 
eine  Kurve  dritter  Ordnung  im  allgemeinen  21  Punkte,  in 
denen  die  oskulierenden  Kegelschnitte  je  eine  Berührung  fünfter 
Ordnung  mit  der  Kurve  besitzen.  Diesen  Satz  hat  Steiner 
zuerst  aufgestellt.  (Einen  algebraischen  Beweis  s.  Serret: 
Höhere  Algebra  Bd.  II;  femer  Clebsch,  Journal  f.  Math. 
Bd.  63  u.  64.)  Wenn  man  Kegelschnitte  betrachtet,  welche  noch 
anderweitigen  bestimmten  Bedingungen  genügen ^  so  wird  die 
Zahl  der  willkürlichen  Konstanten  kleiner  als  5,  und  die  os- 
kulierende Kurve  hat  im  allgemeinen  nicht  mehr  eine  Berüh- 
rung vierter  Ordnung:  Dieser  Fall  tritt  ein,  wenn  man  z.  B. 
nur  Parabeln  betrachtet,  welche  von  vier  Konstanten  abhängen, 
oder  Kreise,  welche  drei  Konstante  enthalten,  und  die  wir 
nun  genauer  untersuchen  wollen. 

Der  oskulierende  Kreis. 

217*  Die  allgemeine  Gleichung  eines  Kreises  enthält,  drei 
Konstanten,  nämlich  die  Koordinaten  ^1,^1  des  Mittelpunktes 
und  den  Radius  B,     Man  kann   daher  nur  eine   Berührung 

20* 
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zweiter  Ordnung  in  einem  Punkte  Xy  y  einer  gegebenen  Kurve 
mit  einem  Kreise  herstellen,  und  die  Bedingungen  dieser  Os- 
kulation  sind: 
n  «»»«     il     ^     ^     ^ 

wenn  if  die  Ordinate  des  Kreises  bezeichnet.    Die  Gleichung 
desselben  ist 

(ap-x,)«+(y'-yi)«-l?», 

und  differentiiert  man  dieselbe  zweimal,  so  folgt: 


^H^(Ä)  +  y-.)S-o. 


Ersetzt  man  in  diesen  drei  Gleicliungen  die  Grössen  y',  -j-t 
-^^  durch  ihre  Werte  gemäss  den  Gleichungen  1),  so  erhält 
man  die  drei  folgenden: 


2) 


durch  welche  die  Koordinaten  x^^  y^  des  Mittelpunktes  und 
der  Radius  B  des  im  Kurvenpunkte  Xy  y  oskulierenden  Kreises 
bestimmt  werden. 

Diese  Gleichungen  sind  aber  genau  dieselben,  wie  die, 
durch  welche  der  Krümmui^skreis  bestimmt  wird;  es  folgt 
also,  dass  der  oskulierende  Kreis  mit  dem  Krümmungskreis 
identisch  ist. 

Der  oskulierende  Kreis  durchschneidet  im  allgemeinen 
die  Kurve  bei  seiner  Berührung,  denn  die  Ordnung  derselben 
ist  eine  gerade.  Indessen  kann  die  Berührung  auch  in  be- 
sonderen Punkten  von  dritter  Ordnung  werden,  und  alsdann 
bleibt  der  Kreis  in  der  Umgebung  des  Berührungspunktes 
ganz  auf  der  nämlichen  Seite  der  Kurve* 
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Die    allgemeinen    Betrachtungen    des   §  214    fahren    zu 
folgenden  Sätzen: 

1.  Der  in  einem  bestimmten  Kurvenpunkte  oskulierende 
Kreis  ist  die  Grenze,  nach  welcher  der  Kreis  konvergiert, 
welcher  die  Kurve  in  diesem  Tunkte  berührt  und  noch  durch 
einen  zweiten  Punkt  hindurchgeht,  wenn  dieser  ztveite  Punkt 
sich  unbegrenzt  dem  ersten  nähert  und  dabei  stets  auf  der 
Kurve  bleibt 

2.  Der  in  einem  bestimmten  Kurvenpunkte  oskulierende 
Kreis  ist  die  Grenze^  nach  welcher  ein  Kreis  konvergiert^ 
welcher  durch  diesen  Punkt  und  durch  zwei  andere  Kurven- 
punkte  hindurchgeht^  wenn  diese  letzteren  beiden  unbegrenzt 
dem  ersten  sich  nähern,  und  dabei  stets  auf  der  Kurve  bleiben. 
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Fig.  St. 

^-^ 

V 

0 

9           ^S. 

P        •*' 

Die  Fläche  der  Kegelschnitte. 

218.   Wiewohl  die  Messung  der  von  Kurven  begrenzten 
Fläclien   der  Integralrechnung  angehört,  so  wollen  wir  doch 
hier  bereits  einige  der  einfachsten  Fälle  und 
insbesondere  die  Kegelschnitte  behandeln. 

Die  Parabelfläohe.  Es  sei  die  Fläche 
des  Segmentes  MOM^  zu  bestimmen,  welche 
-j:  zwischen  dem  Parabelbogen  %nd  seiner  Sehne 
enthalten  ist.  Zur  a;-Axe  wählen  wir  den 
Durchmesser  Ox^  der  durch  die  Mitte  P  der 
Sehne  MM^  geht,  und  zur  y-Axe  die  Tangente  Oy  im  End- 
punkte dieses  Durchmessers. 

Sind  o;,  y  die  Koordinaten  eines  Punktes  M^  der  als 
variabel  gedacht  ist,  und  ®  der  Koordinatenwinkel,  so  wird 
das  DiflFerential  der  Fläche  OMF^u  (§  187): 

du^  ydx  sin  6. 
Die  Gleichung  y^  -»  2px  der  Parabel  ergiebt  aber 

y^y2p'X^ 
also  ist:  ^ 

du  =-  Y2p  •  sinö  •  x"^  dx. 

1  2       8 

Da  nun  x"^ dx  das  Differential  von  -^x^  ist,  so  hat  die  Fläche  u 

o  2  s 

das   nämliche   Differential   wie   die   Funktion  -^  |/2Jp  sin  6  x^ 

und  unterscheidet   sich  daher  von    dieser  Funktion  nur  um 
eine  Konstante.     Andererseits  werden  aber  beide  Funktionen 
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fUr  a;  —  0  ebenfalls  null;  mithin  muss  diese  Eonstante  gleich 
null  sein  und  man  erhält: 


u  =  >.-  y2px  •  a;  sin  0    oder 


u  —  -^  xy  sin  0. 
6 


Diese  Gleichung  besägt,  dass  die  Fläche  OMP  gleich  -5- 

der   Fläche    des   Parallelogrammes   OMPQ   ist,  welches   mit 

den  Koordinaten  des  Punktes  M  gebildet  ist.   Desgleichen  ist 

2 
die   Fläche  OM^P  gleich  -^  des   Parallelogrammes   OPM*Q\ 

2 

mithin  ist  das  Segment  31 OM'  auch  gleich  -^  des  Parallelo- 
grammes MM'Q^Q. 

319.  Die  EUipsenfläohe.  Eine  Ellipse  sei  bezogen  auf 
ihren  Mittelpunkt  und  ihre  Hauptaxen; 
2a  und  2b  seien  die  Längen  der  Axen, 
und  es  werde  die  Fläche  u  gesucht, 
welche  zwischen  den  beiden  Axen  Ox, 
O3/,  dem  Bogen  BM  und  der  Ordinate 
MP  liegt.  Wird  der  Kreis  konstruiert, 
welcher  die  grosse  Axe  2  a  zum  Durch- 
messer hat,  und  mit  u*  die  Fläche  be- 
zeichnet^ die  zwischen  den  Axen  Ox 
und  Oy,  dem  Kreisbogen  B'M*  und  der  Ordinate  M^P  liegt, 
so  ist 

du'^ydx^    du^  -=  y^dx. 

Da   aber  t/   und   y   die   Ordinalen   des   Kreises   und  der 


Ellipse  sind,  so  ist  —  - 


f 


also 


du  ^  —  du!, 
a 


Mithin  haben  die  Grossen  u  und  —  ti'  dasselbe  Differential, 

a  ' 

und  weil  sie  gleichzeitig  mit  x  verschwinden,  so  sind  sie  not- 
wendig selbst  unter  einander  gleich,  d.  h.  es  ist 

&     f 
a 

Die    ganze   Kreisfläche  ist  ?ra',  die   ganze  Elipsenfläche 
demnach  nah. 
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220*   Die  Hyperbelfläohe.   Wir  betrachten  eine  Hyperbel^ 
Fig.  85.  die   anf  ihre   beiden   Asymptoten   als 

Eoordinatenaxen     bezogen     ist;     ihre 
Gleichung  wird 

xy  =»  m\ 

u  bezeichne  die  Fläche,  die  zwischen 
~W    3    ?  ^  der  Kurve,  der  a:-Axe  und  den  Ordi- 

naten  AC^  PJfcf  liegt;  von  den  letzteren  ist  die  eine  fest,  die 
andere  variabel  gedacht.    Es  ist 

du  ■=  y  da;  sin6  =-  m*  sin  0 

X 

dx 

—  ist    aber    das    Differential    des    natürlichen  Logarithmus 

X 

von  x\  also  ist 

w  =•  w*  sin  0  ?  (a?)  +  Konst. 

Die  Fläche  u  muss  null  werden,  wenn  x  gleich  der  Ab- 
scisse  Xq  des  Punktes  C  ist,  folglich  ist 

0  —  m*  sin  0  Z  {x^  +  Konst.     oder    Konst.  -«  —  m*  sin  0  Z  {x^. 

Demnach  wird 

w  «=  w*  sin0Z 

Ist  die  Hyperbel  gleichseitig,  so  ist  0  —  90^.  Wählen 
wir  also  als  feste  Anfangsordinate  die  des  Scheitels  C  der 
Hyperbel,  und  setzen  wir  m  gleich  der  Längeneinheit,  so  wird 

Die  durch  die  verschiedenen  Ordinalen  der  gleichseitigen 
Hyperbel  begrenzten  Flächen  sind  also  gleich  den  Logarithmen 
der  ent^echenden  Abscissen.  Auf  Grund  dieser  Eigenschaft 
heissen  die  natürlichen  Logarithmen  auch  die  hyperbolischen. 


Das  Bogenelement  der  Kegelschnitte. 

221.  Das  Bogenelement  der  Ellipse.  Die  Koordinaten 
einer  Ellipse,  bezogen  auf  Mittelpunkt  und  Hauptaxen,  lassen 
sich  als  Funktionen  eines  variabelen  Winkels  q)  durch  die 
Gleichungen 
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X  '^  a  siaq),    y  —  6  cos q) 

ausdrücken;  a  und  b  sind  die  Längen  der  Halbaxen,  9  die 
excentrische  Anomalie^  gerechnet  von  der  kleinen  Axe.  Kon- 
struiert man  nämlich  den  konzentrischen  Kreis  mit  dem  Durch- 
messer 2a;  so  wird  der  zu  einem  Punkte  M  der  Fläche  zu- 
gehörige Winkel  q)  gefanden,  indem  man  die  Ordinate  PM 
(Figur  in  §  219)  bis  zu  ihrem  Durchschnitte  M^  mit  diesem 
Kreise  verlängert;  es  ist  alsdann  LB^OM'^q).  Aus  den 
obigen  Gleichungen  folgt 

dx  ^  a  cos  g)  dy,    dy  —  —  6  sin  ^  d^, 
ds  =-ya*  cos^9  +  ^*  sin^fp  dg). 
Bezeichnet  man  mit  k  die  Excentricität^  d.  h.  das  Ver- 
hältnis }  so  gewinnt  dieser  Ausdruck  die  Form: 


1)  eis  =-  a  )/l  —  A*  sin*^  dq>9 

statt  der  man  auch  schreiben  kann: 

Qx  d£  d<p ,  j      sia^q>  d(p 

a   "  yi-k^8m^(p  yi-Jfc'sin^^' 

Bisweilen  ist  es  auch  notwendig^  d$  als  Funktion  des 
Winkels  A  zu  bestimmen ^  den  die  Normale  der  Kurve  mit  der 
a;-Axe  bildet.     Nach  den  vorigen  Formeln  wird: 

tangA"-^^ -|-cotg9>,     tangy  -  |- cotgA, 
also: 

a*  cos*  9  +  &*  sin*  9 


und 

Also  folgt 

oder: 


a'cos^A  +  6*  sin*A 
,  a  cos*9  ,,  ahdX 


b   sin*  A  a*  cos*  A  +  &*  sin*  A 

a*6*rfA 


ds 


ds  = 


(a*C08*A-|-6*sin*A)8 
6*  dX 


^  (l-Ä*sin*A)l 
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dk   ist   nichts    anderes   als  der   Eontingenzwinkel,    und    also 

ds 
stellt  -jT  den  Krümmungsradius  dar. 

222.  Das  Bogenelement  der  HyperbeL 

^^^•^-  Für  das   Differential  des   Hyperbelbogens 

^       mr>^    ^^^^  °i8^  einen  ganz  ähnlichen  Ausdruck 

wie  bei  der  Ellipse  aufstellen.   Wählen  wir 

zur  X'Aze  die  Hauptaxe,  welche  die  Kurve 

^    nicht  schneidet,  zur  y-Axe  die  andere,  und 

bezeichnen  wir  mit  2a  die  Länge  der  ersten 

Axe,  mit  26  «=  ,  '2a  die  Länge  der 

zweiten,  so  wird  die  Gleichung  der  Kurve 

Die  Koordinaten  a;,  y   lassen   sich   als   Punktionen   eines 
Winkels  (p  ausdrücken,  indem  man 

alc 


a: -=  a)/l  — Ä*  tang9?,    y« 


yi  —  Ä^sin^y 


yi-Ä*  cos  9? 

setzt.    Dieselben  genügen  bei  jedem  Werte  von  q)  der  Kurven- 
gleichung.    Hieraus  folgt: 

(?:r-a)/rrp_^,    dy^aV^^^ ^fil=^d<p, 

cos*9       ^  cos*9)/l-Ä;«sinV 

und  es  wird 

1)    ds^Ydx'+dy^  -  a)/r=^ /^ 

cos*  9  y  1  —  Ä*  sin*  9? 

Durch  den  Endpunkt  M  des  Bogens  5,  dessen  Anfang 
wir  im  Scheitel  Ä  der  y-Axe  annehmen,  legen  wir  die  Tan- 
gente MP  und  fällen  vom  Mittelpunkte  die  Senkrechte  OP 
auf  dieselbe.     Die  Gleichung  der  Geraden  OP  wird 

Tjkamq)  +  l  Yl  —  Ä*  sin*  q)  -=  0. 

Bezeichnet  t  die  Strecke  MP  der  Tangente,  welche   die 
Entfernung  des  Punktes  M  von  der  Geraden  OP  misst,  so  ist 
a 


t^ 


=  tang  9?  ]/l  —  Ä*  sin*  9, 


l/T-Ä* 

und  differentiiert  man  diesen  Ausdruck,  so  folgt: 
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2)  di^aVT^h^ /^         — 

cos*  9?  yi  —  k*  sin^g? 

a¥     /         dqp sin*  <p  dq>    \ 

Subtrahiert  man  nun  die  Gleichung  2)  von  der  Qleich- 
ung.l),  so  wird 

^      ^  l/l-JkAv^l-Ä^sinV     Kl-Ä»sinV 

Die  Grösse  t  ist  eine  algebraische  Funktion  der  Koordinaten, 
und  man  sieht,  dass  das  Differential  der  Differenz  s—t  eine 
ähnliche  Form  hat;  wie  das  Differential  des  EUipsenbogens. 


Das   Differential    des    Farabelbogens    und    seine 
Beknfikation.     Es  sei 

y* «  2px 

die  Gleichung  einer  Parabel,  bezogen  auf  ihre  Hauptaxe,  und 
die    Scheiteltangente;    ferner   a   der  Winkel  Fig.  87. 

zwischen  der  Tangente  und  der  :r-Axe,  so  ist        y 

tanga«^-  — — j 
^         dx       y 

oder 

y^p  cotg  a,    ^  "  2  ^^*** "' 
Hieraus  folgt: 

-  pda        -  pcotstada 

^  sm*a  sm^a 

Bezeichnet  man  ferner  mit  s  den  Bogen  der  Kurve  Tom 
Scheitel  an,  so  wird 

1)  ds  — -A-ä — 

Wir  setzen  das  negative  Zeichen  vor  diesen  Ausdruck, 
weil  die  Quadratwurzel^  welche  das  Zeichen  Plus  oder  Minus 
hat,  fortgefallen  ist  und  s  eine  abnehmende  Funktion  ist;  wenn 
a  wächst. 

Bezeichnen  wir  mit  t  die  Länge  der  Tangente  zwischen 
dem  Berührungspunkte  M,  der  zugleich  Endpunkt  des  Bogens  s 
ist,  und  dem  Schnittpunkt  P  mit  der  y-Axe,  so  ist 
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t^ oder    t'^^    .  ,    > 

demnach  ,  , 

2)  d,_|4^_,^. 
'^  2   sma  sin'a 

Subtrahiert  man  diese  Gleichung  Ton  der  Gleichung  1), 
so  folgt: 

3)  dis-t) 1-4^. 

'  ^        ^  2   sma 

Im  §  44  wurde  gezeigt,  dass  -r —  das   Differential   von 
l  ( tang -^  a\  ist,  mithin  ist 

s  — /  —  —  ~-  jftang^  aj  +  Konst 

Der  Bogen  s  und  die  Strecke  t  verschwinden  für  «  ^  -p» 
folglich  ist  die  Eonstante  null  und  man  bat 


4)  s-<-|i(tangla). 


224.  Dies  Resultat  giebt  ohne  weiteres  die  Lösung  eines 
nicht  uninteressanten  Problemes.  Die  Linie  PjF^  welche  den 
Punkt  P  mit  dem  Brennpunkte  der  Parabel  yerbindet,  steht 
senkrecht  zur  Tangente  M.T  und  ihre  Länge  ist 

2sina 
Wählen  wir  nun  den  Punkt  J  auf  der  Verlängerung  von  M.T 
so,  dass  MJ  gleich  dem  Bogen  s  ist,  so  wird 

/p«s-^-~^  j(tangia). 

Wenn  wir  jetzt  die  Linie  JS  senkrecht  zu  JT  kon- 
struieren und  die  beiden  Geraden  JT  und  JS  zu  Eoordinaten- 
linien  machen,  so  werden  die  Koordinaten  x^  y  des  Brenn- 
Punktes  li'  P,f,        ^    \ 

Aus  der  zweiten  Gleichung  folgt 
oder  '    ""teng^a,    e'-cotg^-a, 
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sina 
und  auf  Grund  der  ersten  Gleichung  wird  also: 

5)        e^+e    '^^^    oder    y^^(e'^+e    ''). 

Es  ist  nun  leicht  einzusehen,  dass  dies  die  Gleichung  der 
Kurve  wird,  welche  der  Brennpunkt  beschreibt,  wenn  die 
Parabel;  ohne  zu  gleiten,  auf  der  festen  Geraden  JT  rollt. 
Diese  Kurve  ist  die  KeUenlinie. 


Der  Erflmmimgsradins  der  Kegelschnitte. 

225.  Die   allgemeine  Gleichung   der  Kegelschnitte   kann 
immer  auf  die  Form 

1)  y*— 2pa;  +  g'x* 

gebracht  werden,  wobei  x  und  y  rechtwinklige  Koordinaten 
sind.  Es  ist  dies  die  Scheitelgleichung  der  Kurve.  Durch 
zwei  aufeinander  folgende  Differentiationen  erhält  man: 

2)  y^^p+i"^^ 


Multipliziert  man  die  Gleichungen  1)  und  3)  und  sub- 
trahiert man  alsdann  die  Gleichung  2),  nachdem  dieselbe  ins 
Quadrat  erhoben  ist,  so  folgt 


Der  Ausdruck  für  den  Krümmungsradius 

Mm 


B 


d*y 
wird  folglich:  X 


2 


P" 
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Nun  ist  aber 


^+K^)'-^. 


wenn  N  die  Länge  der  Normalen  bedeutet,  folglich  ist 

Der  Krümmungsradius  der  KegelsckniMe  ist  also  dem  Kubus 
der  Normalen  proportioncU,  letztere  gerechnet  vom  Berühru/ngs- 
punkte  bis  mm  Durchschnitt  mit  der  Axe. 

Die  Gleichung  2)  giebt  zum  Quadrat  erhoben: 

und  folglich  ist 
5)  N'^p^+{l  +  q)y\ 

wodurch   man  also   den  Krümmungsradius   als  Funktion  Yon 
einer  der  beiden  Koordinaten  ausdrücken  kann. 

Ein  anderer  bemerkenswerter  Ausdruck  für  R  wird  er- 
halten, wenn  man  den  Winkel  y  einführt,  den  die  Normale 
mit  dem  yon  einem  Brennpunkt  ausgehenden  Radiusvektor 
bildet.  Bezeichnet  man  mit  q  diesen  Radius  und  mit  o  den 
Winkel^  den  er  mit  der  rc-Axe  bildet,  so  hat  man  bekanntlich 


1       l  +  VT+"gcosö)       ,,  dg       yi+q 


smo 


-j     daher     -^  = d(o. 


9  p  9'  P 

Der  Winkel  y  ist  nun  bestimmt  durch  die  Gleichung 

und  wird  demnach  hier 


tangy  =-  l-^^^mfo  ^  ^^  J^- 
p  p 

Die  Gleichung  5)*  reduziert  sich  also  auf 


6)  2^  = 


P 


cosy 

Die  Projektion  der  Normalen  auf  den  von  einem  Brenn- 
ptmkt  ausgehenden  Badiusvektor  ist  also  bei  einem  Kegelschnitte 
konstant  und  gleich  dem  Parameter, 


Digitized  by 


Google 


Anwendungen  der  Theorie  ebener  Kurven. 


319 


Der  Ausdruck  4)  für  den  Erümmungsradius  wird,  indem 
man  N  durch  seinen  Wert  aus  der  Gleichung  6)  ersetzt: 
p  .         ^  N 


7) 


R> 


cos'y 


oder     B  « 


cos^y 


226.  Die  letzte  Formel  führt  zu  einer  einfachen  Kon- 
struktion des  Erümmungsradius.  Man  ziehe  die  Normale  in 
M  bis  zu  ihrem  Durchschnittspunkt  N  mit 
der  Brennpunktsaxe  und  verbinde  den  Punkt  y 
M  mit  dem  Brennpunkte  -F,  alsdann  er- 
richte man  in  N  die  zur  Normale  Senkrechte 
NG  bis  zu  ihrem  Durchschnitt  G  mit  dem . 
Radiusvektor  MF  und  konstruiere  endlich 
im  Punkte  G  das  Lot  GG  auf  dem  Radius^ 
bis  es  die  Normale  in  C  schneidet,  so  wird 
der  Punkt  C  der  Erümmungsmittelpunkt  des  Punktes  M. 
Denn  es  ist 

MN        N  .     -.^      MG         N 

•■ = imd     MC  ^^ ■= — «— ) 

cos  y      cos  y  cos  y       cos'  y 

folglich 


MG 


MC^R. 


Die  Evolute  der  Eegelsclmltte. 
227.   Evolute  der  Ellipse.    Aus  der  Flächengleichung 


1) 


o*  ^  6« 


folgt  durch  EKfiferentiation: 


X 


:?  + 


y  dy 
b*  dx 


-0, 


oder: 

femer: 

1  + 
wenn  man 


o«  "^  6«  \dxJ  ■*"  6«  dx*        ' 


dx 


6»  X 
o*   y 


\dx)  ' 


a*f+b*a^ 


d*y ¥_ 

dx'  "      a^y*' 

b*(a*-e'x')      &*+c»y» 


a*y» 


a^y* 


aW 


setzt    Die  Gleichungen: 


cS-a«-6« 
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1  + 


X  — 


(H)' 


dx 


y  + 


'+(^)' 


dx^  dx* 

für    die    Koordinaten    des    Erümmungsmitielpunktes    werden 
folglich:                          ^^                   ^  , 
2)  x,^   -i-,    y, jj- 

Nimmt  man  also  c*  positiv  an,  d.  h.  a^>  b^,  und  setzt  man 


a, 


a 


»,-;-. 


80  folgt  aus  den  Gleichungen  2)  auf  Grund  der  Gleichung  1) 

welches   die   gesuchte  Gleichung   für   die  EUipsenevolute  ist. 
Diese  Evolute  GHG'H^  hat  als  Symmetrieaxen  die  Haupt- 
Fig.  «9.  axön  der  Kurve,  und  die  Punkte  GG\ 

in  denen  sie  die  Brennpunktsaxe 
schneidet,  liegen  zwischen  den  Brenn- 
punkten FyF'  der  Ellipse,  weil  a^<c. 
^  Femer  erkennt  man  aus  den  Gleich- 
ungen 2),  dass  jeder  Quadrant  der 
Ellipse  und  der  entsprechende  Qua- 
drant der  Evolute  in  den  zwei  Neben- 
winkeln gelegen  sind,  welche  mit  der  nämlichen  Richtung  der 
a;-Axe  und  den  beiden  entgegengesetzten  Richtungen  der 
y-Axe  gebildet  werden.  Auch  kann  man  bemerken^  dass  die 
Evolute  ganz  innerhalb  der  Fläche  liegt,  wenn  b^Kb  oder 

— ^<6,     d.h.    a<by~2 

ist.     Sie  tri£Pt  die  Ellipse  in  den  Scheitelpunkten  der  kleinen 

Aie,  wenn  a«&l/2 

ist;  sie  schneidet  die  Ellipse  in  vier  Punkten,  wenn 

a>by2 
ist.    Die  Krümmungsradien  der  Ellipse  in  den  Endpunkten  der 
kleinen  und  der  grossen  Axe  sind  bezüglich  b  +  bi  und  a—a^ 
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oder  -r-  und  — •    Die  Länge  eines  Quadranten  der  Evolute  ist 
0  a 

folglich  a*       b^       a^-6% 

b        a  ab 

DiflFerentiiert  man   die   Gleichung  3)   zweimal,   so   folgt, 

indem  man  doc^  -»  Eonst.  setzt: 

a,  \aj     ■*"6i  \bj       dx,      ^' 

Sa^*  \aj  3V  \6i/      VdiCi/  "^  fei  \^  ^       dx,^  ""  "^ 

und  hieraus: 

dvi M    yJ     ^  fti» 

Der  Krümmungsradius  R^  der  Evolute  wird  also 

3vj^»(«i»^i»  +  fei»yi»)* 

Der  Wert  -~^  ist  null  in  den  Schnittpunkten  G,  6r'  mit 

der  grossen  Axe,  und  unendlich  in  den  Schnittpunkten  H,  W 
der  kleinen  Axe.  Hieraus  erkennt  man,  dass  diese  vier  Punkte 
Bückkehrpunkte  erster  Art  sein  müssen.  In  j^dem  derselben 
wird   der  Krümmungsradius  R^   gleich  null.     Der  Wert  von 

d^y 

-r-^g  hat  immer  dasselbe  Vorzeichen  wie  y^.     Die  Evolute  ist 

demnach  stets  konvex  nach  der  Abscissenaxe  gerichtet. 

228.  Evolute  der  Hyperbel.  Bei  der  Rechnung,  die  uns 
zur  Gleichung  der  Ellipsenevolute  führte,  braucht  h^  nicht  als 
positiv  angenommen  zu  werden;  sie  gilt  daher  auch  für  die 
Hyperbel.  Schreibt  man  —  6*  an  Stelle  von  6*,  so  erhält  die 
mit  (?  bezeichnete  Grosse  den  Wert 


*  Die  L&nge  eines  Teiles  der  Evolute,  in  welchem  ein  Bückkehr- 
pnnkt  liegt,  kann  nicht  durch  die  Differenz  der  zu  den  Endpunkten  ge- 
hörigen Krümmungsradien  dargestellt  werden,  weil  diese  sich  längs  des 
Bogens  nicht  mehr  bloss  in  demselben  Sinne  ändern.  Dieser  Einschrän- 
kung unterliegt  auch  der  allgemeine  Satz  pag.  288. 

Serret,  Differential-  und  Integral- Rechnung.    I.  Bd.  21 
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und  die  Gleichungen  1)  und  3)  des  vorigen  Paragraphen  werden: 


1) 

2) 


«1  —  + 


a*       6«  "  ^' 

6* 

Die  Gleichung  1)  stellt  die  Hyperbel,  die  Gleichungen  2) 
die  Koordinaten  des  Erümmungsmittelpunktes  derselben  dar. 
Setzt  man  wie  früher: 


^       a 


6l-=y, 


SO  giebt  die  Elimination  von  x  und  y: 


3) 


(^)'-(t) 


Man  erkennt  leicht  rermittelst  dieser  Gleichungen,  dass 
Fig.  40.  die  Hyperbelevolute  aus 

zwei  unendlichen  Ästen 
HGK,E'&K'  besteht, 
7  die  zu  den  beiden  Axen 
X  symmetrisch,  und  nach 
K  der  reellen  Axe  konvex 
gelegen  sind.  Die  Punkte 
(t,  6r',  in  denen  sie  diese 
Axe  trifft,  sind  Rückkehrpunkte  erster  Art.  Sie  liegen  ausser* 
halb  der  Brennpunktsstrecke  FF\  weil  a^>  c  ist, 

229.  Evolute  der  Parabel.     Die  Scheitelgleichung 
y^-^2px 


ergiebt: 


also 


dy  ,^ 
dx 


d^ 
dx^ 


1  + 


(f)"-(>+$) 


2px  +  f 


und  hieraus  folgen  für  die  Koordinaten  x^^y^  des  Krümmungs- 
mittelpunktes die  folgenden  Werte: 
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Xt^  X  — 


[^^m]% 


3a;+p, 


1  + 


yi  =  y  + 


(dyV 
\dx) 


^ 


dx" 


oder: 


y fyiP*- 

Trägt  man   diese  Werte  in   die   Gleichung   der  Parabel 


^-^{^I-P)^ 


ein;  80  erhält  man  die  der  Evolute,  nämlich 

V 


8    {x,^p)\ 
^^       27        ü 


Flg.  41. 


1  _2 

— «yi»- 

3i)« 


Durch  Differentiation  folgt: 

dx^       f^^'  '    y^d^/' 

Diese  Gleichungen  beweisen^  dass  die 
Evolute  der  Parabel  aus  zwei  unendlichen 
Ästen  GKj  GL  besteht,  die  sich  im  Punkte  G  der  Hauptaxe 
yereinigen.  Dieser  Punkt,  dessen  Abscisse  gleich  p  ist,  ist 
ein  Bückkehrpunkt  erster  Art.  Die  Evolute  kehrt  die  konvexe 
Seite  der  Parabelaxe  zu. 

Die  Cykloide. 

230.  Die  Cykloide  wird  erzengt  durch  einen  festen  Punkt 
auf  der  Peripherie  eines  Kreises,  wenn  dieser  ohne  zu  gleiten, 
auf  einer  festen  unbegrenzten  Geraden  rollt. 

Zur  a;-Axe  wählen  wir  die  Gerade  Äx,  auf  welcher  der  ge- 
gebene Kreis  rollt,  und  zum  Anfangspunkte  einen  unter  den 
Punkten  A  auf  dieser  Geraden,  mit  welchen  der  erzeugende 
Punkt  der  Cykloide  zusammenfallen  kann.  Da  sich  die  Be- 
wegung des  rollenden  Kreises  unbegrenzt  fortsetzt  und  dabei 
immer  wieder  der  erzeugende  Punkt  auf  die  Basislinie  kommt, 
so  besteht  die  Cykloide  aus  unendlich  vielen  Teilen,  die  unter 

21* 
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eioander  kougruent  sind  and  auf  derselben  Seite  der  Geraden 

Ax^  zur  Rechten  oder  Linken  des 
Punktes  A  liegen.  Die  Gleichung 
der  Kurve  lässt  sich  leicht  ab- 
leiten. Die  t/-Axe  sei  senkrecht 
^zur  Abscissenaxe  Ax  gewählt,  es 
werde  ein  Punkt  Jlf  der  Cykloide  be- 
trachtet; bei  der  zugehörigen  Lage 
des  erzeugenden  Kreises  sei  E.  der 

Berührungspunkt  zwischen  Kreis  und  Basislinie. 
Es  seien  nun 

die  Koordinaten  von  M.  Wir  verbinden  diesen  Punkt  mit  dem 
Mittelpunkt  0  des  erzeugenden  Kreises  EMG  und  fallen  die 
Senkrechte  MI  auf  GH.     Dann  ist 

x^AH-PH^  AH-  MI, 

y^OH  -OL 
Bezeichnet  man  nun  mit  a  den  Radius  des  erzeugenden 
Kreises ;  mit  (p  die  jeweilige  Grösse  des  Wälzungswinkels,  d.  h. 
den  Winkel,  welchen   der  Radius  MO  mit  der  Richtung  OH 
bildet,  so  ist 

MI  «=  a  sin  g?,     Ol  =•  a  cos  <p. 

Nun   ist   die   Länge  AH  gleich   der  Länge   des   Bogens 
MH  ^  afp  gemäss  der  Definition  der  Cykloide.   Mithin  wird 

1)  a?  «=  a(<p  —  sing?),     y  ■=  a(l -— cosg?) 

und  man  erhält  alle  Punkte  der  Kurve,  wenn  man  der  Grösse  q> 
alle  Werte  zwischen  —  oo  und  +  oo  beilegt.  Die  zweite  der 
Gleichungen  1)  ergiebt: 


2) 
daher 

3) 


a  —  V 
cos  g>  — -} 


smg?  =- 


9?  =»  arccos 


V2ay 


a  —  y 


und   substituiert   man   diese  Werte   in   die  erste  der  Gleich- 
ungen 1),  so  folgt: 

4)  x^a  arc  cos —  "|/2ay  —  y*. 
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Die  Wurzel  kann  mit  dem  positiven  und  mit  dem  negativen 
Zeichen  genommen  werden,  je  nach  dem  Werte  von  (p. 

Die  Gleichung  4)  ist  die  Eurvengleichung  als  Relation 
zwischen  x  und  y.  Doch  ist  es  nicht  vorteilhaft,  sie  an 
Stelle  der  Gleichungen  1)  zu  setzen,  und  wir  behalten  daher 
die  letzteren  bei. 

231.  Tangente  und  Normale  der  Cykloide.  Aus  der 
DiflFerentiation  der  Gleichungen  1)  folgt: 

dx  ^  a{l  —  cos  (f)  dtp^ 
dy  '=  aainq)  dq>. 

Der  Ausdruck  für  die  Subnormale  N^  wird  auf  Grund 
der  Gleichungen  1)  und  5) 

6)  .   iV'-y^  =  asin9?«PÄ 

Hieraus  folgt,  dass  MH  die  Normale  der  Kurve  ist, 
und  dass  folglich  die  Gerade  JfG,  welche  den  Punkt  M 
mit  dem  Gegenpunkte  von  H  auf  dem  Kreise  verbindet,  die 
Tangente  ist. 

Dies  Ergebnis  führt  zu  einem  einfachen  Verfahren,  um 
die  Tangente  in  einem  beliebigen  Punkt  M  der  Cykloide  zu 
konstruieren.  Wir  bemerken  zunächst,  dass  das  Maximum 
von  y  gleich  2a  ist  und  jedesmal  eintritt;  sobald  q>  gleich  % 
oder  einem  ungeraden  Vielfachen  von  n  ist.  Da  aber  alles, 
was  von  einem  Teile  der  Kurve  ausgesagt  wird,  auch  für  alle 
anderen  gilt,  so  haben  wir  nur  den  Teil  zu  betrachten,  der 
seinen  Anfang  im  Punkte  A  hat.  Dann  gehört  zu  dem  Maxi- 
mum der  Wert  n:  —  jra;  das  ist  die  Mitte  der  Basis  der 
Cykloide.  Konstruiert  man  nun  über  der  Maximalordinate  CD 
als  Durchmesser  den  erzeugenden  Kreis  CmDf  und  legt  durch 
den  Punkt  M  die  Gerade  Mm  parallel  zu  Ax^  verbindet  man 
ferner  den  Punkt  m,  in  welchem  die  Gerade  den  Halbkreis 
CmD  schneidet,  mit  C,  und  zieht  endlich  durch  den  Punkt  M 
die  Gerade  MG  parallel  zu  mC,  so  wird  diese  Gerade  die 
gesuchte  Tangente. 

Vermittelst  der  Gleichung  3)  kann  man  dem  Ausdruck  für 
die  Subnormale  N^  die  Form  geben: 
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7)  N'^y2ay-f, 


und  da  die  Normale  N  gleich  YN^^  +  y^  ist,  so  wird 

N^V2^y, 
oder 

8)  N  =  2a  sin  -^  q>. 

Schreibt  man  in  der  Gleichung  7)  an  Stelle  von  N^  seinen 

Ausdruck  y  -=^j  so    erhält   man   die   Differentialgleichung   der 
dx 

Cykloide^  nämlich: 


»)  ■        ^-V- 


-y 


y 

Es  ist  mitunter  auch  von  Vorteil,  den  Anfangspunkt  der 
Koordinaten  in  den  Scheitel  C  der  Cykloide  zu  verlegen  und 
die  Geraden  GG  und  CD  als  x-  und  y-Axe  zu  wählen.  Man 
muss  alsdann  in  den  Gleichungen  a  durch  na  +  x,  und  y 
durch  2a  —  y  ersetzen.  Macht  man  z.  B.  diese  Substitution 
in  der  Gleichung  9),  so  wird 

^y  _  1  /    y 

dx       y  2a  -y 

Wir  haben  dabei  das  Zeichen  auf  der  linken  Seite  nicht 
geändert,  weil  das  Vorzeichen  auf  der  rechten  Seite  zweideutig 
bleiben  kann. 

232.  Quadratur  der  Cykloide.  Bezeichnet  man  mit  u 
die  Fläche,  welche  zwischen  der  Kurve,  ihrer  Basis  und  der 
Ordinate  MF  »  y  enthalten  ist,  so  ist 

du  =  y  da;  =  a*(l  —  cos  g>)*  dq>  =  a*(l  —  2  cos  9  +  cos* 9?)  d(p. 

Setzt  man 


so  wird 


cos* 9?  =  -^  (1  +  cos  2 9?), 
du  =  a* ( -^  —  2  cos 9?  +  -^  cos  2 q))  dq>. 


Die  rechte  Seite  ist,  wie  leicht  ersichtlich,  das  DiflFerential 
der  Funktion 

a*(  X  (p  -'2smq>  +  -j  sin  29?)- 
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Ferner  verschwindet  diese  Funktion  ebenso  wie  «  für 
9  «  0;  folglich  ist 

10)  w  «=  a*  ( -^  g>  —  2  sin  9?  +   .-  sin  2^?  j  • 

Will  man  die  ganze  Fläche  ü  bestimmen,  die  von  dem 
einen  Zweige  der  Kurve  und  der  Basis  begrenzt  ist^  so  hat 
man  9  «=  2;r  zu  setzen  und  dies  ergiebt 

11)  U^Zna\ 

Die  ganze  Fläche  eines  Zweiges  der  Cykloide  ist  demnach 
gleich  dem  Dreifachen  der  Fläche  des  erzeugenden  Kreises. 

233.  Bektiflkation  der  Cykloide.  Die  Gleichungen  5) 
im  §  231  geben 

dx^  +  dy^  «=  2a^ (1  —  cos  q>)  dq>^  •=  4a*  sin*  -^  q>  dq>*^ 
also 

12)  ds  «  2a  sin   -  9?  dq>. 

Die  rechte  Seite  ist  das  Differential  von  —  4a  cos-^g>; 
also  ist  j^ 

s  -»  —  4a  cos  ö^  9  +  Konst. 
z 

Wählt  man  den  Punkt  A  zum  Anfang  des  Bogens  s,  so 
wird  dieser  Bogen  null  für  9? «-  0;  mithin  ist 

0 4a  +  Konst., 

d.  h.  die  Konstante  ist  gleich  4a^  und  man  hat 

13)  s  =  4a(l  —  cos-^(p)  «  8a  sin*^-9. 

Die  ganze  Länge  S  eines  Zweiges  der  Kurve  ergiebt  sich 
für  9  =  2;r,  und  demnach  ist 

14)  S^Sa. 

Diese  Länge  ist  also  gleich  dem  Vierfachen  des  Durch- 
messers des  erzeugenden  Kreises. 

334.  Erümmungsradius  der  Cykloide.  Der  Winkel  ^  den 
die  Tangente  der  Kurve  mit  der  y-Axe  bildet,  ist  gleich  der 
Hälfte   des  Winkels  9?.     Hieraus  folgt,  dass  der  Kontingenz- 

winkel  gleich  —  dtp  und  der  Krümmungsradius 
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dq) 

ds  l 

ist.   Die  Gleichung  12)  ergiebt -j- «  2a  sin-x^9?,  und  dies  ist 

nach  Gleichung  8)  die  Länge  N  der  Normalen;  also  ist 

15)  R^2N, 

d.  h.  der  Krümmungsradius  ist  das  Doppelte  der  Normalen. 

235.  Evolute  der  Oykloide.  Aus  diesem  Resultate  lässt 
sich  ohne  Rechnung  die  Evolute  der  Cykloide  bestimmen. 
Wir  verlängern  den  Durchmesser  GH  des  Kreises  0  um  die 
Länge  HL  -  GH  unterhalb  der  Äxe  Ax  (Figur  in  §  230) 
und  konstruieren  über  HL  als  Durchmesser  den  Kreis  0\  der 
im  Punkte  N  die  verlängerte  Normale  MH  schneidet,  ferner 
ziehen  wir  an  diesen  Kreis  die  Tangente  LE  parallel  zu  Äx^ 
welche  die  Maximalordinate  CD  in  E  schneidet.  Aus  der 
Gleichheit  der  Winkel  MHG,  LHN  folgt  die  der  Bögen 
JfcfGr,  LN  und  der  supplementären  MH^  HN.  Die  Sehnen 
MH  und  HN  sind  ebenfalls  gleich,  und  folglich  ist  N  der 
zum  Punkte  M  gehörige  Krümmungsmittelpunkt.  Der  Bogen 
HN  ist  gleich  der  Länge  AH  und  also  das  Supplement  LN 
desselben  gleich  HD  oder  LE. 

Mithin  kann  die  Evolute  der  Cykloide  durch  einen  Punkt 
N  auf  der  Peripherie  eines  Kreises  mit  dem  Radius  a  erzeugt 
werden,  wenn  dieser  ohne  zu  gleiten  auf  einer  Geraden  EL 
rollt,  die  parallel  zu  Ax  in  der  Entfernung  2a  liegt^  derart, 
dass  die  Lagen  des  Punktes  N  auf  der  Geraden  EL  den 
nämlichen  Abscissenwerten  entsprechen,  wie  die  Maximal- 
ordinaten  der  ursprünglichen  Cykloide.  Die  Evolute  ist  also 
ebenfalls  eine  Cykloide,  welche  der  ersten  gleich  ist. 

Dasselbe  erkennt  man  auch  ohne  Benutzung  der  Gleich- 
ung für  den  Krümmungsradius.  Denn  während  MG  die  Tan- 
gente der  ersten  Cykloide  im  Punkte  M  ist,  ist  NH  die  Tan- 
gente im  Punkte  N  der  zweiten.  Diese  ist  also  die  Enveloppe 
der  Normalen  zur  ursprünglichen  Kurve,  und  folglich  die  Evo- 
lute derselben. 

Endlich  ergiebt  sich  auch  dieser  Satz  sehr  leicht  aus  den 
allgemeinen  Gleichungen  itir  die  Koordinaten  x^,  y^  des  Krüm- 
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mungsmittelpunktes.  Die  Differentiation  der  Gleichungen  5) 
in  §  231  liefert;  indem  dq>  als  konstant  genommen  wird: 

16)  d^x  »  a  sin  9?  dq?^    d^y  «  a  cos  <p  dg>^, 

und  mittelst  der  Gleichungen  5)  und  16)  werden  die  all- 
gemeinen Gleichungen  des  §  197: 

iCi  ■=  a  (g>  +  sin  9?),    y^ «  -—  a  (1  —  cos  9?). 

Verschiebt  man  nun  die  Eoordinatenaxen  parallel  zu  sich 
in  den  Punkt,  dessen  Koordinaten  x  ^  na  und  y  »  —  2a  sind, 
so  muss  man  an  Stelle  von  x^  und  y^  na  +  x^  und  —  2a  +  «/j 
schreiben^  und  wenn  man  gleichzeitig  9?^  +  tt  an  Stelle  Ton  q) 
einfährt;  so  erhält  man  die  Gleichungen: 

x^^a  isp^  —  sin  9?^),    y^  «  a  (1  -  cos  9?i), 

welche  in  der  That  eine  der  ursprünglichen  gleiche  Gykloide 
darstellen. 

236.  Diese  Eigenschaft  der  Cykloide  fQhrt  nun  auch  un- 
mittelbar zu  ihrer  Rektifikation.  Denn  der  Bogen  EN  der 
Evolute  ist  gleich  der  Differenz 

EC  -  MN  ^Aa-ia  sin  ^  9) 

zwischen  den  Krümmungsradien  der  Punkte  C  und  M.  Anderer- 
seits ersieht  man,  dass  der  Bogen  s^  AM  erhalten  wird, 
wenn  man  in  diesem  Ausdruck  n  —  g)  statt  9)  setzt;  also  ist 

s  ■=  4a  —  4a  cos  ^  9?  ■»  8a  sin*-^  9). 

Dieselbe  Eigenschaft  der  Cjkloide  liefert  noch  ein  Mittel, 
die  Quadratur  dieser  Kurve  zu  erhalten;  wir  beschränken  uns 
indess  auf  diese  Angabe,  welche  der  Leser  selbst  wird  aus- 
fahren können. 

Die  Epicykloiden. 

287.  Epicykloide  nennt  man  die  Kurve,  welche  von  einem 
bestimmten  Punkt  auf  der  Peripherie  eines  Kreises  erzeugt 
wird,  wenn  dieser  ohne  zu  gleiten  auf  einem  anderen  festen 
Kreise  rollt.  Die  Cykloide  gehört  also  zur  Klasse  der  Epi- 
cvkloiden:  bei  ihr  wird  der  Radius  des  festen  Kreises  unendlich. 
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Die  Epicykloide  heisst  eine  innere  oder  äusse^-e,  je  nach- 
dem sie  im  Innern  des  festen  Kreises  oder  ausserhalb  des- 
selben gelegen  ist.  Jede  Epicykloide  kann  vermittelst  zweier 
verschiedener  Kreise  erzeugt  werden^  die  auf  demselben  festen 
Kreise  rollen.  Die  Radien  dieser  beiden  Kreise  haben  ent- 
weder zu  ihrer  Summe  oder  zu  ihrer  Differenz  den  Radius 
des  festen  Kreises,  je  nachdem  es  sich  um  eine  innere  oder 
um  eine  äussere  Epicykloide  handelt 

Nehmen  wir  nämlich  an,  dass  die  innere  oder  äussere 
Epicykloide  erzeugt  sei  durch  einen   Punkt  M  des  Kreises  J, 


Fig.  43. 


der  auf  dem  festen  Kreise  0  rollt.  Es  sei  H  einer  der  Punkte 
des  festen  Kreises,  mit  denen  der  erzeugende  Punkt  zusammen- 
fallen kann,  und  Pein  bestimmter  Berührungspunkt  der  beiden 
Kreise.  Wir  ziehen  AM  und  konstruieren  über  den  Linien 
AO,  AM  das  Parallelogramm  0A3IA^]  wir  beschreiben  end- 
lich einen  Kreis  um  den  Punkt  A^  als  Mittelpunkt  mit  dem 
Radius  A^M.  Dieser  Kreis  wird  den  Kreis  0  in  einem  Punkte 
P'  berühren,  der  auf  der  Verlängerung  der  Linie  0-4'  gelegen 
ist.  Denn  bezeichnet  man  mit  r  den  Radius  des  Kreises  0, 
mit  a  und  a!  die  Radien  der  Kreise  A  und  A\  so  ist 

r  =  fl  +  a' 
bei  der  inneren  Epicykloide,  und 
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r  ^  d  —  a 

bei  der  äusseren.  Da  nun  die  Winkel  PAM,  FA!M^  POP^ 
gleich  sind,  so  ist 

arcPJf  _  arcP^Jf  ^  arc  PP^ 
a  a!  r 

also 

arc  P^M  ±  arc  PM      arc  PP^ 
cl  ±,a  ~~       r 

und  weil  a^ ±:a^r  ist,  so  ist 

arc  P'M±  arc  PM  -=  arc  PP\ 

Das  obere  Zeichen  entspricht  der  inneren,  das  untere  der 
äusseren  Epicykloide.    In  beiden  Fällen  aber  hat  man 

arcPJf  «arcPJT 

nach   der  Definition   für   die  Erzeugung  der  Kurve;   folglich 

ist  auch 

arcP'Jf^arcP'Ä, 

und  demnach  kann  die  Epicykloide  auch  erzeugt  vrerden  durch 
einen  Punkt  M,  sowohl  des  Kreises  Ay  als  auch  des  Kreises  Ä, 
die  auf  dem  Kreise  0  rollen. 

Dabei  ist  noch  folgendes  zu  bemerken:  Wird  eine  äussere 
Epicykloide  erzeugt,  indem  ein  Kreis  vom  Badius  a  auf  dem 
Kreise  r  rollt,  sodass  die  beiden  Kreise  sich  mit  ihren  konvexen 
Seiten  berühren,  wobei  a^r  sein  kann,  so  ist  a'—r+a  und 
der  zweite  erzeugende  Kreis  berührt  mit  seiner  konkaven  Seite  die 
konvexe  des  festen. 

Wird  eine  innere  Epicykloide  erzeugt,  indem  ein  Kreis  vom 
Badius  a  auf  dem  Kreise  r  rollt,  so  dass  die  konvexe  Seite  des 
beweglichen  die  konkave  des  festen  berührt,  so  ist  a  <^  und 
d  ^r  ^  a\  und  dieser  zweite  Kreis  liegt  ebenfalls  im  Innern  des 
festen. 

Geht  man  dagegen  von  einem  Kreise  a>  r  aus,  der  mit 
seiner  konkaven  Seite  die  konvexe  des  festen  berührt,  so  hat  man 
die  Formel  fttr  die  äussere  Epicykloide  anzuwenden,  jedoch  mit  Yer- 
tauschung  der  Vorzeichen  auf  der  rechten  Seite,  es  wird  a!^  a  —  r, 
also  r  ^  a  —  a\ 

238.  Beziehen  wir  die  Kurve  auf  zwei  rechtwinklige  Äxen 
OXj  Oy,  von  denen  die  erste  durch  den  Punkt  H  geht,  und 
bezeichnen  wir  mit  g?  den  Wälzungswinkel  MAP^  der  von  dem 
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Radius  AM  des  erzeugenden  Punktes  beschrieben  ist,  wenn 
sich  derselbe  aus  seiner  anfänglichen  Lage  HO  bewegt  hat^ 
—  dieser  Winkel  g?  kann  von  —  oo  bis  +oo  variieren,  denn 
die  Bewegung  kann  als  eine  unbegrenzte  betrachtet  werden  — , 
so  sind  die  Bogen  PM  und  FH  gleich  atp  und  der  Winkel 

POH  wird  gleich  ^. 

OQ  ^  X  und  MQ  ■=  y  sind  die  Koordinaten  des  Punktes  M. 
Fällt  man  AB  senkrecht  auf  Ox  und  MC  senkrecht  auf  AB^ 
so  ist,  nach  der  Figur: 

x^OB  +  MC,    y^AB-AC, 

und  die  Dreiecke  OAB,  OMC  ergeben: 


X 

=  {r± 

a) 

COS 

atp 
r 

T  a  cos 

(^ 

± 

y 

'={r± 

a) 

sin 

aq) 
r 

=F  (i  sin 

(? 

± 

.)■ 


Die  oberen  Zeichen  gelten  für  die  äussere,  die  unteren 
für  die  innere  Epicykloide.    Das  Verhältnis  —  werde  gleich  n 
gesetzt,  so  hat  man  fQr  die  äussere  Epicykloide: 
X       n  +  l 


1) 


a  n 

y  ^  n  +  l 
a  n 


cos  nq)  —  cos  (n  +  1)  qp, 
sin  nq)  —  sin  (n  +  1)  % 


und  diese  Formeln  gelten  auch  für  die  innere,  wenn  man  statt 
a,  w,  9?  die  Werte  —  a,  —  n,  —  g?  setzt. 

Die  Epicykloide  ist  eine   algebraische  Kurve,  wenn  die 

positive  oder  negative  Zahl  n  rational  ist.    Der  Fall  n  «=  —  -^ 

liefert  eine  innere  Cykloide,  die  eine  Gerade  ist.    Die  zweite 
der  Gleichungen  1)  wird  dann  y  —  0  und  die  Kurve  reduziert 

sich  auf  einen  Durchmesser  des  festen  Kreises.    Für  w  «=  —  -r 

4 

werden  die   Gleichungen   1),  wenn   man  a  in  —  a,  9?  in  —  9 
verwandelt: 
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a;  g?  3g> 

-  •«  3  cos  ^  +  cos  — i 
a  4  4 


4  cos'^  ,1 


-  «=  3  sm  ^  —  sm  -T^  =  4  sin*  ^, 
a  4  4  4' 

alsO;  wenu  man  97  eliminiert,  und  r  an  Stelle  von  4a  setzt: 

8  :»  a 


Im  Falle  n  < 


oder 


-  —  2C0SQP 

a 


X  3   +J/ 

1  hat  man 
cos  29), 


s  ^  *.  8 


1 
a 


2  sin  9  —  sin  29, 


X  —  a 


"ö —  —  cos  9  (1  —  cos  g>),    ^  «  sin g?  (1  —  cos  9). 

Führt  man  die    Polarkoordinaten  p  und  io  ein,    derart, 
a;  —  a  =-  p  cos  ö,    y  •=  p  sin  a>, 
so  folgt  aus  diesen  Gleichungen 

tang9  «=^  tango?   oder   9  «»  g} 
p  =  2a  (1  —  cos  cd)   oder    p 


dass 


und 


1 


4a  sin*  ^  o. 


Allgemein:  Jede  Epicykloide  wird  aus  unendlich  vielen, 
unter  sich  gleichen  Zweigen  gebildet,  und  die  Punkte,  in 
denen  diese  Zweige  auf  dem  festen  Kreise  enden,  sind  Bück- 
kehrpunkte. Die  Anzahl  dieser  Zweige  wird  eine  endliche 
und  die  ganze  Kurve  ist  in  sich  geschlossen,  wenn  das  Ver- 
hältnis n  -»  —  eine  rationale  Zahl  ist. 
r 

239.  Tangente    und   Normale    der    Epioykloide.      Die 

Differentiation  der  Oleichungen  1)  ergiebt: 

dx 

—  =  (n  +  1)  [sin  (n  +  1)  g?  —  sin  nq>\  dtp 

-  2  (n  +  1)  sin  I  cos  (^9  + 1-)  ^9» 

(n  +  1)  [cos  ntp  —  cos  (n  +  1)9]  dtp 
=  2  (n  +  1)  sin  ^  sin  [ntp  +  ^j  dg), 


2) 


also: 
3) 


dy^ 
a 


g  =  tang(n9.  +  |) 
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Diese  Gleichung  beweist,  dass  die  Tangente  im  Punkte  M 
der  Epicykloide  die  Gerade  MT  ist,  welche  den  Punkt  M  mit  dem 
Punkte  T,  dem  Gegenpunkte  von  P  im  Kreise  A^  verbindet. 
Denn  der  Winkel,  den  diese  Gerade  MT  mit  der  x-Axe  bildet, 
ist  gleich  der  Summe  aus  den  Winkeln  AOx^  OTM^  eine  Summe, 

die  stets  gleich  ngj-h^ist,  wenn  man  von   den  Vielfachen 

von  %  absieht.  Hieraus  folgt,  dass  die  Normale  im  Punkte  M 
der  Epicykloide  die  Gerade  MF  ist,  die  den  Punkt  M  mit 
dem  jeweiligen  Berührungspunkt  der  Kreise  0  und  A  ver- 
bindet. 

240.  Bektifikation  der  Epioykloide.  Addiert  man  die 
Gleichungen  2),  nachdem  man  sie  ins  Quadrat  erhoben  hat, 
und  zieht  man  die  Quadratwurzel  aus  der  erhaltenen  Summe, 
so  folgt: 

4)  -«2(n  +  l)8in|dg?, 

Ol  u 

also 

i  =  _  4  (m  H- 1)  cos  J  +  Konst. 

Nimmt  man  K  zum  An&ng  des  Bogens  s^  so  wird  s  zu- 
gleich mit  9  gleich  null;  die  Konstante  ist  also  4(n  + 1)  und 
man  hat: 

^  -  4  (n  + 1)  (l  -  cos  l)  -  8  (n  -f- 1)  sin«|. 

Um  die  Länge  S  eines  ganzen  Zweiges  der  Kurve  zu  er- 
halten, hat  man  9  »  2}r  zu  setzen,  und  es  wird 

5)  iS-=8(n  +  l)a. 

241.  Quadratur  der  Epicykloide.  Die  Gleichungen  1) 
und  2)  ergeben: 

xdy  —  ydx      (n  +  1)  (2n  +  1)  ,,  .^ 

oder 

j  «  (w  +  1)  (2n  +  1)  ,,  V  ^ 

^"  ^  ^  2n  ^^  "  ^"^^  "^^  ^"^^ 

wenn  u  die  Fläche  bezeichnet,  die  von  der  Kurve,  dem  Ra- 
diusvektor des  Punktes  M  und  der  Abscissenaxe  eingeschlossen 
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ist.  Es  ist  aber  dg)  —  cosg?  d(p  das  Differential  von  9?  — sing?, 
und  diese  Funktion  verschwindet  ebenso  wie  u  gleichzeitig 
mit  9.    Demnach  erhält  man 

,  (n  +  l)(2n  +  l)  ,  .      , 

Für  die  ganze  Fläche  U,  welche  von  einem  Zweige  der  Kurve 
und  seinen  äussersten  beiden  Radien  eingeschlossen  ist,  wird 
9  —  27t,  also 

^_^,(n  +  l)(2n  +  l)^^ 
n 

Der  Sektor  des  Kreises  zwischen  den  nämlichen  Radien  ist 

— •     Die  zwischen  dem  festen  Kreise  und  dem  Kurvenzweige 
n  2 

gelegene  Fläche  ist  folglich   U ;  und  nennt  man  Ui  diese 

Fläche,  so  ist 

J7i  -  (2n  +  3)  a«Ä. 

Da  wir  fdr  n  auch  negative  Werte  zulassen,  so  gelten 
die  Formeln  auch  für  die  innere  Epicykloide  ebenso  wie  für 
die  äussere.  Sie  reduziert  sich  auf  C/i^S^a*  für  n  —  0, 
und  so  findet  man  das  für  die  Gykloide  bereits  erhaltene 
Resultat  wieder. 

242.  KrümmungsradiuB  der  Epioykloide.  Die  Gleich- 
ung 3)  lehrt,  dass  der  Kontin genzwinkel  dö  gleich  ist 

(»+1)^9. 

ds 
Mithin  erhält  der  Krümmungsradius  R^^  ^^ach  Gleichung  4) 

den  Wert 

und  weil  2a  sin-|^—  JfP  ist  (Fig.  in  §  237),  so  hat  man 

.  _B__       2n  +  2       2r±2a 

^  3IF^  2n  +  l  "^   r±2a' 

Legt  man  durch  den  Punkt  T  die  Sehne  TK  parallel  zur 
Normalen  MP  und  zieht  die  Gerade  OK^  welche  diese  Nor- 
male in  J  schneidet,  so  ist  im  Dreieck  OKT 
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FJ 
KT' 

§§  242  und  243. 
OP 

also, 

weil 

KT 

-  MF  ist: 

MJ 

OP+OT     2r±2a 

31 P  OT  r±2a 

Die  oberen  Zeichen  gelten  hier,  wie  in  Gleichung  7)^  für 
die  äussere  Epicykloide;  die  unteren  für  die  innere.  Aus 
dieser  Gleichung  und  der  Gleichung  7)  folgt 

R  -  3IJ, 

mithin  ist  Jder  zum  Punkte  Jif  gehörige  Krümmungsmittelpunkt. 

243.  Evolute  der  Eploykloide.  Die  Differentiation  der 
Gleichung  3)  liefert: 

dx^  2n  +  l  dq> 


^^m 


dyy  2       dx ' 


folglich  werden  die  Gleichungen  für  die  Koordinaten  x^,  y^  des 
Erümmungsmittelpunktes  J 

_  2       dy  2      dx 

''^'**''~2^r+lrf^'    ^'^^^2fi  +  ld^' 

oder  nach  den  Gleichungen  1)  und  2): 

^1  1       rn  +  1  /     ,  i\   1 

Drehen  wir  die  Koordinatenaxen  um  den  Winkel  nn,  und 
zwar  in  der  Richtung  von  der  positiven  x-kxe  zur  positiven 
y-Axe,  und  bezeichnen  wir  mit  x!^  und  y\  die  Koordinaten 
des  Krümmungsmittelpuuktes  in  Bezug  auf  diese  neuen  Axen, 
so  wird 

x\  =  x^  cos  iiTt  +  y^  sin n^r,    j/i  *=  —  ^i  sin nn  +  y^  cos  nn. 
Setzt  man 
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so  folgt: 

sfi        n  +  1  /     ,  i\ 

— ~  — coantpi  —  cos  (n  +  1)  gj^, 

2/1        n  + 1     .  .    /     .   <N 

-^-^  — sin  nq>i  —  sin  (n  +  1)  9>i. 

Diese  Formeln  unterscheiden  sich  von  den  Gleichungen  1) 

durch  die  Vertauschung  von  a  mit  o^ «« -^ — — r;  rfte  Evolute 

der  EpicyUoide  ist  also  unederum  eine  Epicykloide,  die  zu  der 
ursprünglichen  äJinlich  ist    Sie  wird  erzeugt,  indem  der  Kreis 

vom  Radius  -=: — --7  auf  dem  Kreise  vom  Radius  7^ — -rr  rollt: 

dieser  feste  Kreis  liegt  zu  dem  ursprünglichen  festen  Kreise 
konzentrisch^  und  die  Spitzen  der  Evolute  sind  um  den  Winkel 
nie  gegen  die  Spitzen  der  ursprünglichen  gedreht. 


Die  ETOlrente  des  Kreises. 

244.  Ersetzt  man  in  den  Gleichungen  1)  des  §  238,  welche 
eine  Epicykloide  definieren,  a  durch  seinen  Wert  nr^  und  führt 
man  an  Stelle  von  97  den  Winkel  ^  ^n(p  ein,  den  die  Ver- 
bindungslinie der  Mittelpunkte  0  und  A  der  Kreise  mit  der 
a;-Axe  bildet,  so  erhalten  die  Gleichungen  der  Epicykloide  die 
Form: 


—  •=  cos  ^  ( l  +  2n  sin*— j  +  ^  sin  ^ 

-  -«sin^(l  +  2n sin* 7^— )  —  ^  cos ^ 
r  \  2n^ 


sm  — 
n 

i>  ' 

n 

sin  — 
n 

± 

n 

Nehmen  wir  nun  an,  dass  der  Radius  a  des  erzeugenden 
Kreises  unendlich  wird,  so  wird  auch  n  unendlich;  das  Ver- 
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hältnis  sin—  :  —  konvergiert  nach  1,  und  2n8in^^r-  nach  null. 
Demnach  wird  für  diesen  Grenzfall 

X 

—  =»  cos  ^  +  ^  sm  ^, 

V 

—  —  sin  ^  —  ^  cos  r\j. 

Diese  Gleichungen,  welche  man  auch  leicht  direkt  bilden 
kann,  bestimmen  die  Evolvente  des  Kreises,  d.  li.  die  Kurve, 
deren  Evolute  der  Kreis  ist,  und  die  aus  der  Abwickelung 
eines  gespannt  erhaltenen  Fadens  von  einem  Kreise  entsteht. 
Sie  besteht  aus  zwei  unendlichen  Zweigen,  deren  Vereinigungs- 
punkt ein  Rückkehrpunkt  ist,  und  die  zu  den  beiden  Be- 
wegungen entgegeugesetzten  Sinnes  gehören,  die  man  der 
erzeugenden  Tangente  beilegen  kann. 

Die  Eigenschaft,  dass  die  Epicykloide  ihrer  Evolute  ähn- 
lich ist,  gilt  im  eigentlichen  Sinne  nicht  mehr  für  diesen  Grenz- 
fall; indessen  kann  man  doch  die  Kreisevolvente  und  den 
Kreis  selbst  als  Epicykloiden  betrachten,  und  jede  dieser 
Kurven  entspricht  dem  Fall  n » oo ;  denn  lässt  man  einen 
Kreis  vom  Radius  a  auf  einem  unendlich  kleinen  Kreise  rollen, 
so  beschreibt  der  Punkt,  der  am  Anfang  auf  der  Verbindungs- 
linie der  Mittelpunkte  im  Abstände  2  a  vom  festen  Centrum 
liegt,  eine  Kurve,  die  unendlich  wenig  von  einem  Kreise  mit 
dem  Radius  2a  verschieden  ist. 


Die  Spirale  des  Archimedes. 

245.  Diese  Spirale  ist  in  Polarkoordinaten  definiert  durch 

die  Gleichung 

()  — aco, 

wobei  a  eine  gegebene  Strecke  bezeichnet.  Beschreibt  man 
um  den  Anfangspunkt  einen  Kreis  mit  dem  Radius  a,  so 
sind  die  Bogen  dieses  Kreises,  gerechnet  von  der  festen 
Axe,  die  Längen  der  Radien vektoren,  die  durch  die  Endpunkte 
dieser  Bogen  zu  legen  sind. 
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Der  Winkel  ft  zwischen  der  Tangente  und  dem  Radius- 
vektor, die  Subtangente   T'  und    die    Subnormale   N'  haben 

hier  die  Werte  Fig.  u. 

odo       Q 

dQ  a  '  dm 

Mithin  ist  die  Subnormale  konstant,  was  ein  einfaches 
Verfahren  für  die  Konstruktion  der  Tangente  liefert.  Der 
Krümmungsradius  wird,  wenn  mau  die  Normale  J/^— ]/p^+  N^^ 
einführt:  s  , 

und  bezeichnet  man  mit  a'  die  Projektion  der  Subnormalen 
a  auf  die  Normale  N.  so  ist 

N' 

ein  Ausdruck,  der  sich  leicht  konstruieren  lässt. 

Die  hyperbolische  Spirale. 
246.   Die  hyperbolische  Spirale  ist  in  Polarkoordinaten 
definiert  durch  q(q  ^  a 

wobei  a  eine  gegebene  Strecke  ist.   Für  o  »-  0  ist  p  unendlich. 

Der  Radius  nimmt  ab,  wenn  o  wächst,  und  Fig.  46. 

wird  null  für  o  —  oo.   Die  Kurve  macht  also         ^ ^ 

um    den    Anfangspunkt   0   unendlich    viele 

Windungen,  ohne  ihn  jemals  zu  erreichen;    (   (0, 

dieser    Punkt   ist    ein    asymptotischer.     Die 

Ordinate  MP-^q  sino  der  Kurve  hat  den  Wert 

sin  CO 
p  sm  o  »  a 

CO 

und  wird  für  co  —  0  gleich  a.  Hieraus  folgt,  dass  die  Kurve 
zur  Asymptote  die  Gerade  besitzt,  welche  im  Abstände  a  von 
der  X'Axe  parallel  zu  derselben  verläuft.  Die  Grössen  tangfi, 
T',  N^  erhalten  hier  die  Werte: 

tang/i---^--a3,     r«=-a,     N^  -  - -^' 

22* 
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Die  Subtangente  ist  konstant,  and  hieraus  folgt  eine  ein- 
fache Tangentenkonstraktion. 

Die  Eonstraktion  des  Erümmungsradias  enthält  auch 
keinerlei  Schwierigkeit.  Doch  bietet  sie  zu  wenig  Interesse^ 
als  dass  wir  bei  ihrer  Entwickelung  verweilen  wollen. 

Die  logarithmische  Spirale, 
247.   Die  logarithmische  Spirale  ist  durch  die  Gleichung 

1)  p-^ac"»*" 

definiert,  wobei  a  eine  gegebene  Strecke,  m  eine  gegebene 
Zahl  bezeichnet.  Diese  Gleichung  repräsentiert  die  nämliche 
Kurve,  wie  gross  auch  die  gegebene  Strecke  a  sein  mag. 
Denn  dreht  man  die  feste  Axe,  von  der  aus  der  Winkel  o 
gerechnet  wird,  um  einen  Winkel  a,  so  muss  man,  um  die 
Gleichung  der  Kurve  in  Bezug  auf  diese  neue  Axe  zu  erhalten, 
(D  durch  ca  +  a  ersetzen,  und  dies  giebt,  wenn  man  ae"*' 
mit  a'  bezeichnet:  , 

Demnach  kann  man  auch  a  —  1   annehmen,  wir  wollen   in- 
pig.  46.  dessen,  um   die  Homogenität  der  Geichungen 

zu  bewahren,  die  Gleichung  1)  beibehalten. 

Die  Gleichung  1)  ergiebt  fttr  ©«0,  p«»a— 0-4, 
und  lässt  man  nun  ca  von  0  bis  oo  wachsen,  so 
bekommt  p  entsprechende,  ebenfalls  unbegrenzt 
wachsende  Werte.  Legt  man  dagegen  der  Grösse 
CD  negative  Werte  von  0  bis  —  »  bei,  so  nimmt 
Q  von  a  bis  0  ab.  Demnach  macht  die  Kurve  vom  Punkte  A 
an  unendlich  viele  Windungen,  sowohl  in  dem  einen,  wie 
in  dem  andern  Drehsinne  um  den  Pol. 

Die  Differentiation  der  Gleichungen  1)  ergiebt: 

2)  -^  —  ma  e^%    oder    -^  —  mo. 

Folglich  erhalten  der  Winkel  (i  zwischen  Tangente  und 
Radiusvektor,  die  Subtangente  T'  und  die  Subnormale  N'  die 
Werte: 

3)  tang/i-— ,     T'«-^,    N'^mg. 
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Die  erste  Gleichung  besagt: 

Bei  der  UgarÜhmischen  Spirale  ist  der  Winkel  zwischen 
Badiusvektor  und  Tangente  konstant 

Da43  Flächendifferential  eines  Sektors  der  Kurve  ist 
du^^Q^da^^^QdQ. 

(fdg  ist  das  Differential  von  -^;  folglich  ist 

H  «.  -i — I-  Konst. 
4m 

Soll  die  Fläche  u  zugl^ch  mit  o  null  werden,   so  wird 

die  Konstante  —  -j — ;  und  also 
4in 

4m 
Das  Bogendifferential  ds  der  Kurve  ist 


4)   d5-yd^«+^«5w«  =  Vm^+lpdai«aym«^ 

m 

mithin 


5  «=,  I p  ^  Konst. 

m 

Misst  man  den  Bogen  $  vom  Punkte  ^  an,  für  welchen 
Q  ^  a  ist,  so  wird  

«  «-  -^^ 5 —  (p  —  a). 

Der  Kontingenz Winkel;  der  allgemein  gleich  dfi^  +  dto  ist, 
wird  hier  gleich  do.  Der  Krümmungsradius  R  ist  also  -p-y 
und  nach  den  Gleichungen  2)  und  4)  wird 


5)  JR  -  }/;i?+T  Q. 

Dieser  Ausdruck  ist  aber  zugleich  die  Lauge  ^—  Yq*  +  N** 
der  Normalen;  mithin  ist  der  Krümmungsmittelpunkt  der  End- 
punkt K  der  Subnormalen.  Hiemach  ist  es  auch  leicht,  die 
Gleichung  für  die  Evolute  der  hyperbolischen  Spirale  zu  bilden. 
Denn  die  Koordinaten  p^,  (o^  des  Mittelpunktes  K  sind 
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(>i «  ^'  =  wp  •=  mae^*^^    «^i  =  ö^  +  ® j 
and  dies  giebt  nach  Elimination  von  o 

ß\  "»(«1  — y) 

6)  Qy^^  mae  ^       *^. 

Die  Evolute  der  logarithmischen  Spirale  ist  also  eine 
gleiche  logarithmische  Spirale  mit  dem  nämlichen  Pol. 

248.  Wie  wir  schon  oben  sahen,  lässt  sich  die  Gleich- 
ung 6)  auf  die  Form  1)  bringen,  wenn  man  die  feste  Axe  um 
den  Pol  unter  einem  bestimmten  Winkel  a  dreht»  Da  es  frei 
steht  ein  ganzes  Vielfaches  von  2yc  zu  a  zu  addieren  oder  zu 
subtrahieren,  ohne  dass  die  neue  Richtung  dadurch  geändert 
wird,  so  kann  man  a  +  2t;r  statt  a  schreiben,  wobei  i  eine 
ganze  noch  unbestimmte  Zahl,  a  einen  Winkel  zwischen  0 
und  27t  bedeutet  Wir  ersetzen  also  in  der  Gleichung  6)  co^ 
durch  (0  +  a  +  2i7C  und  schreiben  q  an  Stelle  von  p^,  dann 
wird  die  Gleichung  der  Evolute: 

m(a-\-iin—  —  )  -^mca 

Q  ^  mae   ^  ^^ 

und  reduziert  sich  auf 

wenn  man  a  durch  die  Bedingung 

me  ^  *^«=  1, 

oder 

7)  ««-(41-1)-^--^^^ 
^  ^  ^  2         m 

bestimmt;  das  Symbol  l  bezeichnet  den  natürlichen  Logarithmus. 

Ist  nun  die  Zahl  m  so  beschaffen,  dass 

8)  ^„_(4i_i)|- 

wird,  wobei  i  irgend  eine  bestimmte  ganze  Zahl  bezeichnet, 
so  giebt  die  Gleichung  7)  a  «-=  0,  und  in  diesem  Falle  wird 
die  logarithmische  Spirale  1)  ihre  eigene  Evolute.  Die  Funk- 
tion -^—^7  deren  Ableitung 3 — -  ist,  wächst  von  —  oo  bis 

j        w  ^       rnr 

— ?  wenn  man  m  von  0  bis  e  wachsen  lässt:  imd  nimmt  ab 
e  ' 
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von  —  bis  0,  wenn  m  von  6  bis  +  <»  wächst.   Hieraus  folgt, 

dass,  wenn  für  i  irgend  eine  ganze  positive  Zahl  gewählt 
wird,  auch  jedesmal  ein  Wert  m  vorhanden  ist,  welcher  die 
Gleichung  8)  beMedigt.  Es  giebt  also  unendlich  viele  loga- 
rithmische Spiralen,  welche  die  merkwürdige  Eigenschaft 
haben,  dass  sie  mit  ihrer  Evolute  zusammenfallen. 

Anwendungen  der  Theorie  der  Einhüllenden* 

249.  Wir  wollen  zum  Schlüsse  dieses  Kapitels  zwei  Bei- 
spiele für  die  im  §  207  entwickelte  Methode  zur  Bestimmung 
der  Einhüllenden  eines  Eurvensystemes  geben. 

Aufgabe  I.  Die  Variabelen  x^  und  ji  seien  mit  einander 
durch  die  Relation  verbunden: 


')        &)"+(^r-. 


in  welcher  a  und  b  Konstante  sind.  Es  soll  die  Einhüllende  der 
Kurven  bestimmt  werden,  welche  durch  die  Gleichung 

2)  (-T+W"-! 

definiert  sind.  ^^i'^       ^^i^ 

Da  Xi  und  y^  als   Funktionen  des  nämlichen  Parameters 

betrachtet  werden  können,  so   hat   man   das   Differential  der 

Gleichung  2)  in  Bezug  auf  diesen  Parameter  zu  bilden;  man 

erhält  so:  .^y  ^       .^y  ^^^  ^  ^ 

Da  aber  a;,  und   y^  durch  die  Gleichung  1)  verbunden 
sind,  so  wird  auch,  indem  man  diese  Gleichung  differentiiert: 


\a /     x^        \h  /     y^ 


du 
und  die  Elimination  von  -^  zwischen  diesen  Gleichungen  er- 

giebt:  * 

3)  \xj    _\yj^ 
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Die  Gleichung  3)  ist  die  Gleichung,  die  ans  der  Diffe- 
rentiation der  Gleichung  2)  in  Bezug  auf  den  yariabelen 
Parameter  hervorgeht.  Auf  Grand  der  Gleichungen  1)  und  2) 
ist  die  Summe  der  Nenner  und  ebenso  der  Zähler  in  der 
Gleichung  3)  gleich  1.  Folglich  ist  jedes  Glied  der  Gleich- 
ung 3)  gleich  1,  und  man  hat 


oder 


Die  Elimination  von  x^  und  y^  zwischen  den  Gleichungen  1) 
und  4)  lägst  sich  unmittelbar  ausführen  ^  und  man  erhält  als 
Gleichung  der  gesuchten  Einhüllenden: 


7/11«  mn 


Der  Fall  a  —  &,  fn-"2,  n»l  yerdient  besonders  bemerkt 
zu  werden.  Sind  die  Koordinaten  rechtwinklig,  so  stellen  die 
Gleichungen  „ 

ein  System  von  Geraden  dar,  auf  welchen  die  zwischen  den 
Axen  enthaltene  Strecke  die  konstante  Länge  a  hat.  Die 
Einhüllende,  deren  Gleichung 

IAA 

a;»  +  y«  — a' 

wird,  ist  eine  Epicykloide,  wie  im  §  238  gezeigt  wurde. 

250.  Aufgabe  II.  Äirf  die  Peripherie  eines  Kreises  treffen 
paraüde  Strahlen,  tvelche  von  dort  reflektiert  werden,  wobei  der 
reflektierte  Strahl  mit  der  Normalen  jedesmal  denselben  Winkel 
hUdet  wie  der  auffallende.  Es  soll  die  EihhüUende  der  reflek- 
tierten Strahlen  bestimmt  werden. 

Die  gesuchte  Einhüllende  wird  die  Katakaustäca  genannt 
Als  Eoordinatenaxen  wählen  wir  zwei  rechtwinklige  Durch- 
messer, von  denen  der  eine,  die  x-K-ie,  den  auffallenden  Strah- 
len parallel  sei.  Sind  a  cos  9  und  a  sin  9  die  Koordinaten 
eines  Punktes  der  Peripherie,  auf  welchen  ein  Strahl  fällig 
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so  bildet  der  reflektierte  Strahl  mit  der  a;-Axe  den  Winkel 
29,  und  die  Gleichung  dieses  Strahles  wird 

(y  —  asmg))  —  tajig2<p{x  —  acosy), 
oder 

ycos2q)  —  a;sin29  +  asiny  -=  0. 

Mithin  muss  9)  eliminiert  werden  zwischen  dieser  Gleichung 
und  der  folgenden: 

y  sin  29  +  a;  cos  29  —  —  cosy  —  0, 

die  aus  der  Differentiation  nach  9  hervorgeht.  Löst  man  die 
beiden  Gleichungen  nach  x  und  y  auf,  so  folgt: 

Ä  -«  -j (3  CO89)  —  cos  Sg)) , 

y  =  j  (3  sin  9)  —  Sin  3  9). 

Auf  Grund  der  Gleichungen  im  §  238  erkennt  man,  dass 
die  durch  diese  Gleichungen  dargestellte  Eatakaustika  eine 
äussere  Epicykloide  ist,  welche   von   einem  Kreise  mit  dem 

Radius  -j-a  erzeugt  wird,  der  auf  einem  Kreise  mit  dem  Ra- 
dius -^  a  rollt;  welcher  zu  dem  ursprünglichen  konzentrisch 
liegt. 
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Die  Tangente  und  Normalebene  einer  Karre. 

351.  Eine  Kurve  heisst  eine  räumliche  oder  auch  doppelt 
gekrümmte^  wenn  ihre  B'amtlichen  Punkte  nicht  mehr  in  der 
nämlichen  Ebene  gelegen  sind. 

Betrachtet  man  eine  ebene  oder  räumliche  Kurve,  die 
auf  drei  geradlinige  Koordinatenaxen  Ox^  Oy^  Oz  bezogen  ist, 
und  sind  Xy  y^  z  die  Koordinaten  eines  Punktes  M  dieser 
Kurve,  x  +  LXy  j/  +  Ay,  z  +  l^z  die  Koordinaten  eines  andern 
Punktes  Jlf'  der  nämlichen  Kurve,  so  werden  die  Gleichungen 
der  Sekante  MM^i 

wobei  S)  ^;  S  <li®  variabel en  Koordinaten  bedeuten.  Die  Grössen 
y  und  z  können  als  Funktionen  von  x  betrachtet  werden; 
wenn   nun    der  Punkt   Jf '   sich  unbegrenzt   dem   Punkte  M 

nähert  und  die  Verhältnisse  -r-^  >  -r —  nach  bestimmten  Grenzen 

konvergieren,  so  werden  die  Gleichungen  für  die  Grenzlage 
der  Sekante: 

1)      ^-y-=^(6-^>   i-^-%{%-<cy 

Dies  sind  alsdann  die  Gleichungen  fiir  die  Tangente  der 
Kurve  im  Punkte  M.  Man  kann  sie  in  einer  Formel  zu- 
sammenfassen, nämlich 

g-rr      ij-y       i-z 


2) 


dx  dy  dz 
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Im  Falle  rechtwinkliger  Koordinaten  sind  die  Kosinus 
der  Winkel;  welche  die  eine  oder  die  andere  Richtung  der 
Tangente  mit  den  positiven  Koordinatenaxen  bildet,  propor- 
tional zu  den  Differentialen  dx^  dy^  dz.  Denn  betrachtet  man 
zwei  Punkte  M  und  M^  mit  den  Koordinaten  rr,  y,  e^  und 
X  +  Ax,  y  +  Ay,  z  +  Az^  und  bezeichnet  man  die  Winkel, 
welche  die  Richtung  von  M  nach  üf '  mit  den  positiven  Axen 
bildet,  durch  a,  /?,  y,  so  ist,  wie  aus  der  geometrischen  An- 
schauung hervorgeht: 

Ax 
cosa  < 


cos/} 
cosy  « 


yAx^  +  Ay^  +  Az^ 
Ay 

VAx^  +  Ay^  +  Az^' 
Az 


YAx^  +  Ay^  +  Az^ 

dabei  ist  das  Vorzeichen  der  Quadratwurzel  positiv  zu  nehmen, 
während  die  Vorzeichen  der  Zähler  durch  die  Werte  von  Ax^ 
Ay,  Az  eindeutig  bestimmt  sind.  Rückt  der  Punkt  Jf '  an 
den  Punkt  M  unbegrenzt  heran,  so  wird 

cos  a  :  cosß  :  cos  y  '^  dx  :  dy  :  dz^ 

und  es  bezeichnen  dann  cCf  ß^  y  die  Winkel,  welchen  die  in 
der  Richtung  von  M  nach  dem  Punkte  x  +  dx  genommene 
Tangente  mit  den  positiven  Richtungen  der  Koordinatenaxen 
einscbliesst. 

Normaiebene  einer  Kurve  heisst  die  Ebene,  die  im  Be- 
rührungspunkte einer  Tangente  senkrecht  zu  der  letzteren 
steht.  Jede  Gerade,  welche  durch  diesen  Punkt  geht  und  in 
der  Normalebene  liegt,  heisst  eine  Normale.  Nach  der  letzten 
Bemerkung  wird  im  Falle  rechtwinkliger  Koordinaten  die 
Gleichung  dieser  Ebene: 

3)  (6  -x)dx  +  {ri-  y)  dy  -f  (g  -  z)  dz  -  0. 

252.  Sind  die  Koordinaten  x^  y,  z  als  Funktionen  einer 
unabhängigen  Variabelen  t  gegeben,  derart  dass 

4)  ^=-<p(0,    y-t{t),   z^iit) 

ist,  so  wird 
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dx^q>\t)dt,    dy^ilf\t)dt,    de^x\t)dt, 

und  substituiert  man  diese  Werte  in  die  Gleichungen  der 
Tangeute  und  der  Normalebene,  so  folgt: 

..  rs-y(0     v-^Q)     t-xjt) 

^  1    <p'(t)         ^'(0         z'(0 

B  -  vim  9'(0  +  [n-  Hm  *'0)  +  [6  -x(m  z'(0  -  0. 

Ist  die  Kurve  durch  zwei  Gleichungen 

also  als  Schnitt  zweier  Flächen  definiert,  so  hat  man  diese 
Gleichungen  zu  differentiieren,  hieraus  die  Differentiale  dx^  dy,  dz 
zu  berechnen  und  diese  Werte  in  die  Gleichungen  2)  und  3) 
einzutragen.    Die  Differentiation  der  Gleichungen  6)  ergiebt: 


') 


dF.     ,  dF.     ,    dF,       ^ 

-TT-dx  +  TT-dy  +   -r-  d^  —  0, 

dx       ^  dy    ^^   dz  ' 


und  statt  die  angegebene  Substitution  in  die  Gleichungen  der 
Tangente  auszuführen,  kann  man  dasselbe  Resultat  auch  ab- 
leiten, indem  man  aus  den  Gleichungen  2)  die  Werte  von  dy 
und  dz  entnimmt  und  diese  in  die  Gleichungen  7)  einträgt. 
Letztere  sind  homogen  in  Bezug  auf  dx^  dy^  dz  und  diese 
Differentiale  sind  nach  der  Gleichung  2)  proportional  zu  S  —  x, 
fi  —  y^  S  —  ^.    Das  Resultat  der  Elimination  wird  also 


8) 


Jede  dieser  Gleichungen  stellt  eine  Ebene  dar^  und  das 
System  der  beiden  die  Schnittlinie,  also  eine  bestimmte  Ge- 
rade,  solange   die  partiellen   Ableitungen    bestimmte   Werte 
haben,  die  dabei  nicht  der  Relation  genügen: 
dF    dF    dF  ^df    df  ^  df 
dx  '  dy  '  dz  '^  dx'  dy'  dz* 


9) 
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Genügen  die  Kooüdinaten  x^  y,  0  des  Punktes  M  diesen 
Gleichungen,  so  bestimmen  auch  die  Gleichungen  7)  nicht 
mehr  die  Verhältnisse  von  zweien  der  Differentiale  dx^  dy^  dz 
zur  dritten,  und  der  Punkt  M  ist  ein  singulärer  Punkt.  Wir 
beschränken  uns  auf  diese  einfache  Angabe,  die  wir  nicht 
weiter  entwickeln  können,  ohne  die  Grenzen,  die  wir  uns  ge- 
ateckt  haben,  zu  überschreiten. 

Noch  ist  zu  bemerken,  dass  immer  nur  eine  der  beiden 
Enryengleichungen  bei  der  Bildung  je  einer  der  Gleichungen  8) 
vorkommt;  folglich  hängt  auch  die  Ebene,  welche  durch  solch 
eine  Gleichung  bestimmt  ist,  immer  nur  von  etn^  der  Flächen 
ab,  auf  welcher  die  Kurve  liegt.  Im  folgenden  wird  diese 
Bemerkung  weiter  entwickelt  werden. 

Die  Tangentenebene  und  die  Normale  einer  Fläche. 

S53.  Eine  Fläche,  welche  auf  drei  geradlinige  Axen 
Ox,  Oy^  Oz  bezogen  ist,  habe  allgemein  die  Gleichung 

1)  /"(^,y;^)-o, 

in  welcher  x^  y,  z  die  Koordinaten  irgend  eines  Flächen- 
punktes M  bedeuten. 

Ziehen  wir  auf  der  Fläche  eine  beliebige  Kurve,  welche  durch 
den  Punkt  M  geht,  so  kann  diese  Kurve  als  Schnitt  der  ge- 
gebenen Fläche  mit  einer  zweiten  betrachtet  werden,  und  es  sei 

2)  F{x,  y,z)^0 

die  Gleichung  dieser  zweiten  Fläche.  Die  Tangente  der  Kurve 
im  Punkte  M  wird  nach  §  252  durch  die  beiden  Gleichungen 
dargestellt: 

3)  (5-«)g  +  ('»-y)f  +  (5-*)|{-0, 

Die  durch  die  Gleichung  3)  definierte  Ebene  enthält  dem- 
nach alle  Tangenten,  welche  sich  an  all  den  verschiedenen 
Kurven  in  diesem  Punkte  konstruieren  lassen,  die  auf  der 
Fläche  verlaufen  und  durch  diesen  Punkt  hindurchgehen.  Sie 
heisst  die  Tangentenebene  der  Fläche  im  Punkte  M. 
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Diese  Schlussfolgening  setzt  indessen  voraus,  dass  die 
Verhältnisse  der  partiellen  Ableitungen 

cx^     dy'     dz 

unter  einander  im  Punkte  M  bestimmte  Werte  besitzen.  Ist 
dies  nicht  der  Fall,  so  ist  der  Punkt  JLf  ein  singtUärer  Punkt  der 
Fläche.     In  dem  Scheitel  der  Eegelflächen  tritt  dies  z.  B.  ein. 

Man  kann  die  Definition  der  Tangentenebene  in  einem  FiSchen- 
punkte  auch  ganz  unabhängig  machen  von  der  Betrachtung  der 
Tangenten  der  durch  diesen  Punkt  hindurchgehenden  EurveU)  wo- 
durch  die  Analogie  mit  der  Definition  der  Tangente  einer  Kurve 
hervortritt 

Betrachtet  man  drei  Flächenpunkte  M,  M\  M"  mit  den  Koo- 
ordinaten  o;,  y,  £;  rc-f-AiX,  y  +  A^y,  e+A^e]  x  +  ^x,  y  +  A,y, 
e  +  ^z,  80  ivird,  wenn  diese  drei  Punkte  nicht  auf  einer  Ge- 
i*aden  liegen,  eine  bestimmte  Ebene  durch  dieselben  definiert. 
Die  Gleichung  dieser  Ebene: 

hat  den  Bedingungen  zu  genügen: 

AA^x  +  BA^fj  +  CAiZ  —  0, 
ÄAiX  +  BA^y  +  CA^z  -  0, 

und  aus  diesen  letzten  Gleichungen  ergeben  sich  für  die  Verhält- 
nisse der  Koeffizienten  ^,  ^,  C  die  Werte: 

Ä:B:C ^  A^y  A^z '  A^y  A^z :  AiZ  A^- A^z  AyX :  A^x A^y- A^  A^^y. 

Die  Differenzen  der  rechten  Seite  sind  nicht  sämtlich  gleich  0, 
wenn  die  drei  Punkte  nicht  auf  einer  Geraden  liegen;  man  kann 
sie  in  der  Form  schreiben: 

A'B'C^-'-^-^^:^-^'^  -^. 
A^jT  A^x      A^j-A^x    A^x      A^x  *  A^x       A^^x 

LSsst  man  nun  die  beiden  Punkte  If '  M"  in  beliebiger  Weise 

an   den  Punkt  M  heranrücken,   so  jedoch,    dass   die   Richtungen 

MM\  MM"    bestinmite,  übrigens    beliebige  Grenzwerte   erhalten, 

die    von    einander    verschieden    sind,    so    erhalten    die    Grössen 

A.y  Aj  V 

-r-^  und  "P  -  die  willkürlichen,  von  einander  verschiedenen  Werte 

AjX  A,x 

f  du\  /^v\  Atß         AqZ 

I  -r^  1  und  ( -TT" )  J  während  die  Verhältnisse  -r-^  und  -p—  gemäSF 

\dx/j         \dx/,  A^x  AjX 

der  Flächengleichung  die  Grenzwerte  annehmen: 
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\ax/i      \dx)  '^KdyJXdx/^' 
Vax/,      \dx/       \dyJ\dx/^ 


Dabei  bedeuten  (^— )  nnd  (  ^— )    die  partiellen  Ableitungen   der 

Funktion  z,  von  denen  wir  voraussetzen,  dsuss  sie  stetige  Funk- 
tionen der  unabhängigen  Variabelen  x  und  y  sind.    Demnach  wird 

''^'^^Jx  L\ä^/i"  Vax/ J  *  Jy  \Xdx)C  \dx)^\  '  LVäx V    \dx)^l 

^    -^   r^       cz     dz 
dx     dy 

Ist  also  die  Gleichung  der  Flftche  in  der  ezpliciten  Form 
z  ^  F(x,y)  gegeben,  so  konvergieren  alle  Ebenen,  die  in  der 
angegebenen  Weise  konstruiert  werden,  nach  einer  bestimmten 
Orenzlage  mit  der  Oleichung 

und  diese  Ebene  ist  die  Tangentenebene  der  Flttche.  Bei  der 
impliciten  Oleichung  f(Xf  y,  z)  =0  ergeben  sich  nach  §  80  die 
partiellen  Ableitungen  von  z  aus  den  Gleichungen: 

dx  '^  dz  dx         '      dy'^  dz  dy  ^    ' 
und  die  Gleichung  der  Tangentenebene  wird  wie  oben 

Normale  der  Fläche  in  einem  bestimmten  Punkte  heisst 
die  im  Berührungspunkte  einer  Tangentenebene  senkrecht 
stehende  Gerade.  Jede  durch  die  Normale  gelegte  Ebene 
heisst  eine  Normalebene.  Sind  die  Eoordinatenazen  recht- 
winklig, so  folgen  aus  der  Gleichung  3)  für  die  Normale  die 
Gleichungen: 

S-a;       rj-y       g-^ 


5) 


df^         dl         dl 

dx  cz  dz 
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354.  Betrachtet  man  x  und  y  als  die  unabhängigen  Va- 
riabelen,  und  bezeichnet  man  das  totale  Differential  von  z  mit 

6)  d0  ^pdx  +  q  dy, 

wobei    die  partiellen   Ableitungen  1?  =  -^j  ?  ■"  -^  durch  die 
Gleichungen 

bestimmt  sind,  so  wird  die  Gleichung  der  Tangentenebene 

7)  e-^-p(6-ic)  +  2(i?-y) 

und  die  Gleichungen  der  Normalen  bei  rechtwinkligen  Koor- 
dinaten 

8)  (g-^)+p(e-^)-o,  (iy-t/)  +  3(e-^)-o. 

255.  Will  man  an  die  Fläche  mit  der  Gleichung  1)  von 
einem  gegebenen  ausserhalb  der  Fläche  gelegenen  Punkte  mit 
den  Koordinaten  x^^y^^  z^  eine  Tangentenebene  legen,  so  genügt 
es  zunächst,  den  Berührungspunkt  zu  bestimmen.  Die  Koordi- 
naten dieses  Punktes  müssen  die  beiden  Gleichungen  erfüllen: 

fix,  y,  z)  «  0, 

Dieselben  bestimmen  auf  der  Fläche  eine  Kurve,  die  den 
Ort  der  gesuchten  Punkte  bildet.  Verbindet  man  den  ge- 
gebenen Punkt  mit  dem  Berührungspunkte  einer  dieser  Tan- 
gentenebenen und  der  Fläche,  so  wird  die  Gleichung  dieser 
Geraden: 

^  x-Xq      y-y^^  z-z^ 

Die  Elimination  der  Koordinaten  x^  y^  z  zwischen  diesen 
Gleichungen  und  den  beiden  vorigen  liefert  die  Gleichung 
einer  Kegelfläche,  die  in  jedem  Punkte  der  durch  die  Gleich- 
ungen 9)  definierten  Kurve  dieselbe  Tangentenebene  besitzt 
wie  die  ursprüngliche  Fläche.  Diese  Kegelfläche  ist  also  der 
gegebenen  umschrieben.  Zum  Beweise  dieser  Behauptung  ge- 
nügt es  einzusehen,  dass  die  Tangentenebene  der  Fläche  so- 
wohl wie  die  Tangentenebene  des  Kegels  die  Tangente  der 
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Kurve  (Gleichung  9)  und  die  Gerade  (Gleichung  10)  enthalten 
müssen.     Hieraus  folgt,  dass  sie  zusammenfallen. 

Wenn  der  Punkt  mit  den  Koordinaten  Xq,  y^,  z^  auf  einer 
Geraden 

sich  bewegt  und  dabei  ins  unendliche  fortrückt,  so  tritt  an 
Stelle  der  zweiten  Gleichung  9)  die  Bedingung 

Denn  diese  Gleichung  drückt  aus^  dass  die  Tangenten  ebene  der 
Fläche  in  einem  Punkte  x^y^z  der  Geraden  x^  az^  y  -^hz 
parallel  ist.  Verbindet  man  dieselbe  mit  der  Gleichung  1), 
so  erhält  man  den  Ort  der  Berührungspunkte  eines,  der  ge- 
gebenen Fläche  umschriebenen,  Gylinders,  dessen  Erzeugende 
der  durch  die  Gleichungen 

definierten  Geraden  parallel  sind.  Die  Erzeugenden  des  Gylinders 
haben  die  Gleichungen 

12)  |_^»a(g-^),    i7-y  =  6(e-^), 

und  die  Gleichung  desselben  ergiebt  sich;  wenn  man' die  Ko- 
ordinaten x^y^z  zwischen  den  Gleichungen  1)^  11")  und  12) 
eliminiert. 


Anwendung  homogener  Koordinaten. 

256.   Bezeichnet  man  die  geradlinigen  Koordinaten  eines 
Punktes  durch  die  Verhältnisse 

X       y       z 
U)       w       w 
so  kann  jede  Gleichung 

1)  /"(a?,t/,0,M?)  =  O, 

deren  linke  Seite  eine  homogene  Funktion  von  x^y^z^w  ist, 
als  Gleichung  einer  Fläche  betrachtet  werden.  In  ähnlicher 
Weise  wie  im  §  171  erhält  man  die  Gleichung  der  Tangenten- 
ebene in  der  Form: 

S  er  rot,  Differontial-  nnd  Integral  -  Rechnung.    I.  Bd.  23 
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\(o     wJdx      \G}      wJ  dy      \(a      wJdz      \(o      wJdw  ' 

wenn  —  ?    — »    —  die  variabelen   Koordinaten  bedeuten.     Auf 

(ü         CD 

Grund  der  Eigenschaft  homogener  Funktionen  wird  aber  die 
Gleichung  1)  auch  in  der  Form 

darstellbar,  und  die  Gleichung  der  Tangentenebene  lässt  sich 
reduzieren;  man  erhält  für  dieselbe 

Desgleichen  werden,  wenn  eine  Kurve  durch  zwei  homo- 
gene Gleichungen 

f(x,y,0,w)^O,    F{x,y,z,w)^Q 
definiert  ist,  die  Gleichungen  für  die  Tangente 

Ist  die  Gleichung  1)  algebraisch  und  vom  Grade  m,  so 
wird  die  Gleichung  2)  nur  Tom  Grade  t»  —  1  in  Bezug  auf 
die  Koordinaten  des  Berührungspunktes.  Betrachtet  man  alle 
Tangentenebenen  der  Fläche,  welche  durch  einen  bestimmten 
Punkt  So;  ^07  &)9  ^0  ^^^  Raumes  gehen,  so  wird  der  Ort  ihrer 
Berührungspunkte  durch  zwei  Gleichungen  definiert^  von  denen 
die  eine  vom  w*®°,  die  andere  vom  m  —  1*~  Grade  ist.  Diese 
Kurve  ist  demnach  von  der  Ordnung  m(m  —  1).  Betrachtet 
man  zwei  verschiedene  Punkte  im  Räume  und  konstruiert  zu 
jedem  den  berührenden  Kegel,  so  schneiden  sich  die  Kurven, 
längs  welcher  diese  Kegel  die  Fläche  berühren,  in  m(m— 1)^ 
Punkten;  denn  diese  Punkte  sind  aus  einer  Gleichung  f»**° 
Grades  und  zwei  Gleichungen  m  —  !*•"  Grades  zu  bestimmen. 
Die  zu  diesen  Punkten  gehörigen  Tangentenebenen  gehen 
durch   die   beiden  Kegelspitzen   und   enthalten   demnach   die 
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Verbindungsgerade.  Mithin  giebt  es  bei  einer  Fläche  m*^ 
Ordnung  im  allgemeinen  m(m—iy  Tangentenebenen,  die 
durch  eine  beliebige  Gerade  im  Baum  hindurchgehen.  Diese 
Zahl  heisst  die  Klasse  der  Fläche. 

Der  Beweis  dieser  Eigenschaft  würde  eine  besondere 
Transformation  erfordern,  wenn  man  die  gewohnlichen  nicht 
homogenen  Koordinaten  zu  Orunde  legt. 


Fig.  47. 


Das  Differential  der  Bogenlänge  einer  beliebigen  Enire. 

S57.  In  derselben  Weise  wie  bei  den  ebenen  Kurven 
(§  189)  haben  wir  auch  hier  bei  den  räumlichen  vorzugehen« 
Es  sei  CD  der  Bogen  einer  beliebigen 
Kurve,  die  wir  auf  drei  rechtwinklige 
Axen  Ox,  Oy,  O0  beziehen.  Dem 
Bogen  CD  schreiben  wir  ein  Poly- 
gon CEFMM^D  ein,  dessen  Seiten- 
zahl n  sei;  wir  bezeichnen  mit  P  den 
Umfang  dieses  Polygones,  mit  Xj  y,  z 
die  Koordinaten  irgend  eines  Eck- 
punktes JK" ,  mit  X  +  Aar,  y  +  Ay,  ^/ 
j?  4-  Afr  die  Koordinaten  des  folgenden  Eckpunktes  M\  Als- 
dann ist  

Die  Verhältnisse 

A^      ^z 

Ax      Ao; 
konvergieren  nach  den  Grenzen 

dy      dz 

dx      dx 

wenn  A^  null  wird;  und  indem  wir  annehmen,  dass  diese 
Differentialquotienten  stetige  Funktionen  von  x  sind  längs 
des  ganzen  betrachteten  Kurvenbogens,  können  wir  setzen: 


«^'—W^^ifM^M 


23* 
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Dabei  bedeutet  s  eine  Grösse,  die  nicht  nur  bei  jedem 
Werte  Ton  x  mit  Ax  nach  null  wird,  sondern  auch  gleich- 
massig  bei  allen  für  den  Bogen  CD  geltenden  Werten  von  x 
nach  null  konvergiert,  d.  h.  man  kann  unabhängig  von  x  den 
Wert  Ax  so  klein  wählen,  dass  an  jeder  Stelle  des  Bogens 
der  Betrag  von  8  kleiner  ist,  als  eine  willkürlich  vorgegebene 
Zahl  d.  Bildet  man  also  die  Summe  aller  Seiten  des  Poly- 
gones,  so  ist  

und  es  ist  der  Betrag  von  1,6 Ax  kleiner  als  dZAx^SMH. 
Lässt  man  nun  die  Zahl  n  der  Polygonseiten  unbegrenzt 
wachsen,  und  dabei  jede  Seite  nach  null  konvergieren,  so  wird 
S  beliebig  klein,  folglich  S ,  GH  und  also  auch  I.sAx  gleich  0. 


Die  erste  Summe  aber,  in  welcher 


V^+(Ä)'+(|^)'-e 


stetige  Funktion  der  unabhängigen  Variabelen  x  bedeutet,  kon- 
vergiert nach  einem  bestimmten  Grenzwerte,  wie  im  §  187 
Flg.  48.  bewiesen  wurde.   Denn  konstruieren  wir  die 

^    Kurve,  deren  Ordinate  Y  als  Punktion  von 

X  durch  die  Gleichung 


c 


SP  h 


^)     ^-VM%)MrJ 


bestimmt  ist,  und  betrachten  wir  den  Bogen 
cmd  dieser  Kurve,  dessen  Endpunkte  c  und  d  die  Abscissen 
Og  und  Oh  haben,  welche  den  Abscissen  OG  und  OH  bezüg- 
lich gleich  sind,  so  wird,  wenn  wir  mit  S  die  Fläche  be- 
zeichnen, die  zwischen  dem  Bogen  cd,  den  Ordinaten  der 
Endpunkte   und   der  Abscissenaze  eingeschlossen  ist  (§  188): 


3)  Ä  -  lim  I  FA.  -  lira  I  Ax  ]/l  +  (||) '+  (§\ 
Also  ergiebt  die  Formel  1) 

4)  limP^S. 
Mithin  ist  bewiesen: 

Der  Umfang  eines  der  gegebenen  Kurve  eingeschiiehenen 
Polygones  konvergiert  nach  einer  bestimmten  Gren0e,  wenn  alle 
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Seiten  des  Polygones  nach  ntdl  konvergieren,  vorausgesetzt^  dass 
die  Kurve  an  jeder  Stelle  eine  bestimmte  Tangente  besitzt^  deren 
Richtung  sich  stetig  ändert.  Diese  Grenze  ist  unabhängig  von 
dem  Gesetze,  nach  welchem  man  die  Polygonseiten  beliebig 
verkleinert. 

Wie  bei  den  ebenen  Kurven  heisst  diese  Grenze  S,  deren 
Existenz  auf  diese  Weise  bewiesen  ist,  die  Länge  des  Bogens  CD, 
Bezeichnen  wir  mit  s  die  Länge  des  Bogens  zwischen 
dem  festem  Anfangspunkte  C  und  dem  variabelen  Punkte  M. 
Ist  dann  Y  die  Ordinate  des  Punktes  m  der  Kurve  cd,  dessen 
Abscisse  Op  ^  x  der  Abscisse  des  Punktes  M  gleich  ist;  so 
ist  nach  dem  vorigen  der  Bogen  s  gleich  der  Fläche  cgpm. 
Diese  Fläche  hat  aber  das  Differential  Ydx  oder 


also  ist 


oder 


1MS)M1)'-. 


^--/■+(§)^(Ä)' 


5)  ds  -  Ydx^+dy^+dzK 

358.  Aus  dieser  Gleichung  folgt;  dass  die  Grenze  des 
Verhältnisses  eines  unendlich  kleinen  Kurvenbogens  zu  seiner 
Sehne  gleich  1  wird,  wie  schon  im  §  189  f&r  die  ebenen 
Kurven  bewiesen  wurde.  Ist  nämlich  c  die  Sehne  eines  Bogens 
MM\  welclier  unendlich  klein  wird,  und  s  die  Bogenlänge, 
gerechnet  von  einem  willkürlichen  festen  Punkte  bis  zum 
Punkte  -Jf,  so  ist  die  Länge  des  Bogens  MM^  mit  As  zu  be- 
zeichnen, und  es  wird: 

As 
As  Aa; 


c 


folglich: 


)/>+(ii)"+(^D' 


ds 


,.     As  dx  ds  . 

hm  —  =  —         —  = =  1 


c 
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Auf  Grund  dieser  Eigenschaft  lässt  sich  wie  früher  der 
Ausdruck  für  das  Bogendifferential  leicht  bilden,  wenn  man 
an  Stelle  rechtwinkliger  Koordinaten  irgend  welche  Variabelen 
einführt.  Hat  man  z.  B.  schiefwinklige  Koordinaten  und  be- 
zeichnet man  mit  cCyß^y  die  Winkel,  welche  von  den  Axen 
Oy  und  Oz,  0»  und  Ox^  Ox  und  Oy  gebildet  werden,  so  ist, 
um  das  Differential  eines  Kurvenbogens  s  zu  erhalten  ^  zu 
setzen:  ^^  ^ 

lim  -T —  =  lim  -r — 
Ao;  Ao; 

oder: 
dx 


F''-(§)'-(3^)"^^fS-"^J^-'-^Ä«°-. 


also: 


ds  ^y dx^  +  dy^  +  dz^  +  2 dy dz  cos«  +  2dzdx  cos/3  +  2dxdy  cosy. 

S59.  Im  räumlichen  Polarkoordinatensystem  ist  jeder  Punkt 
des  Baumes  durch  einen  Radiusyektor  r,  welcher  stets  im 
absoluten  Sinne  genommen  wird^  und  durch  zwei  Winkel  0 
und  ^  definiert.  Der  Winkel  0,  enthalten  zwischen  0  und  180^, 
wird  gebildet  vom  Radiusvektor  und  einer  festen  Axe  Oz] 
der  Winkel  ^  kann  von  0  bis  360^  variieren*,  er  liegt  in  der 
Ebene  xOy^  die  senkrecht  zu  Oz  ist,  und  wird  gebildet  von 
einer  festen  Axe  Ox,  die  in  der  a;y-Ebene  liegt,  und  von  der 
Projektion  des  Radius  r  auf  diese  Ebene.  Bezeichnet  man 
mit  x^y^z  die  drei  rechtwinkligen  Koordinaten,  welche  mit 
dem  Polarsysteme  verbunden  sind,  indem  sie  zu  den  Axen 
OXf  Oy^  Oz  gehören,  so  ist 

X  =>  r  sind  coBtIf,    y  «=  r  sin 6  sin ^,    j?  =  r  cos 6, 
also 

dx  =-  dr  sin  6  cos  ^  +  *•  cos  0  cos  ^  d6  —  r  sin  0  sin  ^  d^, 

dy  =•  dr  sin  0  sin  ^  +  **  cos  0  sin  ^  d0  +  ^  sin  0  cos  ^  difj 
ds  =  dr  cos  0  —  r  sin  0  dd. 
Erhebt  man  diese  Gleichungen  ins  Quadrat  und  addiert 
sie,  so  folgt  nach  Ausziehung  der  Quadratwurzel 

ds  «  Ydr^  +r^dd^+r^  sin«  0  di^K 
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Dieser  Ausdruck  lässt  sich  auch  leicht  direkt  bilden. 
Denn  in  dem  Polarsysteme  werden  die  Punkte  des  Raumes 
durch  den  Schnitt  dreier  Flächensysteme  bestimmt,  nämlich 
erstens:  der  konzentrischen  Eugehi,  für  welche  r  allgemein 
den  Radius  bezeichnet;  zweitens  der  Rotationskegel  mit  der 
Axe  Oz^  für  welche  6  der  erzeugende  Winkel  ist;  drittem  der 
Ebenen,  welche  durch  die  Axe  Oz  gehen,  und  für  welche  ^ 
die  Neigung  zur  festen  Ebene  zOx  angiebt.  Betrachten  wir 
nun  ein  krummliniges  Parallelepiped,  bei  welchem  zwei  gegen- 
überliegende Eckpunkte  mit  den  Endpunkten  des  Bogens  As 
einer  gegebenen  Kurve  zusammenfallen,  und  das  durch  die 
Kugel  mit  den  Radien  r  und  r  +  Ar,  durch  die  Kegel  mit  den 
Winkeln  6  und  6  +  A6,  endlich  durch  die  Ebenen  mit  den 
Winkeln  ^  und  ^  +  A^  bestimmt  ist.  Die  Basis  dieses  Parallel- 
epipedes  ist  auf  der  Kugel  mit  dem  Radius  r  ein  Rechteck,  das 
von  vier  Kreisbogen  gebildet  wird.  Zwei  gegenüberliegende 
Seiten  sind  Bogen  grosster  Kreise  und  haben  die  Länge  rAd, 
die  beiden  anderen  Seiten  haben  die  Länge  rsinOA^,  und 
rsin(0  + A6)  A^,  endlich  projiziert  sich  der  Bogen  As  auf  die 
Kugel  längs  einer  Diagonalen  y  dieses  Rechteckes.  Die  drei 
Kreisbogen  rA0,  rsinOA^,  y  unterscheiden  sich  von  ihren 
Sehnen  nur  um  Grossen,  die  im  Verhältnis  zu  diesen  Längen 
unendlich  klein  werden.  Femer  bilden  die  beiden  ersten 
Sehnen  einen  Winkel  mit  einander,  der  unendlich  wenig  von 
einem  rechten  abweicht;  folglich  ist 

y«=r«A0«+r»sin*-0A^^ 

wenn  man  Grössen,  die  im  Verhältnis  zu  y^  unendlich  klein 
sind,  vernachlässigt.  Desgleichen  unterscheiden  sich  As  und  y 
von  ihren  Sehnen  um  Grössen,  die  im  Verhältnis  zu  diesen 
Bogen  unendlich  klein  sind,  und  der  Winkel,  den  Ar  mit  der 
Sehne  des  Bogens  y  bildet,  differiert  unendlich  wenig  von 
einem  rechten;  also  ist 

As«-y>+Ar2 

mit  Vernachlässigung  von  Grössen,  die  im  Verhältnis  zu 
As^  unendlich  klein  sind.  Die  beiden  Gleichungen  ergeben 
also 
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wobei  e  eine  anendlich  kleine  Grösse  wird;  geht  man  zur  Grenze 
über,  80  wird 

oder 

wie  oben  gefanden  wurde. 


Formeln  für  die  Bichtungskosinns  der  Tangente. 

260.  Die  Winkel  a,  /3^  y,  welche  die  Tangente  in  dem 
einen  oder  andern  Sinne  ihrer  Richtung  mit  den  positiYen 
Eoordinatenaxen  eines  rechtwinkligen  System  es  bildet,  sind 
nach  §  251  proportional  den  Differentialen 

dx^    dy^    dz\ 

bezeichnet  nmi  s  die  Bogenlänge  der  Euire  von  einem  festen 
Anfangspunkte  bis  zum  Punkte  M  {x^  y,  z)y  so  ist  die  Summe 
dx^  +  dy^  +  dz^  gleich  ds*,  und  die  Relation 

cos a  __  cos/?       cos y 
dx  dy  dz 

giebty  da 

cos* «  +  cos*  ß  +  cos*  y  «*  1 
ist: 


1) 

dx 

dy 

de 

cosa 

^  ds' 

C08 

ß- 

ds' 

cosy 

^  ds' 

oder 

2) 

dx 

-ds 

cos«, 

dy 

~ds 

COS/J, 

dz- 

•  ds  cos 

r- 

Hier  ist  ds  =-  yda^+  dy*+  dz^  und  das  Vorzeichen  un- 
bestimmt. Nimmt  man  nach  einander  das  positive  und  dann 
das  negative  Zeichen,  so  erhält  man  zwei  Systeme  von  Gleich- 
ungen, die  sich  auf,  die  beiden  entgegengesetzten  Richtungen 
der  Kurve  beziehen. 
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Der  Krümmungsradius. 

261.  Der  Bogen  AM  einer  Kurve  werde  von  einem  be- 
weglichen Punkte  in  der  Richtung  von  A  nach  M  durchlaufen} 
als  Richtung  der  Tangente  in  jedem  Punkte  fixieren  wir  die 
Grenzlage  der  Sekante,  welche  von  diesem  Punkte  zu  den 
darauf  folgenden  führt.  Aus  dem  Centrum  einer  Kugel,  deren 
Radius  gleich  der  Längeneinheit  und  deren  Mittelpunkt  ein 
beliebiger  Punkt  o  ist,  ziehen  wir  nun  Radien  parallel  zu 
den  Richtungen  der  Tangenten ,  die  in  den  verschiedenen  Punk- 
ten desBogens  AM 

konstruiert      sind.  '*«•  *^-  T^ 

Der  Ort  der  End-  X'''^''^^^^^  sl  it>==^^^'^  -C^ 
punkte  dieser  Ra- 
dien ist  eine  sphä- 
rische Kurve,  und 
die  Länge  ayi,  -=^  o 
derselben,  die  dem 
Bogen  AM  =  s  der  gegebenen  Kurve  entspricht,  heisst  die 
absolute  Krümmung  des  Bogens  AM, 

Ist  der  Anfangspunkt  A  des  Bogens  AM  fest,  der  End- 
punkt M  beweglich,  so  sind  s  und  6  variabele  Grossen.  Das 
Differential  do  der  Krümmung  wird  der  Kontingeneumkel  der 
Kurve  im  Punkte  M  genannt. 

Ist  AM  eine  ebene  Kurve,  so  ist  ctft  der  Bogen  eines 
grössten  Kreises,  durch  welchen  der  Winkel  zwischen  den 
Tangenten  in  den  Endpunkten  des  Bogens  AM  gemessen 
wird.  Die  obigen  Definitionen  decken  sich  also  bei  ebenen 
Kurven  mit  den  im  §  192  gegebenen. 

Erteilt  man  nun  dem  Bogen  s  den  unendlich  kleinen 
Zuwachs  As » MM\  so  bekommt  die  Krümmung  6  das 
Inkrement  A<J  =»  ftft'.  Der  Winkel  i,  den  die  Tangenten  MTy 
M^T^  mit  einander  bilden,  wird  gleich  /üOft'  oder  gleich  dem 
Bogen  des  grössten  Kreises  /ti/ii';  folglich  ist 

i       Kreisbogen  ft/ii'        Kreisbogen  ftft'         Sehne  /üft' 
Aa     Kurvenbogen  fift'  Sehne /iifi'        Kurvenbogen /ti/ii' 
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Die  Quotienten  auf  der  rechten  Seite  werden  aber  beide 
gleich  1  und  folglich  ist 

lim  ^  -  1. 

Dies  besagt:  Das  Verhältnis  zwischen  dem  Winkel,  den  die 
Tangenten  in  den  Endpunkten  eines  unendlich  kleinen  Bogens 
bilden^  und  der  Krümmung  dieses  Bogens  hat  den  Grenzwert  1. 

Wie  bei  den  ebenen  Kurven  nennen  wir  mittleres  Krüm- 
mungsmass  eines  Kurvenbogens  das  Verhältnis  der  absoluten 
Krümmung  zur  Bogenlänge.  Dem  gemäss  wird  das  Zrüm- 
mungsmass  oder  schlechtweg  die  Krümmung  der  Kurve  in  einem 
Pimkte  M  der  Grenzwert  der  mittleren  Krümmung  eines  un- 
endlich kleinen  Bogens,  dessen  einer  Endpunkt  M  ist.  Krüm- 
mungsradius ist  der  Radius  eines  Kreises,  dessen  Krümmung 
gleich  der  der  Kurve  im  Punkte  M  ist. 

Nach  diesen  Definitionen  wird  also  die  Krümmung  der 

Kurve  AM  im  Punkte  31: 

,.     A<y      da 

As       ds 

ds 
und  der  Krümmungsradius  JB  =  -5—  wie  bei  den  ebenen  Kurven. 

Die  Differentiale  ds  und  dö  sind  immer  mit  gleichem  Zeichen 
zu  nehmen. 

262.  Die  Kurve  AM  sei  auf  drei  rechtwinklige  Axen 
bezogen  und  der  Anfangspunkt  0  derselben  sei  der  Mittel- 
punkt der  mit  dem  Radius  1  konstruierten  Kugel.  Mit  x^  y,  0 
bezeichnen  wir  die  Koordinaten  des  Punktes  M,  mit  a^  ß,  y 
die  Winkel,  welche  die  Richtung  MT  der  Tangente  mit  den 
positiven  Koordinatenaxen  bildet.  Die  Koordinaten  des  Punk- 
tes /li  der  sphärischen  Kurve  werden  dann 

cos«,    cos/S,     cosy, 

und  folglich  wird  das  Differential  da  des  Bogeus  dieser  Kurve 


1)  dö  =  y(d  cos  «)*  +  (d  cos  ßy  +  {d  cos  y)\ 

Man  kann  noch  einen   andern  Ausdruck  für  da  bilden. 
Differentiiert  man  die  Gleichung 
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dx 
cos  a  =  -^-} 
äs 

ohne  die  unabhängige  Variabel  zu  fixieren ,  so  wird 

,  (Px      (Ps  dx 

a  cos  a  =  -^ 7-9—» 

as         ds^ 

/^         N8      f<^A^     2dxd^xd's  ,  {d'sdxV 


also 


Ersetzt  man  hier  x  erst  durch  y,  sodann  durch  0^  so  erhält 
man  die  Ausdrücke  für  (dcos/J)*  und  (dcosy)^;  und  demnach 
wird 

rfa2=  ^  hd'xy  +  (d'yy+  (d^zyl  ^2~\dxd'x  +  dyd'y  +  dzd'zl 

+  ^f^dx'  +  dy'  +  dz'y 

Die  Gleichung 

dx^  +  dy^+d^^^ds^ 

ergiebt  aber  durch  Differentiation 

dx  d^x  +  dyd^y  +  dzd^z  •=  ds  d^s, 

und  nach  Substitution  dieser  Werte  erhält  man: 

''^  ds 

Multipliziert  man  Zähler  und  Nenner  mitd^^  und  ersetzt  dann 
ds^  und  ds  d^s  durch  ihre  Werte  als  Funktionen  der  Ko- 
ordinaten, so  wird: 

c/(y-^2  Y(d^^d^^z^j\{¥x^ 

was  sich  auch  in  der  Form  schreiben  lässt: 

3)     fi(y=»-L  y{dy  d^z  -  dz  d^yy  +  {dz  d?x  -  dx  d'zy+idx  d'y  -  dy  d'xy. 

uS 

liier  ist  die  unabhängige  Variabele  nicht  näher  bezeichnet. 
Wählt  man  aber  den  Bogen  s  als  diese  Variabele,  so  wird 
d^s  null  und  die  Gleichung  2)  bekommt  die  einfachere  Form: 


da  «    ~  Vid'xy  +  {cPyy  +  {cPzy 
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Nach  der  Gleichung  3)  erhält  der  Erümmungsradius  R 

ds 
oder  -zr-  als  Funktion  der  Koordinaten  den  Wert: 
da 

4)  R  (dx^+dy'  +  dß^l 

y{dy  ä^ts  -  de  d^yf-¥  {dz  d^x  -  dx  d^ey  +  {dx  d^y  -  dy  cPx)^ 

Diese  Formel  gilt,  wie  auch  die  unabhängige  Yariabele  defi- 
niert sein  mag. 

Der  analytische  Ausdruck  für  das  Bogenelement  da  lehrt, 
dass  die  geometrischen  Definitionen  des  §  261  nur  dann  Geltung 
haben,  wenn  nicht  nur  die  ersten  Differentiale  dx^  dy^  dz  der 
gegebenen  Kurven  und  also  auch  die  Neigungswinkel  a,  ß,  y  der 
*  Tangente  stetige  Funktionen  der  unabhängigen  Yariabelen  sind, 
sondern  wenn  auch  überall  die  zweiten  Differentialquotienten 
d*ir,  {?y,  d^z  eindeutig  bestimmte  Werte  haben. 


Die  Hauptnormale  in  einem  Punkte  einer  Baumkurre. 

268.  Wir  betrachten  eine  Raumkurve  AM  und  die  zu- 
gehörige sphärische  Kurve  a^.  (Fig.  in  §  261.)  Durch  den 
Punkt /li  dieser  letzteren  Kurve  legen  wir  die  Tangente  (iVy  und 
durch  den  entsprechenden  Punkt  M  der  gegebenen  Kurve  die 
Gerade  MN  parallel  zu  ^v.  Die  Gerade  MN  heisst  dann 
die  Hauptnormale  der  Kurve  ^üf  im  Punkte  M. 

Sind  9,  ^,  X  die  Winkel,  welche  die  Richtung  MN  oder 
(IV  mit  den  positiven  Koordinatenaxen  bildet,  so  wird,  da 
cos  a,  cos  /},  cos  y  die  Koordinaten  des  Punktes  /ü  sind  (§  260): 

.V  dcosa  .       dcosß  dcosy 

1)  co8  9--;^^>  co8^--^^,  cosa;--^, 

oder:  ,  ,  ^ 

jdx  .dy  ^dz 

a~T-  d-j-  a-7- 

2)  cosqp  =  jR— -r— >     cos^^ic— r-)    cos^— =^--j— • 

Wählt  man  den  Bogen  s  als  unabhängige  Yariabele,  so 
kann  man  schreiben: 

^.     d^x       1  t?y       1         ,       d^z       1 

^)    d7"B^^^'     dp-B^"«*'    rf?=B^^^^- 
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Der  Krümmiingsmittelpankt  eines  Punktes 
der  Raumkurye. 

264.  Wenn  man  in  einem  Punkte  M  der  Raumkurve  AM 
die  Tangente  MT  und  die  Hauptnormale  Jlf^  zieht  und  den 
Kreis  in  der  Ebene  NMT  konstruiert, 
dessen  Radius  der  Krümmungsradius  ist 
und  der  die  Tangente  MT  in  M  derart 
berührt,  dass  er  mit  den  benachbarten 
Kurvenpunkten  auf  der  nämlichen  Seite  A/ 
der  durch  MT  senkrecht  zu  NMT  geleg- 
ten Ebene  liegt,  so  wird  das  Centrum  C 
dieses  Kreises,  welches  auf  der  Haupt- 
normale MN  liegt,  der  Krümmungsmittelpunkt  des  Punktes  M 
genannt.  Die  Richtung  MC  ist  die  Richtung  des  Krümmungs- 
radius.  Errichtet  man  im  Punkte  C  die  Gerade  GH  senk- 
recht zu  NMT^  so  heisst  dieselbe  die  Krümmungsaxe, 

Lehrsatz.  Die  zu  einem  bestimmten  Kurvenpunkte  gehörige 
Krümmungsaxe  ist  die  Grenzlage  des  Schnittes  der  Normalebene 
mit  einer  unendlich  benachbarten  Normalebene. 

Denn  die  Gleichung  der  Normalebene  wird: 
1)     (g  —  x)  cos  a  -f  (q  —  y)  cos  /?  +  (g  —  jjf)  cos  y  =»  0. 

Diese  Gleichung  bezeichnen  wir  kurz  mit  F»  0.  Die 
Normalebene  in  einem  zweiten  Eurvenpunkte  wird  erhalten, 
wenn  man  in  der  Gleichung  1)  die  Grössen 

durch  ^»y»^»   <^08«>  <^08/J,  cosy 

X  +  Aa?,  y  +  Ay,  z  +  A^er,  cos«  +  Acosa,  cos/J  +  Acos/3, 
cos  y  +  A  cos  y 
ersetzt  und  die  so  gebildete  Gleichung  werde  durch  F+  A  F«  0 
dargestellt.     Bezeichnet  t  die  Variabele,   die  man  als  unab- 
hängige  betrachtet,   so   wird    die    Schnittgerade    der    beiden 
Normalebenen  durch  die  Gleichungen 

definiert.    Mitbin  wird  die  Grenze,  nach  welcher  diese  Schnitt- 
gerade konvergiert,  wenn  der  zweite  Kuryenpunkt  dem  ersten 
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unendlich  nahe  rQckt,  die  Gerade^  welche  durch  die  Gleich- 
ungen 

F^O     -~^0,    oder    F-0,  rfF-0 
^     dt         ^ 

definiert  ist.  Die  eine  dieser  Gleichungen  ist  die  Gleichung  1), 
die  andere  ergiebt  sich,  wenn  man  diese  difTerentiiert,  wobei 
1,1^,^  wie  Eonstante  anzusehen  sind;  dies  ergiebt: 

{i  —  x)d  cos  a  +  (ij  —  y)  d  cosß  +  {t  —  z)  dcosy 

—  (dx  cos  a  +  dy  cos  ß  +  de  cos  y)  —  0, 
oder  wenn  man  die  Formeln  im  §  260  und  §  263  beachtet: 
2)    (g  —  x)  cos  9  +  (i?  —  y)  cos  V'  +  (S  —  ^)  cos  X  «-  R 

Diese  Gleichung  stellt  eine  Ebene  dar,  die  senkrecht  zur 
Hauptnormale  ist  und  deren  Entfernung  Yom  Punkte  M  gleich 
jR  oder  MC  ist.  Zum  Beweise  des  ausgesprochenen  Lehr- 
satzes muss  man  also  nur  noch  zeigen,  dass  die  zu  M  un- 
endlich benachbarten  Euryenpunkte  zwischen  der  Ebene  (2) 
und  der  zu  ihr  parallelen  im  Punkte  M  sich  befinden.  Diese 
letztere  Ebene  ist  durch  die  Gleichung 

(6  —  rc)  cos  9  +  (i?  —  y)  cos  ^  +  (5  —  ^)  cos  x  —  0 

bestimmt.  Ersetzt  man  |,i7,S^  durch  die  Koordinaten :t;  +  Aa;, 
y  +  Ay,  g  +  Ab  eines  zu  M  benachbarten  Kurvenpunktes,  und 
wählt  man  jetzt  d$  als  konstantes  DifiPerential,  so  hat  man 
nach  der  Tajlorschen  Gleichung: 

1  1  d$^ 

Aa?  ^  dx  +  -^  d^x  +  R^'-^  ds  coaa  +  -^  -p-  cos  <p  +  JBj, 

wobei  R^  eine  unendlich  kleine  Grösse  dritter  Ordnung  wird; 
analoge  Ausdrücke  ergeben  sich  für  Ay  und  A/g]  substituiert 
man  diese  Werte  in  die  Gleichung  der  Ebene,  so  erhalt  man 
den  positiven  Wert 

ds^    , 

2B+^' 

wobei  e  eine  unendlich  kleine  Grosse  dritter  Ordnung  ist 
Desgleichen  erhält  man  auch  eine  positive  Grösse,  nämlich 
+  ü,  wenn  man  an  Stelle  von  |,  iy,  g  in  der  nämlichen  Ebenen- 
gleichung die  Koordinaten  eines  beliebigen  Punktes  der  Ebene  2) 
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einsetzt.  Folglich  liegen  die  Punkte  dieser  Ebene  and  die  zu 
M  unendlich  benachbarten  Kurvenpunkte  auf  derselben  Seite 
der  durch  MT  senkrecht  zur  Hauptnormale  errichteten  Ebene. 

In  den  besonderen  Punkten,  für  welche  JB  —  oo  wird,  liegt 
der  Erümmungsmittelpunkt  und  die  Erümmungsaxe  unend- 
lich weit. 

Für  die  Koordinaten  ^r^,  j/^,  b^  des  Krümmungsmittel- 
punktes ergeben  sich  demnach  die  Gleichungen: 

3)    iCi  — a;  —  ü  cosqp,    yj  — y  =  ücos^,    z^  —  z  ^  BqqbiI)^ 

^^^^  .dx  .dy  .dz 

IT  ~l  IT 

^^-^-^'^'  y^-y-^"-ir'  "^-^-^'-57- 

Diese  Untersuchung  bestätigt  zugleich,  dass  durch  die  Gleich- 
ungen 1)  oder  2)  im  §  263,  wenn  in  denselben  ds  und  da  positiv 
gewählt  wird,  die  Kosinus  der  Winkel  definiert  sind,  welche  die 
Hauptnormale  y  und  zwar  in  der  Bichtung  vom  Kurvenpunkte 
zum  Krümmungsmittelpunkte  mit  den  positiven  Koordinatenaxen 
bildet. 

Die  Kosinus  der  Bichtiing  der  Krümmnngsaxe. 

265.  Bezeichnen  wir  mit  A,  ft,  v  die  Winkel,  welche  die 
eine  oder  die  andere  der  beiden  Richtungen  der  Krümmungs- 
axe  mit  den  positiven  Koordinatenaxen  bildet^  so  bestehen^ 
da  diese  Axe  senkrecht  zur  Tangente  und  senkrecht  zur 
Hauptnormale  ist,  und  da  auch  diese  letzteren  zu  einander 
senkrecht  stehen,  zvnschen  den  Kosinus  der  neun  Winkel 

die  bekannten  Relationen,  nämlich: 

1)  cos*«  +  cos*/3  -f  co8*y  =  1 ,    cos^g?  +  cos^V'  +  cos*% « 1, 

co8*A  +  cos*/[i  -f  cos^v  «1; 

2)  cos*  a  +  cos*  fp  +  cos*  A  «•  1 ,     cos*  ß  +  cos*  ^  -f  cos*  /ii  =  1, 

cos*y  -f  cos*%  -f  cos*v  =»  1; 
cos  a  cos  9  +  cos  ß  cos  ^  +  cos  y  cos  %  ==  0, 

3)  cos  a  cos  k  +  cos  ß  cos  ft  +  cos  y  cos  v  =  0, 
,  cos  9>  cos  A  +  cos  ^  cos  ft  +  cos  %  cos  r  —  0; 
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COS  acosß  +  cos  g?  cos  ^  +  cos  A  cos  ^  ^  0, 
cos  Ä  cos  y  +  cos  9  cos  %  +  cos  A  cos  v  —  0, 
cos  ß  cos  y  +  cos  ^  cos  ;c  +  cos  fi  cos  i/  «=  0; 

cos  A  —  ±  (cos  /?  cos  X  —  cos  y  cos V'), 
cos/ii  «  ±  (cos  y  cos 9  —  cos  a  cos  %), 
cos  v  =»  ±  (cos  a  coQtlf  —  cos ß  COS9); 

C0S9  -=  ±  (cos ft  COS  y  —  cos  v  cos  /3), 
cos^  —  ±  (cos  V  cos  «  —  cos  A  cos  y), 
cos  ;t  ■=  ±  (cos  A  cos  /?  —  cos  fi  cos  a); 

cos  a  =  ±  (cos^  cos  v  —  cos  x  cos  ft), 
cos ß  ^  ±  (cos  ;t  cos  A  —  cosg?  cos  v), 
cos  y  ^  ±  (co89  cos  jit  —  cos V'  cos  A); 
6)  cos  A  (cos /J  cos  jr  —  cos  y  cos  ^)  +  cos  ft  (cos y  cos  9  —  cos  a  cos  %) 
+  cos  1/  (cos  Ä  cos  ^  —  cos  /3  cos  9)  —  ±  1. 
In  den  zebn  Gleichungen  5)  und  6)  müssen  entweder  nur 
die   oberen   oder   nur   die   unteren  Zeichen    gewählt  werden. 
Dieselben  beziehen  sich  auf  die  eine  oder  die  andere  Richtung 
der  Erümmungsaxe. 

In  den  vorhergehenden  Paragraphen  sind  die  Ausdrücke 
für  die  Kosinus  der  Winkel  cc,  ß^y  und  9,  ^,  %  als  Funktionen 
der  rechtwinkligen  Koordinaten  gegeben.  Die  drei  ersten  Gleich- 
ungen 5)  lassen  auch  die  Kosinus  der  Winkel  A,  ft,  1/  in  der- 
selben Weise  ausdrücken.  Die  erste  dieser  Gleichungen  lässt 
sich,  ohne  dass  die  unabhängige  Yariabele  fixiert  wird,  schreiben: 

,        ,       1     /  ^   j  de       ,    ,  dy\       ,  ^^  dy  d^g  —  dz  d^y 

und    durch   Vertauschung    der    Buchstaben    erhält    man    das 
Oleichungssystem : 

1        .    -n  dyd^z  —  dzd^y 
cos  A  —  ±  JJ  -^ ,r^ ^; 


7) 


cos  ft  -«=  ±  JB 


cosv 


ds^ 

dzd^x  —  dxd^z 
d?  ' 

,    ^  dxd^y  —  dyd^x 
±  ti ^-3-r • 
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Die  Differenz  zwischen  einem  Kurrenbogen 
und  seiner  Sehne. 

266.  Einen  sehr  bemerkenswerten  Ausdruck  für  die  DiflFe- 
renz  zwischen  einem  Kurvenbogen  und  seiner  Sehne  erhält 
man,  wenn  man  die  Krümmungsradien  in  den  Endpunkten  des 
Bogens  einführt.  Diese  Rechnung  möge  hier  Platz  finden 
als   eine  interessante  Anwendung   der  gewonnenen  Resultate. 

Es  sei  s  die  Länge  des  Bogens^  gerechnet  von  einem  will- 
kürlichen Anfangspunkt,  x^y^z  seien  die  rechtwinkligen  Ko- 
ordinaten des  Endpunktes;  die  Grösse  s  werde  als  unabhängige 
Yariabele  genommen,  22  bezeichne  den  Krümmungsradius  im 
Endpunkt.     Dann  ist 

Durch  DiflFerentiation  der  Gleichung  1)  folgt: 

.  dx^  rf^       dy  d^       dz^  d^ 

^  ds    ds"  "^  ds   ds'  "^  ds   ds^  ^ 

Differentiiert  man  diese  Gleichung,  so  erhält  man  in  Berück- 
sichtigung der  Gleichung  2): 

.V  dx   d^x       dy^  d^       rf^  d^ 1 

femer  ergiebt  die  Gleichung  2): 

..  d^d^      rf«y  d^y  ,d^zd^      j^  _^ 

^  ds^  ds^  "^  ds^  ds^  "^  ds^  ds^  ^  2    ds 

und  endlich  die  Gleichung  4)  auf  Grund  der  Gleichung  5): 

gv  dx  d^      dy  d^  i^^ 3      R^ 

^  ds'd?'^  dsd^'^dsds^^      2     ds  ' 

Sind  Ao;,  Aj/,  A^r  die  Inkremente  von  x,  j/,  z,  wenn  s  um 
As  wächst,  so  hat  man  nach  der  Taylor  sehen  Entwickelung: 

Serret,  Differential-  und  Integral •  Rechnung.    I.  Bd.  24 
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t^x      dx       \  d^x  .      .    1  d^x  .   o  ,    1  d^x  .    .  , 

wobei  «4  eine  Grösse  bezeichnet,  die  mit  As  von  vierter  Ord- 
nung unendlich  klein  wird.  Erhebt  man  diese  Gleichung  ins 
Quadrat,  so  erhält  man 

[■E-s)-\d-s)+Tsd?^'  +  hTsd^  +  -Ad?)i^' 
r  1  dxd*x       l  d'x  <Px-\      , 
+  Ll2  dl  d?  "^  6  rf?  ds»"J  ^*  +  **' 

£4  ist  auch  noch  eine  unendlich  kleine  Grosse  yierter  Ordnung. 

Hieraus  gewinnt  man  die  Werte  von  (-j^)  und  i-jr-)  i  wenn 

man  y  und  z  an  Stelle  von  x  schreibt;  addiert  man  als- 
dann diese  drei  Gleichungen,  so  folgt  auf  Grund  der  früheren 
Gleichungen:  ^ 

As«  ^^      12  "R'       24    ds    '^^  +^*" 

Zieht  man  gemäss  der  Binomialformel  die  Quadratwurzel 
aus,  so  wird  . 

yAa;'+Ay'+A^«  1  / 1   As»      1  l^.,,.     \,  ... 

As  ^      2\12  2? +24    ds  ^*  +  V  + 

oder  I 

l/A.;«+Ay«+A.V  1  As«       1   ^^  .   «  ,  ^. 

'^  As  ^      24  iJ«       48    ds    ^^  ^  '^' 

£4  bedeutet  immer  noch  eine  unendlich  kleine  Grösse  vierter 
Ordnung,  wenn  As  unendlich  klein  wird.  Diese  letzte  Gleich- 
ung kann  noch  auf  eine  andere  Weise  geschrieben  werden, 
ü  bezeichnet  den  Krümmungsradius  im  Endpunkte  des  Bogenss, 
also  im  Anfangspunkte  von  As;  mit  R^  werde  der  Krümmungs- 
radius im  Endpunkte  des  Bogens  As  bezeichnet.  Die  Differenz 
der  Grössen  ^  j  ^ 

-^-r und        --r— 

As  ds 

wird  mit  As  unendlich  klein,  und  substituiert  man  die  erste 
derselben  in  die  Gleichung  7)  an  Stelle  der  zweiten,  so  wird 
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dadurch  nur  die  unendlich  kleine  Grösse  s^  geändert.    Es  ist 
demnach 


yEi^+Äf+Ae* 


1 


\R' 


+  - 


1  \  As« 


+  Ci. 


As  '      \R»  ^  B^V  48 

Multipliziert  man  endlich  beide  Seiten  mit  As,  so  wird 

8)  VÄ5^+Ä7+Ä?  _  As-  ;!  (^  +  ^)  As»+  B,; 

«5  wird  von  der  fünften  Ordnung  unendlich  klein. 

Die  Differenz  zwischen  einem  unendlich  kleinen  Bogen 
As  und  seiner  Sehne  ist  also  gleich 

±(±  +  1-)as^ 

bis  auf  eine  unendlich  kleine  Grosse  fünfter  Ordnung^  wobei 
jR  und  R^  die  Krümmungsradien  in  den  Endpunkten  von  A^ 
bedeuten. 

Wir  wenden  die  Gleichung  8)  auf  den  Bogen  eines  Kreises 
Yom  Radius  1  an.    Ist  A^  »  2a,  so  ist 


yAx^  +  Ay^+A0^  -  2  sina 
und  die  Formel  8)  giebt: 

sma  — a  —  "e"  +  ^ß* 

Die  Ordnung  der  Berührung  zwischen  einer  Kurye  und 
einer  Fläche.   Die  in  einem  Kuryenpunkte  oskulierenden 

Flächen. 

267.  Es  sei  S  irgend  eine  Fläche,  AM  eine  Kurve,  welche 
durch  den  Punkt  M  der  Fläche  S  geht, 
KL  die  Normale  in  ilf  an  diese  Fläche. 
Auf  der  Kurve  wählen  wir  einen  Punkt  M'  A\ 
unendlich  benachbart  zu  Jf ,  dessen  Ent- 
fernung von  der  Normalen  KL  als  un- 
endlich kleine  Grosse  erster  Ordnung  be- 
trachtet wird;  endlich  ziehen  wir  die 
Gerade  M'm  parallel  zu  ZT,  welche  die 
Fläche  S  in  m  tri£Ft.  Wenn  nun  die  Länge  M^m  unendlich 
klein  von  der  Ordnung  k+  1  wird,  so  werden  wir  sagen,  dass 

24* 
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im  Punkte  M  eine  Berührung  /»;*•'  Ordnung  zwischen  der  Fläche 
und  der  Kurve  stattfindet. 

Damit  die  Ordnung  der  Berührung  nicht  null  wird^  d.  h. 
damit  überhaupt  eine  Berührung  zwischen  Fläche  und  Kurve 
vorhanden  ist,  muss  die  Tangente  der  Kurve  im  Punkte  M  in 
der  Tangentenebene  der  Fläche  gelegen  sein.  Denn  bezeichnen 
wir  mit  Xj  y,  z  die  Koordinaten  des  Punktes  M  in  Bezug 
auf  drei  rechtwinklige  Axen,  mit  x  +  Ao;,  y  +  Ay,  js  +  Az 
die  des  Punktes  M\  und  mit  x  +  A'x,  y  +  A'y,  ^  +  A'j?  die 
des  Punktes  m,  femer  mit  y  den  Winkel,  den  die  Tangente 
der  Kurve  mit  der  jjf-Axe  bildet,  und  mit  dz^pdx  +  qdy  den 
Wert  von  dZy  welcher  der  Fläche  S  angehört,  so  ist  für  diese 
Fläche 

A';r«i)A'a;  +  gA'y  +  f'5 

£'  ist  eine  unendlich  kleine  Grösse  von  höherer  als  der  ersten 
Ordnung.  Lässt  man  die  jer-Axe  mit  der  Normalen  KL  zu- 
sammenfallen, 80  wird  1)  =  0,  g  «=  0.  Folglich  wird  A'j?  oder 
Fm  unendlich  klein  von  höherer  als  der  ersten  Ordnung. 
Andererseits  ist  M^m  die  Summe  oder  Differenz  der  Strecken 
M^P  -=  Az  und  Pm.  Damit  also  die  Ordnung  der  unendlich 
kleinen  Grösse  M^m  grösser  sei  als  1,  muss  Az  von  höherer 
als  der  ersten  Ordnung  unendlich  klein  werden.  Bezeichnet 
aber  y  den  Winkel  zwischen  der  Tangente  der  Kurve  und  der 

j?-Axe,  so  ist 

Az  ^  cotg  y  ]/Aa;*+  Ay*  +  «, 

wobei  £  eine  unendlich  kleine  Grösse  von  höherer  als  der 
ersten  Ordnung  bedeutet.  Mithin  muss  cotg^  —  0  sein,  d.  h. 
die  Tangente  der  Kurve  muss  in  der  Tangentialebene  der 
Fläche  liegen. 

Ist  eine  Kurve  G  gegeben,  und  betrachtet  man  eine 
Familie  von  Flächen,  die  durch  eine  Gleichung,  in  welcher 
n  +  1  willkürliche  Parameter  enthalten  sind,  definiert  ist,  so 
kann  man  im  allgemeinen  diese  n  +  \  Parameter  derart  be- 
stimmen, dass  in  einem  gegebenen  Punkte  C  der  Kurve  eine 
Berührung  n**'  Ordnung  stattfindet.  Die  auf  diese  Weise  be- 
stimmte Fläche  heisst  unter  den  Flächen  der  betrachteten 
Familie,  die  durch  denselben  Punkt  gehen,  die  oshdierende. 
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Wir  wollen    im    folgenden    die    osJculierende    Ebene  und   die 
oskulierende  Kugel  behandeln. 


Die  oskulierende  Ebene. 
268.  Da  die  Gleichung  einer  Ebene  nur  drei  willkürliche 
Parameter  enthält,  so  ist  die  in  einem  Punkte  der  Kurve 
oskulierende  Ebene  (auch  Schmiegungsebene  genannt)  diejenige, 
welche  daselbst  eine  Berührung  zweiter  Ordnung  hat.  Indessen 
ist  zu  bemerken,  dass  für  gewisse 
besondere  Punkte  der  Kurve  die  Ord- 
nung der  Berührung  auch  grösser  als 
zwei  werden  kann.  Es  sei  im  recht- 
winkligen Koordinatensysteme 

die  Gleichung  der  Ebene  S]  mit  a,  6,  c 

bezeichnen  wir  die  Kosinus  der  Winkel, 

welche  das  vom  Anfangspunkte  des  Koordinatensystemes   auf. 

die  Ebene  gefällte  Lot  mit  den  positiven  Axen  bildet.     Ist  ä 

die  Entfernung  M^P  des  Punktes  M*  {x  +  Aa;,  y  +  Ay,  z  +  Az) 

der  Kurve  von  der  Ebene  S,  so  ist 

±  d  =  a{x  +  Ax)  +  b(y  +  Ay)  +  c{z  +  Az)  -p 
und  wir  haben  die  Konstanten  a,  b^  c^p^  von  denen  drei  will- 
kürlich sind,  da  a^+  6*+  c^=  1,  so  zu  bestimmen,  dass  S  un- 
endlich klein  von  dritter  Ordnung  wird.  Die  unendlich  kleine 
Grösse  erster  Ordnung  ist  die  Entfernung  des  Punktes  M^ 
von  der  Normalen  KL  der  Ebene,  oder  auch  jede  andere  un- 
endlich kleine  Grösse,  deren  Verhältnis  zu  dieser  Entfernung 
einen  endlichen  Grenzwert  hat.  Nach  der  Taylor  sehen  Ent- 
wickelung  wird  nun,  welches  auch  die  unabhängige  Yariabele 
sein  mag,  die  wir  mit  t  bezeichnen  wollen: 


Digitized  by 


Google 


374  Neuntes  Kapitel.   §§  268  und  269. 

JZj,  ü'g,  J?"3  bezeichnen  unendlich  kleine  Grössen  dritter  Ord- 
nung. Substituiert  man  diese  Werte  in  die  Gleichung  fiir  ±  d, 
so  wird 

damit  dieser  Ausdruck  zum  mindesten  eine  unendlich  kleine 
Grösse  dritter  Ordnung  werde,  ist  es  notwendig  und  hinreichend^ 
dass  die  Gleichungen  bestehen: 

ax  +  by  +  C0  —p  «0,  ax +  by  +  eis  —  p  ^  0, 

«^  +  ^^  +  ^-^-^'    oder    <^^-  +  idy  +  cdz-.0, 


1) 


a^  +  &^  +  c^f--0,  ad^x  +  bd'y  +  cd»0  =  O. 


Die  erste  dieser  Gleichungen  drückt  aus,  dass  die  Ebene 
•durch  den  Punkt  M  geht.  Sie  bestimmt  die  Grösse  p^  wenn 
a,  &,  c  bekannt  sind.   Die  anderen  beiden  Gleichungen  ergeben: 

^     dy  cl^z  —  de d^y  ^ dz d^x  —  dxd^z^dx d^y  —  dy d^x 

Die  Nenner  in  diesen  Verhältnissen  sind  proportional  den 
Kosinus  der  Winkel  X^ii,v^  welche  die  eine  oder  die  andere 
Richtung  der  Erümmungsaxe  mit  den  positiven  Eoordinaten- 
axen  bildet  (§  265);  also  ist 

a  «=  cos  A,    &  =  cos  (if    c  =  cos  v. 

Folglich  ist  die  OsktUationsebene  nichts  anderes  ais  die  Ebene 
des  Krümmungskreises,  d.  h,  die  Ebene  ^  welche  durch  die  Tangente 
und  die  Hauptnarmale  geht.  Bei  einer  ebenen  Kurve  ist  sie  die 
£bene;  in  welcher  die  Kurve  liegt. 

Verschwinden  die  drei  Nenner  in  den  Gleichungen  2)  gleich- 
zeitig für  einen  Punkt,  so  ist  derselbe  ein  singulärer;  alle  Tan- 
gentenebenen haben  daselbst  eine  Berührung  zweiter  Ordnung. 

269.  Genügen  die  Konstanten  a^b^c^p  nur  den  beiden 
ersten  der  Gleichungen  1),  so  hat  die  Ebene  S  im  Punkte  Jf  mit 
der  Kurve  nur  eine  Berührung  erster  Ordnung;   sie   berührt 
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nur  einfach  und  enthält  noch  einen  unbestimmten  Parameter. 
Wir  wollen  nun  zwei  Sätze  beweisen,  die  bemerkenswert  sind. 

Lehrsatz  I.  Die  OskülaHonsebene  in  einem  Punkte  M  einer 
Kurve  ist  die  Grenze,  nach  welcher  jede  Ebene  konvergiert,  die 
durch  die  Tangente  des  Punktes  M  und  einen  anderen  Kurvenpunkt 
M'  gelegt  wird,  wenn  dieser  dem  Punkte  M  unendlich  nahe  rückt. 

Solange  die  Ebene,  um  welche  es  sich  handelt,  ihre 
Grenzlage  noch  nicht  erlangt  hat,  hat  sie  im  Punkte  M  eine 
einfache  Berührung  erster  Ordnung  mit  der  Kurve.  Ihre 
Gleichung  ist 

1)  a(l  -  ^)  +  ft(^  -  y)  +  c(g  -  ;?)  =  0, 

und  gemäss  der  Annahme,  dass  sie  die  Tangente  enthält,  ist 

2)  adx  +  bdy  +  cdZ'-^O. 

Da  ferner  die  Ebene  durch  einen  Kurvenpunkt  Jf '  gehen  soll, 
dessen  Koordinaten  x  +  Ax^  y  +  Ay,  z  +  Ajs  sind,  so  ist  auch 

3)  aAx  +  bAy  +  cAz^O. 

Bezeichnen  wir  wieder  mit  t  die  unabhängige  YariabelC; 

Ax^At'^^  +  ^At'l^) 

dt       2         \dt^  /t^ejt 

Die  letzten  Glieder,  die  Reste  der  Taylorschen  Ent- 
wickelung,  bezeichnen  die  Werte  der  zweiten  Diflferential- 
quotienten,  gebildet  für  mittlere  Werte  im  Innern  des  Inter- 
valles  von  t  bis  t  +  At. 

Die  Bedingung  wird  demnach,  auf  Grund  der  Gleichung  2): 

\dt^/t^ejt       \dt^/t  +  e'Jt       \dt^/t+e"Jt 

Geht  man  zur  Grenze  über,  so  wird  A^»0,  und  da  die 
zweiten  Dififerentialquotienten  als  stetige  Funktionen  voraus- 
gesetzt sind,  so  wird  die  Bedingung 

4)  ad^x  +  bd^y  +  cd^0^O, 
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Die  Werte  von  a,  6,  c,  welche  aus  den  Gleichungen  2) 
und  4)  folgen,  sind  dieselben,  welche  die  Oskulationsebene 
bestimmen. 

Bemerkung.  Die  Koordinaten  Xj  y,  z  sind  im  §  268  als 
rechtwinklig  vorausgesetzt;  man  erkennt  aber  aus  diesem  Lehr- 
satze^  dass  die  Gleichung  der  Oskulationsebene  dieselbe  Forni 
auch  bei  schiefwinkligen  Axen  behält 

270.  Lehrsatz  n.  Die  Oskulatiofisebene  in  einem  Punkte 
M  einer  Kurve  ist  die  Grenze,  nach  welcher  eine  Ebene  kon- 
vergiert, die  durch  den  Funkt  M  und  zwei  andere  Kurvenpunkte 
M'  M"  gelegt  ist,  wenn  diese  letzteren  unendlich  nahe  an  M  rücken., 

Ist  wiederum  t  die  unabhängige  Variabele,  und  sind  die 
Koordinaten  der  Kurvenpunkte  durch  die  Gleichungen 

^-9(ß)i  y-t(f),  z^x{t) 

definiert;  werden  femer  die  Werte  der  Variabelen,  welche  den 
Punkten  Jf,  M\  Jf"  entsprechen,  mit  t,  t'\-\^  ^  +  Aj  be- 
zeichnet, so  ist  die  Bedingung,  dass  die  Ebene 

durch  den  Punkt  M  geht: 

aip{t)  +  h^{t)  +  cx(t)^p^O. 

Bezeichnen  wir  den  Ausdruck  links  mit  F{t),  so  werden 
die  Bedingungen,  dass  die  Ebene  die  drei  Punkte  Jf,  Jf' ,  M' ' 
enthält: 

JP(0-O,    F(t  +  \)^0,    F(t  +  \)^0. 

Lässt  man  die  beiden  Grössen  \  und  \  in  willkürlicher 
Weise  stetig  nach  null  konvergieren,  so  reduziert  sich  dieses 
System  nach  §  58  auf 

F{t)^0,    F\t)^0,    F%t)^0. 

Zur  Bestimmung  der  Konstanten  a,  6,  c,  p  erhält  man 
also  die  Relationen: 

ax  +  by  +  cz  —  p  =  0, 

adx  +  bdy  +  cdz  =  0, 

ad^x  +  bd^y  +  cd^z^O, 

wodurch  die  Oskulationsebene  definiert  ist. 
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Bemerkang.  Man  definiert  auch  von  vornherein  die  Os- 
kulationsebene  vermittelst  einer 'der  beiden  zuletzt  bewiesenen 
Lehrsätze.  Die  Hauptnormale  kann  dann  definiert  werden 
als  die  Schnittlinie  der  Normalebene  mit  der  oskulierenden. 


Die  Torsion  oder  zweite  Krümmung  der  Baumkurven. 

271.  Die  Änderung  der  Tangentenrichtung  beim  Über- 
gange von  einem  Kurvenpunkt  zu  einem  andern  hat  uns  zu 
dem  Begriffe  der  Krümmung  geführt.  Bei  den  Raumkurven 
aber  hat  man  noch  eine  andere  Eigentümlichkeit  zu  be- 
trachten, äie  Torsion  oder  zweite  Krümmung,  von  welchen  der 
Name  Kurven  doppelter  Krümmung  herrührt.  Die  Torsion 
eines  Kurvenbogens  ergiebt  sich  aus  der  Änderung  in  der 
Stellung  der  Oskulationsebene,  oder  der  Krümmungsaxe,  beim 
Übergange  von  dem  einen  Ende  des  Bogens  zum  andern. 
Zu  ihrer  präzisen  Definition  müssen  wir  dieselben  Betrach- 
tungen wie  bei  der  ersten  Krümmung  anwenden. 

Es  sei  AM  ein  Kurvenbogen,  MT  die  Richtung  der 
Tangente  in  Jf,  MN  die  der  Hauptnormalen  und  ML   die 


TW, 


eine  oder  andere  der  beiden  Richtungen  des  Lotes  auf  der 
Oskulationsebene,  welches  wir  die  Axe  derselben  nennen. 
Die  Richtung  der  Tangente  ist  hierbei  in  jedem  Punkte  des 
Bogens  AM  ebenso  bestimmt,  wie  im  §  261.  Wir  kon- 
struieren eine  Kugel  mit  beliebigem  Mittelpunkt  0,  deren  Radius 
gleich  der  Einheit  ist,  und  ziehen  die  Radien  derselben, 
welche  parallel  sind  den  Tangenten  in  den  verschiedenen 
Punkten  des  Bogens  AM]  die  Endpunkte  derselben  bestimmen 
auf  der  Kugel  die  Kurve  «ft,  deren  Länge  die  erste  absolute 
Krümmung  des  Bogens  AM  misst.     Sodann  ziehen  wir  durch 
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den  Mittelpunkt  0  derselben  Kugel  die  Durchmesser,  welche 
den  Axen  der  Oskulationsebeuen  in  deu  verschiedenen  Ponk- 
ten  des  Bogens  AM  parallel  sind.  Die  Endpunkte  dieser 
Durchmesser  werden  auf  der  Kugel  zwei  symmetrische  Kurven- 
bogen bestimmen.  Ist  am  einer  dieser  Bogen,  so  heisst  die 
Länge  r  desselben  die  absolute  Torsion  oder  zweite  Krümmung 
des  Bogens  AM, 

Ist  der  Endpunkt  A  des  Bogens  AM  fest  und  M  beweg- 
lich, so  wird  die  Krümmung  x  variabel.  Das  Differential  dr 
heisst  der  Torsionswinkel  im  Punkte  M  oder  der  Kontingeng- 
tmnkel  in  Bezug  auf  die  zweite  Krümmung. 

Ist  MM'=^As  ein  Zuwachs  des  Bogens  5,  welcher  un- 
endlich klein  wird,  und  j  der  Winkel,  den  die  Oskulations- 
ebene  des  Punktes  M  mit  der  Oskulationsebene  in  M'  bildet, 
so  bestimmen  die  Endpunkte  der  Radien  Om^  Om\  parallel 
zu  den  Axen  dieser  Ebenen,  auf  der  sphäri'schen  Kurve  den 
Bogen  Ar,  der  nach  unserer  Definition  die  Torsion  des  Bo- 
gens Jfilf '  ist.  Nach  dem  bei  der  ersten  Krümmung  im 
§  261  angewandten  Verfahren  kann  man  beweisen,  dass 

lim  ^  -  1 
Ar 

wird;  d.  h.  das  Verhältnis  des  Winkels  der  Oskulationsebenen 
in  den  Endpunkten  eines  Bogens  zur  Torsion  dieses  Bogens 
hat,  wenn  der  Bogen  unendlich  klein  wird,  die  Einheit  zur 
Grenze. 

Mittlere  Torsion  eines  Kurvenbogens  ist  das  Verhältnis 
der  absoluten  Torsion  zur  Bogenlänge.  Endlich  nennen  wir 
Mass  der  Torsion  oder  der  zweiten  Krümmung,  oder  auch 
schlechtweg  Torsion  der  Kurve  in  einem  bestimmten  Punkte 
die  Grenze,  nach  welcher  die  mittlere  Torsion  eines  unend- 
lich kleinen  Kurvenbogens  konvergiert,  der  diesen  Punkt  zum 
Anfang  hat.  Demnach  hat  die  Torsion  im  Punkte  31  der 
Kurve  AM  den  Wert: 

,.     Ar      ,       dr 
hm  -7—   oder   -=-• 
As  ds 

Auch  diese  zweite  Krümmung  kann  man  der  Krümmung 
eines  Kreises  gleichsetzen.    Demnach  nennt  man  Torsionsradius 
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den  Radius  eines  Kreises,  dessen  Krümmung  gleich  der  Torsion 
der  Kurve  in  dem  betrachteten  Punkte  ist.  Für  den  Wert 
T  derselben  erhält  man 

T      — 
dt 

und  das  Differential  dt  hat  hier  dasselbe  Zeichen  wie  ds. 

272.  Die  Kurve  AM  sei  auf  drei  rechtwinklige  Axen 
bezogen  und  der  Mittelpunkt  0  der  Kugel  in  den  Anfangs- 
punkt dieses  Koordinatensystems  gelegt,  x,  j/,  z  bezeichnen 
die  Koordinaten  des  Punktes  M,  A,  ft,  v  die  Winkel,  welche 
eine  der  Richtungen  ML  oder  Om  der  Axe  der  Oskulations- 
ebene  mit  den  positiven  Koordinatenaxen  bildet.  Die  Koor- 
dinaten des  Punktes  m  sind  dann 

cos  X,     cos  ^,     cos  V, 
und  folglich  wird  das  Differential  dt  des  Bogens  r: 


dz  —  y{d  cos  ly  +  {d  cos  ^y  +  {d  cos  vf. 

Die  Kosinus  der  Winkel  A,  ^,  i/  sind  als  Funktionen  der 
Koordinaten  bekannt  (§  265);  man  kann  demnach  dt  und 
T  als  Funktion  dieser  Grössen  berechnen,  was  später  ge- 
schehen soll. 

273.  Ich  will  hier  einen  Satz  einschalten,  den  ich  schon 
vor  längerer  Zeit  bekannt  gemacht  habe,  und  der  von  grosser 
Bedeutung  in  der  Theorie  der  Raumkurven  ist  Derselbe  be- 
steht einfach  darin,  dass  die  Tangenten  in  den  entsprechenden 
Punkten  m  und  ^n  der  beiden  sphärischen  Kurven,  welche  wir 
eingeführt  haben,  parallel  sind. 

Indem  wir  die  Bezeichnungen  der  früheren  Paragraphen 
beibehalten,  haben  wir  die  beiden  Gleichungen: 

cos  ad  cos  a  +  cos  /Srf  cos  /3  +  cos  y d  cos  y  -«  0, 
cos  Xd  cos  «  +  cos  ^d  cos ß  +  ccs  vd  cos  y  —  0. 

Denn  da  die  Grössen  ä  cos  et,  cZ  cos /3,  ä  cos  y  proportional 
sind  zu  cos  9,  cos^,  cos;|^,  so  drücken  die  Gleichungen  1) 
aus,  dass  die  Hauptnormale  zur  Tangente  und  zur  Axe  der 
Oskulationsebene  senkrecht  steht.  Beachtet  man  die  zweite 
dieser  Gleichungen  und  differentiiert  man  die  folgenden: 
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COS  «  COS  A  +  cos /?  cos ft  +  cos  y  cos  r  — '  0, 
cos*A  +  COS*/Ll  +  cos*v  «=■  1, 
so  erhält  man: 

cos  ad  cos  A  +  cos  ßd  cos  /i  +  cos  y rf  cos  v  —  0, 
^       cos  kd  cos  A  +  cos  ^rf  cos  ft  +  cos  vd  cos  i/  —  0. 

Die  Koeffizienten  der  Differentiale 

3)  rfcosa,     dcoaß,     dcoay 

in   den   Gleichungen  1)   sind   aber   genau  dieselben,  wie  die 
Koeffizienten  der  Differentiale 

4)  (JcosA,    d  cos  iiy     dcosv 

in  den  Gleichungen  2);  folglich  sind  die  Differentiale  3)  und  4) 
einander  proportional,  d.  h.  man  hat: 

^.  d  cos  A      d  cos  /i       d  cos  v 

d  cos  a      d  cos  ß      d  cos  y 

Diese  Gleichungen  beweisen  die  ausgesprochene  Eigen- 
schaft: denn  die  Kosinus  der  Winkel,  welche  die  Tangente 
im  Punkte  m  der  zweiten  sphärischen  Kurve  mit  den  Axen 
bildet,  sind  proportional  den  Differentialen  der  Koordinaten, 
d.  h.  den  Differentialen  4);  und  ebenso  sind  die  Kosinus  der 
Winkel,  welche  die  Tangente  im  Punkte  ^  der  ersten  Kurve 
bildet,  proportional  den  Differentialen  3).  Hieraus  folgt,  dass 
diese  beiden  Tangenten  parallel  sind. 

Aber  indem  man  die  Punkte  a  und  a  zu  Anfangspunkten 
der  sphärischen  Kurven  wählt,  können  die  Tangenten  in  ent- 
sprechenden Punkten  die  nämliche  Richtung  oder  die  ent- 
gegengesetzte haben.  Die  sphärische  Kurve,  welche  sich  auf 
die  Axen  der  Oskulationsebenen  bezieht,  setzt  sich  nach  un- 
serer Konstruktion  aus  zwei  symmetrischen  Teilen  zusammen, 
welche  den  beiden  Richtungen  dieser  Axen  entsprechen.  So- 
lange man  also  nur  den  einen  oder  den  anderen  Teil  der 
Kurve  am  berücksichtigt,  können  die  Richtungen  der  Tangen- 
ten in  m  und  ft  gleich  oder  entgegengesetzt  sein.  Wir  wollen 
nun  annehmen,  dass  man  die  Kurve  am  derart  konstruiert 
hat,  dass  die  Tangenten  in  m  und  ft  die  nämliche  Richtung 
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haben  ^  dieselbe^  welche  zugleich  Richtung  der  Hauptnormalen 
im  Punkte  M  ist.  Alsdann  ergiebt,  auf  Grund  der  Gleich- 
ungen 2)  des  §  260,  die  obige  Formel: 

d  cos  A  ■=  cosydr, 

6)  "    dcosft«- cosV'rft^, 

,  d  cos  V  =  cos  %  dt. 


Zusammenstellung  und  Yeryollst&ndigung  der 
Hauptformeln  fttr  Raumkuryen. 

274.  Wir  wollen  hier  noch  die  verschiedenen  Resultate, 
welche  wir  in  den  vorigen  Paragraphen  abgeleitet  haben,  zu- 
sammenstellen. 

Wir  bezeichneten  mit 
X,  y^  0  die  rechtwinkligen  Koordinaten, 
a^  ß^  y  die  Winkel,  welche  die  Richtung  der  Tangente,  ge- 
nommen in  der  Richtung  der  positiv  wachsenden  un- 
abhängigen Yariabelen,  mit  den  positiven  Eoordinaten- 
axen  b^ildet^ 
9,  V'}  X^i^  Winkel,  welche  die  Hauptnormale  mit  denselben 

Axen  bildet, 
A,  ^,  1/  die  Winkel,  welche  die  entsprechende  Richtung  der 
Axe  der  Oskulationsebene  mit  den  positiven  Koor- 
dinatenaxen  bildet, 
dSjdö^drdB^  Differential  des  Bogens,  den  Eontingenzwinkel 
und  den  Torsionswinkel. 
Alsdann  hat  man: 

1)  dx  ^ds  cos  a^         dy  ^d$  cos  ß^         djer  =«c?5  cosy,        (ds>0), 

2)  rfcosasrcosydtf,    dcos/3  =  co8^c?<y,    dcosy  =  cos;i;d(y,       (c?<y>0), 

3)  t2cosABCOS9)(7r,    eJcos^^cos^äT,    dcosi/s-cos^rft:,        (dt>0), 

und  die  Richtung  der  Axe  der  Oskulationsebene  ist  nun  be- 
stimmt, wie  im  vorigen  Paragraphen  angegeben  wurde. 
Differentiiert  man  die  Gleichung 

cos* qp  •=  1  —  cos*  a  —  cos*  A, 
so  folgt: 
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COS  (fd  cos  9  =  —  cos  aä  cos  a  —  cos  Xd  cos A, 

und  benutzt  man  die  Gleichungen  2)  und  3),  so  wird: 

d  cos  9  «=  —  cos  adö  —  cos  A  rfr. 

Durch  Vertauschung  der  Buchstaben  erhält  man  ein  nenes 
System  von  Gleichungen: 

(d  cos  9  -«  —  cos  a  d<y  —  cos  A  dr, 
d  cos  ^  —  —  cos  /S  dtf  —  cos  ft  dtf 
rf  cos  X  *=  —  cos  y  d<y  —  cos  v  dt. 

Die  Gleichungen  2),  3),  4)  drücken  die  Differentiale  der  neun 
Kosinus  als  Funktionen  derselben  und  der  Differentiale  dSj 
dö^  dt  aus.    Andererseits  hat  man 

5)  dS'-Rdö'^Tdt. 

Aus  den  Gleichungen  4)  folgt  noch: 

y{d  cos  (pY  +  (d  cos  i^y  +  {d  cos  ;k7  -  yd6^+dt\ 

Dieser  Ausdruck  ist  das  Differential  des  Bogens  einer 
dritten  sphärischen  Kunre^  welche  entsteht,  wenn  man  durch 
das  Centrum  der  Eugel  die  Radien  zieht,  welche  den  Haupt- 
normalen der  gegebenen  Kurve  parallel  sind. 

275.  Als  Beispiel  für  die  Anwendung  dieser  Formeln 
wollen  wir  die  Berechnung  des  Torsionsradius  T  als  Funktion 
der  rechtwinkligen  Koordinaten  ausführen.  Wir  benutzen  die 
Gleichungen  7)  in  §  265,  nämlich: 

ds^ 

-g-  cos  A  —  ±  (rfy  d^ü  —  dz  (Py), 

ds^ 

^  cos  ^  =  ±  (da  d^x  —  dx  d?z)y 

ds^ 

^  cost;  -=  ±  {dxd^y  —  dyd^x). 

Differentiiert  man  diese  Gleichungen,  indem  man  die 
Formeln  3)  und  5)  des  Torigen  Paragraphen  beachtet,  so 
findet  man: 
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rf  {-^j  C08II  +  -gy  cos  ^  =-  ±  (dz  d^x  —  rfa;  d*^), 

^  ( 'ii  )  ^^^ ^  "*■  'RT  ^^^^^^  (^^  ^^^  ■"  ^y  ^^^y 

und  addiert  man  diese  GleichuDgen^  nachdem  man  dieselben 
bezfiglich  multipliziert  hat,  mit  den  drei  folgenden  (§  263): 


ds* 
R 

cos<p 

^d^X" 

d^s  , 
-  ds  ''^' 

ds* 
R 

cos^ 

'^cPy  - 

-  ds  ^^> 

ds* 
R 

co8;i: 

^d^Z' 

d^s  , 
ds      ' 

so  folgt: 

ds^ 

-JJ2Y  "^  -  ^^^^y  ^^^ '  ^^  ^y)  ^^  "^  (^^  ^^ "  ^^  ^'^)  ^y  "^  (^^  ^^y "  ^y  ^^^)  ^*^i- 

Ersetzt  man  nun  ^^  durch  seinen  Wert  aus  der  Gleich- 
ung 4)  des  §  262^  so  wird 

^  (ßy  d^z  -  dz  (Pyf  +  {dz  d^x  -  dx  d^ey  +  (da;  d^y  -  dy  (Pa;)^ 

"  *  (dy  d»;ef  -  dx?  d^y)  d^x  +  (d^ei  (Pa;  -  dx  d^z)  cPy  +  {dx  d^y  -  dy  d»a;)  d^z' 

Der  Wert  von  T  ist  wesentlich  positiv;  diese  letzte  For- 
mel bestimmt  demnach  das  Vorzeichen,  welches  man  in  den 
Gleichungen  5),  6),  7)  des  §  265  an  Stelle  des  zweideutigen 
Zeichens  ±  zu  setzen  hat,  wenn  man  sich  erinnert,  dass  die 
Richtung  der  Axe  der  Osknlationsebene  durch  die  im  §  273 
gemachte  Annahme  fixiert  ist.  Auch  ist  zu  bemerken,  dass 
sich  der  Torsionsradius  als  eine  rationale  Funktion  der  Diffe- 
rentiale darstellt. 

276.  Wenn  man  den  Nenner  dieses  Ausdruckes  für  T  null 
setzt  Uei  allen  Werten  der  Variabelen,  so  erhält  man  die  Bedin- 
gung dafür,  dass  die  Kurve  eine  ebene  ist.  Macht  man  x  zur 
unabhängigen  Variabelen,  setzt  also  d*a;  — 0,  d^a:  — 0,  so  wird: 
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{dy  d^z  -  dz  d^yy  +  dx^  {ä^zf  +  dx^  {(Pyf 
^"'-  dx{d^yd^z-(Pyd^z) 

und  die  Bedingung  wird: 

d^yd^z  —  dPyd^Z'^O. 

Diese  Gleichung  lässt  sich  in  der  Form  schreiben: 

d^z 

d^z 
sie  drückt  also  aus,  dass  das  Verhältnis  ^-  gleich  einer  Kon- 
stanten B  ist;  also  hat  man 

J9         T^  79         j        cPz       Bd^y 
ä^z^Bd^y    oder    ;^  = -^. 

und   folcflich    können  -^r-  und      ,       nur  um    eine  Konstante 
^  rfa;  da; 

differieren;  es  ist 

^_  -?_^^  +  ^ 
rfa?         da? 
und  hieraus  folgt 

z^By  +  Ax  +  C, 

wobei  C  eine  neue  Konstante  ist.    Diese  Gleichung  stellt  eine 
Ebene  dar,  in  welcher  die  Kurve  liegt. 


Die  oskulierende  Kugel. 

277.  Die  Gleichung  einer  Kugel  enthält  vier  willkürliche 
Parameter:  die  Koordinaten  des  Mittelpunktes  und  den  Radius. 
In  jedem  Punkte  einer  Kurve  kann  man  demnach  eine  Be- 
rührung der  dritten  Ordnung  zwischen  der  Kurve  und  einer 
Kugel  herbeiführen,  selbstverständlich  unter  der  Voraussetz- 
ung, dass  die  vier  ersten  Ableitungen  der  Koordinaten  be- 
stimmte Werte  haben.  Diese  Kugel  heifest  die  oskulierende  oder 
die  Schmiegungskugel. 

Durch  einen  Punkt  M  der  gegebenen  Kurve  legen  wir 
eine  Kugel,  deren  Mittelpunkt  wir  mit  0  bezeichnen.  Auf 
der  Kurve  nehmen  wir  einen  Punkt  M^  unendlich  benachbart 
zu  M  und  betrachten  die  Ebene,  welche  durch  den  Punkt  M! 
und  den  Radius  MO  geht.    Dieselbe  schneidet  die  Kugel  in 
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einem   grössten   Kreise   und   die   Tangentenebene    der   Kugel 

im  Punkte  M  längs  einer  Geraden  J/J?,  welche  den  grössten 

Kreis  berührt.    Wir  fallen  das  Lot  M^P  ^^^  ^ 

auf  MH  und    bezeichnen   mit    m   den 

Punkt,  wo  dasselbe  die  Kreisperipherie 

durchschneidet.    Nach  der  allgemeinen 

Definition  im  §  267   wird  die  Kugel  0   [        ^ 

die  oskulierende  im  Punkte  M,  wenn  die 

Strecke  M^m  unendlich  klein  von  der 

vierten  Ordnung  wird,  wobei  die  Linie 


M     P 


MF  oder  jede  andere  Strecke,  deren  Verhältnis  zu  MP 
endlich  bleibt,  als  unendlich  klein  von  erster  Ordnung  be- 
trachtet wird.     Es  ist: 


M'm^M'P-mP, 


Mm 


und  wP«=  x-=j-^  wird  unendlich  klein  von  zweiter  Ordnung; 

hieraus  folgt  schon,  dass  Jf'P  jedenfalls  selbst  von  zweiter 
Ordnung  uuendlich  klein  werden  muss^  was  mit  dem  im  §  267 
Gesagten  übereinstimmt.  Bezeichnen  wir  mit  r  den  Badius 
der  Kugel;  mit  s  den  Bogen,  der  in  M  endet  und  von  irgend 
einem  Kurvenpunkte  an  gemessen  ist,  mit  A$  den  Bogen 
MM\  so  hat  man 


mP- 
oder 

mP  — 

Mm" 
2r 

As» 

Ml^+mP^ 
2r 

(As  -  MM')  (As 

MM'^-M'P'+mP^ 
2r 

+  MM')+M'P^-mP* 

2r  2r 

Die  Differenz  zwischen  dem  Bogen  A$  und  seiner  Sehne 
wird  aber  eine  unendlich  kleine  Grösse  dritter  Ordnung  (§266); 

M^P    und  mt   werden  unendlich  kleine  Grossen  vierter  Ord- 
nung, folglich  ist  die  Differenz  der  beiden  Grössen 

'     2r 

unendlich   klein   von  vierter   Ordnung.     Mithin  ist  die  osku- 
lierende Kugel  diejenige,  für  welche 

S  e  r  r  e  t ,  Differential  -  und  Integral-  Beohnong.    I.  Bd.  25 
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2r 

eine  unendlich  kleine  Grosse  vierter  Ordnung  wird.     Denn  es 

As* 
folgt  umgekehrt:  wird  M^P—  -^~  von  vierter  Ordnung  unend- 
lich klein,  so  wird  ilf 'P  von  zweiter  Ordnung  unendlich  klein,  also 

As* 
nach   der  obigen  Formel  mF  — -^y  und  folglich   auch   die 

Differenz  M'P—mP  von  vierter  Ordnung. 

Bezeichnen  wir  mit  a^oiyo^o  ^^®  Koordinaten  des  Mittel- 
punktes der  Kugel  in  Bezug  auf  drei  rechtwinklige  Axen;  mit 
x^y^z  die  Koordinaten  des  Punktes  Jf,  mit  x  +  AXjy  +  Ay, 
z  +  A0  die  des  Punktes  M\  so  ist  die  Gleichung  der  Kugel 

(i-«o)"+('»-yo)*+a-^o)*-^s 

und  die  der  Tangentenebene  im  Punkte  M: 

Da  der  Kugelmittelpuukt  und  der  Punkt  M  auf  der  näm- 
lichen Seite  der  Tangentenebene  liegen,  so  erhält  man  Werte 
mit  gleichem  Zeichen,  wenn  die  Koordinaten  g,  iy,  g  in  der  vor- 
stehenden Gleichung  durch  die  Koordinaten  des  einen  oder 
anderen  dieser  Punkte  ersetzt  werden.  Die  Substitution  der  Ko- 
ordinaten des  Mittelpunktes  ergiebt  —  r*;  folglich  wird  auch  die 
Substitution  der  Koordinaten  des  Punktes  Jtf'  einen  negativen 
Wert  ergeben.  Demnach  wird  die  Entfernung  M^P  des 
Punktes  M'  von  der  Tangentenebene 

jj^tp  _  (a^o-  a?)  Aa?  +  {y^- y)  Ay  +  {z^- z)  Lz 

r 

und  folglich  hat  man: 

Jlf'P-r- 2-^«*"(^o-^)^^  +  (yo-y)^y  +  (^o-^)^^-■2^^*• 
Dies  ist  die  Differenz,  die  eine  unendlich  kleine  Grosse 
vierter  Ordnung  werden  muss.     Nun  ist 


.  dz  ..  .    l  d^z  ..^  .    \  (Py   .    -   , 

AjEf  —  —  A^ -t-  TT -TTö  A^*  + -^ -5-^  A^3 -f- ' 
und  dt  2  dt^  6  dt^ 
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A  ^^     A    »      .        1     ^5      A   A9      . 


^'■-{f:)'^^^%w'^'^ 


Um  die  gewünschte  Bedingung  zu  erfüllen,  hat  man  diese 
Werte  in  die  obige  Gleichung  einzusetzen  und  die  Summe 
der  unendlich  kleinen  Grössen  erster,  zweiter  und  dritter  Ord- 
nung einzeln  gleich  null  zu  setzen.  So  erhält  man  die 
Gleichungen: 

'  {Xq-  x)  dx  +  (ifo-'y)dy  +  {0^— z)  dz  -  0, 

^{x^-x)d^x  +  {jf^^y)d^y  +  {z^^z)d^0-%dsd?s^O, 

durch  welche  die  Koordinaten  x^^  y^,  0q  des  Mittelpunktes  der 
oskulierenden  Kugel  bestimmt  sind.  Der  Radius  r  ist  dann 
durch  die  Gleichung 

gegeben.  Die  erste  der  Gleichungen  1)  erhält  man,  indem 
man  die  Gleichung  2)  differentiiert  unter  der  Annahme  ^  dass 
Xq,  ^0,  0Qf  r  konstant  sind.  Ebenso  erhält  man  die  beiden  letz- 
ten Gleichungen  1)^  indem  man  die  erste  zweimal  nach  ein- 
ander differentiiert. 

278.  Dieser  Bemerkung  gemäss  können  die  Gleich- 
ungen 1)  und  2)  kurz  mit 

bezeichnet  werden.  Sind  nur  die  drei  ersten  erfilllt,  so  hat 
die  Kugel  mit  der  Kurve  nur  eine  Berührung  zweiter  Ord- 
nung, und  es  bleibt  eine  willkürliche  Konstante.  Die  Be- 
dingungen sagen  aus,  dass  der  Mittelpunkt  der  Kugel  auf  der 
Krümmungsaxe  liegt.  Sind  nur  die  beiden  ersten  Gleichungen 
erfüllt,  so  hat  die  Kugel  nur  eine  Berührung  erster  Ordnung 
mit  der  Kurve,  aber  es  bleiben  zwei  Konstanten  in  ihrer 
Gleichung  willkürliche.  Die  Mittelpunkte  aller  dieser  Kugeln 
liegen  in  der  Normalebene  des  Berühruiigspunktes.  Ist  endlich 
nur   die   erste   Bedingung   allein    erfüllt,    so    findet    in    dem 

26* 
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gemeinsamen  Punkte  keine  Berührung  mehr  statt,  und  es  bleiben 
drei  Konstanten  willkürlich. 

In  jedem  dieser  drei  Fälle  kann  man  der  Kugel  noch  die 
Bedingung  auferlegen^  durch  einen  Kuryenpunkt  M'  (x  +  Ax 
y  +  £^y^0  +  AjEf)  hindurchzugehen,  was  die  Gleichung 

F+AF-0 
liefert.     Wenn  nun  die  i  ersten  Gleichungen  der  obigen  vier 
erfüllt  sind  {i  ^ly2,S)  und  es  bezeichnet  t  die  unabhängige 
Yariabele,  so  kann  die  neue  Bedingung  in  der  Form 

dargestellt  werden,  wobei  s  mit  At  null  wird.  Sie  reduziert 
sich  demnach  auf 

~^«0    oder    d»F-0, 

wenn  der  Pubkt  Jf'  mit  dem  Punkte.  M  beliebig  nahe  zu- 
sammenrückt. Dies  besagt:  Jede  Kugel ^  welche  im  Punkte  M 
eine  Berührung  i^  Ordnung  mit  der  Kurve  besitzt,  kann  als 
die  Grenze  einer  Kugel  betrachtet  werden  y  die  daselbst  eine  Be- 
rührung i  —  !*•'  Ordnung  hat  und  durch  einen  anderen  Kurven- 
punkt  M'  geht,  welcher  unendlich  nahe  an  M  heranrückt 

279.  Wir  geben  hier  noch  zwei  Lehrsätze,  welche  be- 
merkenswert sind. 

Lehrsatz  I.  Die  in  einem  Punkte  M  der  Kurve  o^culierende 
Kugelist  die  Grenze  der  Kugel ,  welche  durch  den  PunkfUL  und  drei 
andere  Kurvenpunkte  gelit^  die  unendlich  nahe  an  M  heranrücken. 

Ist  die  Kurve  durch  die  Gleichungen 

^-<p(0;  y-^(O)  ^-xif) 

definiert,  und  sind  t^  t  -i-  \j  t  +  h^,  t  +  h^  die  Werte  von  t, 
welche  den  vier  betrachteten  Punkten  entsprechen,  so  werden, 
indem  man 

[9>(0  -  o]»+  itii)  -h?+{x  (0  -  c]»-  r»-  r 
setzt;  die  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  Kugelgrenze,  wie 
im  §  270: 

F-0,    dF-0,    <?F-0,    <PF-0 

und  diese  bestimmen  die  oskulierende  Kugel. 
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280.  LehrsatB  n.  Der  Mittelpunkt  der  oskulierenden  Kugel 
des  Punktes  M  ist  die  Grenze,  nach  welcher  der  Schnütpunkt 
der  Krümmungsaxe  des  Punktes  M  mit  der  Normalebene  eines 
anderen  Kurvenpunktes  konvergiert,  wenn  dieser  unendlich  be- 
nachbart zu  M  wird.  Der  Mittelpunkt  ist  auch  die  Grenze  des 
Schnittpunktes  der  Normalebene  des  Ptmktes  M  mit  den  Nor- 
malebenen  zweier  anderer  Kurvenpunkte,  die  unendlich  benachbart 
werden  zu  M. 

Denn  wenn  man  XQ,yQ^  Zq  als  variabele  Koordinaten  in 
den  Gleichungen  1)  des  §  277  betrachtet;  so  ist  die  erste 
derselben  die  Normalebene  des  Punktes  Jf ,  und  das  System 
der  ersten  beiden  Gleichungen  bestimmt  nach  §  264  die 
Krümmungsaxe.  Bezeichnen  wir  mit  F^O,  dF  »=  0  diese 
beiden  Gleichungen,  so  hat  die  Normalebene  in  einem  zu  M 
benachbarten  Punkte  die  Gleichung  jP+  A-F«  0;  und  indem 
man  diese  zu  den  beiden  vorigen  hinzufügt,  erhält  man  die 
Gleichungen  des  Schnittpunktes.     Nun  kann  aber  diese  letzte 

Gleichung  vermittelst  der  vorigen  auf  die  Form  i-nr)  •=  0 

gebracht  werden,  wobei  t  die  unabhängige  Variabele  ist,  und 

der   Ausdruck   links   für    einen    mittleren   Wert   ^  +  0A^  zu 

bilden  ist.     Konvergiert  A^  nach  0,  so  wird  die  Bedingung 

d^F 
schliesslich  -Tß  ^  0  oder  d^F'^  0,  womit  der  erste  Teil  des 

ausgesprochenen  Satzes  bewiesen  ist. 

Der  zweite  Teil  wird  durch  eine  Überlegung  bewiesen, 
welche  der  im  vorigen  Paragraphen  angewandten  vollkommen 
analog  ist. 

Die  Koordinaten  des  MittelpunlEtes  und  der  Badins 
der  osknlierenden  Kugel. 

281.  Die  Koordinaten  des  Mittelpunktes  sind  bestimmt 
durch  die  Gleichung  der  Normalebene  zusammen  mit  den 
beiden  Gleichungen,  welche  aus  dieser  durch  zweimalige  Difife- 
rentiation  nach  der  unabhängigen  Yariabelen  hervorgehen,  als 
deren  Funktionen  die  Koordinaten  der  Kurve  auftreten.  Bevor 
man   eine  dieser    Differentiationen    ausführt,    kann    man    die 
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Gleichung,  um  deren  Differentiation  es  sich  handelt,  mit  einer 
beliebigen  Funktion  der  Koordinaten  multiplizieren.  Denn 
bezeichnet  man  die  Gleichung  mit  F»  0  und  ersetzt  man  sie 
durch  üf  F"»  0,  so  erhält  man  durch  Differentiation  MdV 
+  VdM^O^  und  dies  ist,  weil  F-=  0  ist,  äquiyalent  mit 
d  F«»  0.  Indem  wir  alle  früheren  Bezeichnungen  beibehalten 
(§  274),  wird  die  Gleichung  der  Normalebene: 

1)  {xq-x)  cos«  +  (yo  -  y)  cos/J  +  {z^- d)  cosy  =  0. 
Differentiiert  man  dieselbe,  indem  x^^  y^,  g^  als  Eonstante 

behandelt  werden,  so  folgt  nach  den  Gleichungen  2)  und  5) 
des  §  274: 

2)  (iCo  — aj)oos9  + (j/o— y)co8^+ (^o-^)cosZ"" -B 
und  durch  nochmalige  Differentiation: 

3)  {xq  -  ic)  cos  A  +  (yo  -  y)  cos  f*  +  (j?o  -  ^)  ^^  ^  "" jf ' 

Addiert  man  nun  diese  drei  Gleichungen,  nachdem  man 
sie  vorher  jedesmal  bezüglich  mit  cosa,  cos  9,  cosA,  sodann 
mit  cos/3^  cos^,  cosfi,  endlich  mit  cos^/^  cos;i;,  cosr  multi- 
pliziert hat,  so  folgt: 

Xq—  x  =  RcoBff ^ —  cos  A, 

4)  l  y^,—  y'^  Rcostif ^—  cos /it, 

gQ  —  0  ^  R  eoBx ^ —  cos  V. 

Quadriert  und  addiert  man  diese  Gleichungen,  so  erhält 
man  für  das  Quadrat  des  Eugelradius  den  einfachen  Ausdruck 

5)  r«^B«+^-^. 

Der  Mittelpunkt  der  oskulierenden  Eugel  liegt  auf  der 
Erümmungsaxe  und  die  Gleichung  3)  lehrt,  dass  seine  Ent- 
fernung von   der  Ebene  des   Krümmungskreises    gleich   dem 

absoluten  Werte  von  —z — 7  oder  nach  Gleichung  5)  gleich 
|/r*—  B^  ist;  hieraus  folgt: 

Der  Krümmungskreis  in  einem  Punkte  der  Kurve  ist  der 
Schnitt  der  Oskülationsebene  mit  der  oskulierenden  Kugel 
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282.  Diese  Eigenschaffc  führt  zu  einer  Folgerung^  die  wir 
entwickeln  wollen.  Die  im  Punkte  M  der  Kurve  oskulierende 
Kugel  ist  die  Grenze  der  Kugeln,  die  durch  M  und  drei 
andere  Kurvenpunkte  M\  M^\  Jf "'  gehen,  welche  zu  M  un- 
endlich benachbart  werden;  desgleichen  ist  die  oskulierende 
Ebene  die  Grenze  der  Ebenen,  die  durch  M  und  durch  die 
beiden  Punkte  M\  Jlf"  gehen.  Hieraus  folgt,  dass  der  Krüm- 
mungskreis die  Grenze  der  Kreise  ist,  die  durch  M  und  zwei 
andere  unendlich  benachbarte  Punkte  M\  Jlf"  gehen.  Pro- 
jizieren wir  nun  die  Kurve  und  den  Kreis  auf  irgend  eine 
Ebene,  und  sind  w,  m',  w"  die  Projektionen  von  Jf,  M\  M^\  so 
wird  der  Kreis  in  eine  Ellipse  projiziert,  die  eine  Berührung 
zweiter  Ordnung  in  m  mit  der  Projektion  der  Kurve  besitzt; 
projiziert  man  insbesondere  die  Raumkurve  auf  die  Ebene  des 
Krümmungskreises  selbst,  so  wird  derselbe  Kreis  auch  Krüm- 
mungskreis für  die  Projektion. 

Einhüllende  Flächen. 

283.  Bezeichnen  wir  mit  f(x^y^z,a)  eine  Funktion  der 
vier  Variabelen  x^y^z^a,  deren  Wert  eindeutig  bestimmt  ist, 
weun  man  die  Werte  x,  y,  jr,  «  fixiert  hat.  Wenn  a?,  y,  0  irgend 
welche  Koordinaten  bedeuten  und  a  einen  variabelen  Parameter, 
so  stellt  die  Gleichung 

1)  f(x,  y,  Ä,  «)  -  0 

ein  Flächensystem  dar;  jedem  Werte  von  a  entspricht  eine 
besondere  Fläche.  Hat  man  nun  a  einen  bestimmten  Wert 
gegeben,  und  erteilt  man  alsdann  dem  Parameter  den  neuen 
Wert  a  +  Aa,  so  erhält  man  eine  zweite  Fläche  mit  der 
Gleichung:  /•(«;,  y,  ^,  «  + Aa)  -  0, 

welche  die  erste  nach  einer  bestimmten  Kurve  schneiden  wird. 
Man  kann  als  zweite  Gleichung  dieser  Kurve  auch 

f(^,  y>  g> «  +  A«)  -  /'(a?,  y,  ^, «) 

an  Stelle  der  vorigen  wählen.  Lässt  man  nun  Aa  nach  null 
konvergieren,  so  wird  die  Schnittlinie  einer  gewissen  Grenze 
zustreben,  für  welche  man  ausser  der  Gleichung  1)  die  Gleichung 
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^  da 

erhält  Auf  jeder  der  durch  die  Gleichung  1)  dargestellten 
Flächen  befindet  sich  solch  eine  Eurre.  Der  geometrische 
Ort  aller  dieser  Kurven  ist  eine  Fläche,  deren  Gleichung 
durch  Elimination  Yon  a  zwischen  den  Gleichungen  1)  und  2) 
gewonnen  wird.  Diese  Fläche  heisst  die  Einhüllende  (EnYeloppe) 
des  Flächensystemes  1)  und  diese  Flächen  heissen  ihrerseits 
die  EingehOUten.  Die  yeränderliche  Kurve,  welche  durch  die 
Gleichungen  1)  und  2)  dargestellt  ist,  hat  Monge  die  Charak- 
teristik der  Einhüllenden  genannt. 

284.  Lehrsats  L  Die  Einhüllende  berührt  die  Flächen 
des  Systemes  in  jedem  Punkte  einer  Charakteristik. 

Ist  M(Xjy^g)  ein  gemeinsamer  Punkt,  so  hat  man,  um 
den  Beweis  zu  führen,  dass  Einhüllende  und  Eingehüllte  die 
nämliche  Tangentenebene  in  M  besitzen,  nur  zu  zeigen,  dass 
wenn  man  x  und  y  als  die  unabhängigen  Yariabelen  betrachtet, 
der  Wert  des  totalen  Differentiales  djs  im  Punkte  M  für  beide 
Flächen  der  gleiche  wird. 

Die  Eingehüllte  ist  durch  die  Gleichung  1)  dargestellt, 
wobei  ä  einen  bestimmten  Wert  hat,  der  Wert  von  dz  für 
diese  Fläche  ist  also  gegeben  durch  die  Gleichung: 

Dieselbe  Gleichung  1)  kann  auch  als  Gleichung  der  Ein- 
hüllenden angesehen  werden,  wenn  man  a  nicht  mehr  als 
konstant,  sondern  als  eine  Funktion  von  Xj  y,  z  betrachtet, 
die  durch  die  Gleichung  2)  definiert  ist.  Um  also  den  Wert 
von  dz  zu  erhalten,  welcher  der  Einhüllenden  entspricht,  hat 
man  die  Gleichung  1),  mit  Berücksichtigung^  dass  a  variabel 
ist,  zu  differentiieren.     Dann  erhält  man: 

'  dx       ^  dy    *  ^  dB       ^  dcc 

df 
Da  aber  die  partielle  Ableitung  -^  null  ist,  so  reduziert 

sich  die  Gleichung  4)  auf  3);  der  Wert  von  a  muss  hier  aus 
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der  Gleichung  2)  genommen  werden.  Da  dieser  Wert  für 
die  gemeinsamen  Punkte  der  Einhüllenden  und  der  Eingehüllten 
genau  der  nämliche  ist^  welchen  die  Eingehüllte  besitzt,  so  giebt 
die  Gleichung  3)  für  beide  Flachen  denselben  Wert  von  d0y 
womit  der  ausgesprochene  Satz  bewiesen  ist. 

Bemerktmg.  Die  Gleichung  f(x^  y,  z^a)  ^  0  kann,  wenn 
die  Koordinaten  x^  y,  0  eines  Punktes  M  in  dieselbe  eingesetzt 
werden,  mehrere  Werte  a  liefern;  unter  diesen  ist  aber,  wenn  M 
zugleich   ein  Punkt   der  Einhüllenden  ist,  jedenfalls  einer  (mehr- 

fach  zählend)  vorhanden,  der  auch  der  Gleichung  —  «  0  gentigt. 

Die  auf  diese  Weise  bestimmte  Fläche  des  Sjstemes  wird  von 
der  Einhüllenden  tangiert,  'während  die  anderen  Flächen  des 
Sjstemes,  die  etwa  noch  durch  den  Punkt  M  gehen,  die  Charak- 
teristik daselbst  schneiden.  Ein  Flächensjstem  kann  eine  Ein- 
hüllende nur  dann  besitzen,  wenn  a  von  höheren  als  dem  ersten 
Grade  in  der  Gleichung  vorkonunt,  d.  h.  geometrisch,  wenn  durch 
jeden  Punkt  des  Raumes  mehrere  Flächen  des  Sjstemes,  zum 
mindesten  zwei,  hindurchgehen. 

Der  Beweis  der  Berührung  zwischen  einhüllenden  und  ein- 
gehüllten Flächen  wird    ungültig,    wenn   in   einem   gemeinsaftien 

Punkte    x^y^g   die    partiellen  Ableitungen  -r— »  ^— >  -;r-  sämtlich 

ox     cy     dz 

null  werden.  Denn  in  diesem  Falle  lässt  sich  das  totale  Diffe- 
rential dz  weder  für  die  eine  noch  für  die  andere  Fläche  aus  den 
Gleichungen  3)  und  4)  unmittelbar  berechnen.  Punkte,  in  deuen 
diese  Besonderheit  eintritt,  sind  singulare  Pimkte  auf  den  Flächen 
des  Sjstemes  und  bedürfen,  wenn  sie  zugleich  auf  der  Einhüllen- 
den liegen,  jedesmal  einer  besonderen  Untersuchung. 

285.  Wir  betrachten  drei  Flächen  des  Sjstemes,  welche 
den  Werten  a,  a  -f  A^,  a-\-\  entsprechen.  Dieselben  schneiden 
sich  in  gewissen  Punkten  m,  m'...,  deren  Koordinaten  be- 
stimmt sind  durch  die  Gleichungen: 

Wenn  die  Grössen  k^  and  \  nach  null  konvergieren,  so 
reduziert  sich  dieses  Sjstem,  wie  man  aus  der  im  §  215  ge- 
gebenen Methode  erkennt,  auf 

6^     f(x,j^iA^O     Älllfli^^o     M^iyii'«)«0 
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Man  erkennt,  dass  die  aus  diesen  Gleichungen  bestimmten 
My  Jf' ...  auch  die  Grenzen  sind^  nach  denen  die  Schnittpunkte 
der  Charakteristik 

/  (^j  V}  ^} «;  ■"  ^}   ^ ■=  *^> 

und  der  Fläche 

konvergieren,  wenn  Aa  null  wird. 

Mau  hat  also  auf  jeder  Charakteristik  einen  oder  mehrere 
Punkte  j3f ,  Jf' . . .,  und  der  Ort  aller  dieser  Punkte  bildet  eine 
Kurve,  deren  Gleichung  sich  vermittelst  der  Elimination  von  a 
aus  den  Gleichungen  6)  ergiebt.  Monge  hat  dieselbe  die 
Bückhehrkurve  (arete  de  rebroussement)  der  Enveloppe  genannt. 

286.  LehrsatE  TL  Alle  CharaJcteristiken  berühren  die  Bück- 
kehrhurve.  Zum  Beweise  dieses  Satzes  muss  man  zeigen,  dass 
in  jedem  Punkte  ^  welcher  einer  Charakteiistik  und  der  Rück- 
kehrkurve zugleich  angehört^  die  Werte  von  dy  imd  de  für 
beide  Kurven   die  nämlichen  sind,  wenn  mau  x  als  die  on- 

abhängige   Variabele  betrachtet.     Die  Ableitungen   -^    und 

-r-«   bezeichnen  wir  der  Kürze  halber  mit  /"'  und  /*",  dann 

sind  die  Gleichungen  einer  Charakteristik 

7)  /•(a;,y,^,a)-0,    /"'(a:,  y,  ^,  a)  «  0, 

und  differentiiert  man  dieselben  unter  der  Annahme,  dass  a 
konstant  ist,  so  erhält  man: 


8) 


welche  dy  und  dss  in  jedem  Punkte  der  Kurve  bestimmen. 

Die  Gleichungen  7)  können  auch  als  die  Gleichungen  der 
Rückkehrkurve  betrachtet  werden,  wenn  man  a  als  eine  Funk- 
tion von  x^y^z  betrachtet,  die  durch  die  Gleichung 

9)  /•"(aJ,y,x-,a)-0 

definiert  ist.    DiflFerentiiert  man  aber  die  Gleichungen  7)  unter 
dieser  Annahme,  so  erhält  man  die  nämlichen  Gleichungen  8), 
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denn  die  Terme  -7--  du  und  -J—  da  oder  f^da  und  f^da.  welche 
da  da  ' 

durch  die  Variation  von  a  auftreten,  sind  nach  den  Be- 
dingungen des  Problemes  null.  Da  nun  a  den  nämlichen 
Wert  hat  für  die  gemeinsamen  Punkte  einer  Charakteristik 
und  der  Rückkehrkurve,  so  ergeben  die  Gleichungen  8)  für 
beide  Kurven  die  gleichen  Werte  für  dy  und  d0, 

Bemerkung.    Der  Beweis  gilt  nur  für  die  Punkte,  für  welche 
7^f      /3f      ?if 
die  Ableitungen  -^r-y  t— '  ~7r-  nicht  zugleich  null  sind.     Auch  ist 
dx    dy     de 

zu   bemerken,   dass   eine  eigentliche  Bückkehrkurve  nur  dann  zu 

av 

Stande    kommt,   wenn    die   Gleichung  -r-j  —  0   den  Parameter  a 

noch  enthält.  Ist  also  f(jx,y,  e,  ce)  eine  ganze  rationale  Funktion 
in  cc,  so  muss  sie  a  zum  mindesten  in  der  dritten  Potenz  enthalten. 


Abwickelbare  Flächen. 

287.  Wir  werden  jede  Fläche  eine  abwickelbare  oder  de- 
velqppäbele  nennen,  welche  die  Einhüllende  einer  beweglichen 
Ebene  ist,  d.  h.  eines  ebenen  Systemes,  welches  Yon  einem 
variabelen  Parameter  abhängt. 

Sind  a^bjC^p  gegebene  Funktionen  des  Yariabelen  Para- 
meters, a\h\d^^  ihre  Ableitungen,  so  ist  die  Gleichung  der 
beweglichen  Ebene 

1)  ax  +  by  +  cz  —  p  ^  0^ 

und  man  erhält  die  Einhüllende  durch  Elimination  des  Para- 
meters aus  dieser  Gleichung  und  der  folgenden: 

2)  a'a?  +  Vy  +  <ie-p''^Q. 

Diese  beiden  Gleichungen  bestimmen  eine  Charakteristik 
und  diese  Charakteristik  ist  hier  eine  Gerade.  Da  sie  die 
Rückkehrkurve  der  Einhüllenden  berührt,  so  erkennt  man: 
eine  dbunckelbare  Flädie  ist  der  geometrische  Ort  der  Tangenten 
einer  Raumkurve. 

Die  Rückkehrkurve  der  abwickelbaren  Fläche  kann  sich 
auf  einen  Punkt  zusammenziehen.  Dies  tritt  ein^  wenn  die 
Funktionen  a^h^c^p  des  Parameters  mit  einander  durch  eine 
lineare  Gleichung  verknüpft  sind: 
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3)  ax^  +  by^+cz^-p^O, 

in  welcher  x^^y^jZ^  Eonstante  sind.  In  diesem  Falle  werden 
die  Gleichungen  1)  und  2): 

a{x  -  Ä'o)  +  6(y  -  yo)  +  «(^  -  O  "  0, 
^  a'  (a;  -  a;o)  +  6'  (y  -  ^o)  +  (/(^  -  ^o)  =-  0 , 

und  die  abwickelbare  Fläche  ist  ein  Kegel,  welcher  den  Punkt 
x^y  ^09  ^0  ^^^  Spitze  hat.     Setzt  man  endlich 

wobei  m  und  n  Eonstante  sind^  und  lässt  man  Zq  uDendlicK 
werden,  so  reduziert  sich  die  Gleichung  3)  auf  die  Form: 

5)  am  +  bn  +  c^O. 

Die  Gleichungen  1)  und  3)  können  dann  in  der  Form 
a(x  —  mz)  +  &  (y  —  nz)  —  p  «  0, 
^^  aXx  -  mz)  +  V{y  -  nz)  ^p'^0 

dargestellt  werden,  und  bestimmen  eine  Gy linderfläche.  Hier 
hat  sich  die  Rückkehrkurve  auf  einen  Punkt  im  unendlichen 
zusammengezogen. 

288.  Die  bewegliche  Ebenem  deren  Einhüllende  eine  develop 
pabele  Fläche  ist,  ist  zugleich  die  Os1culationsä>ene  der  Bückkehr- 
kurve  dieser  Fläche.  Denn  bezeichnen  wir  mit  a;,  y,  z  die 
Koordinaten  eines  Punktes  dieser  Rückkehrkurve,  und  sind 
a",  V\  c"  die  zweiten  Ableitungen  der  Funktionen  a,  6,  c,  so 
hat  man 

ax  +  by  +  cz  —  p  ^  0, 

a'x+Vy  +  cfZ'-p'^O, 

a"z  +  fc"y  +  ^'^-/=0- 

Alle  Grössen,  welche  hier  auftreten,  sind  Funktionen 
eines  Parameters;  durch  die  Gleichungen  ist  die  Kurve  de- 
finiert, wenn  der  Parameter  eliminiert  wird.  Di£ferentiiert  man 
zur  Berechnung  des  ersten  und  zweiten  Differentialquotienten 
der  Koordinaten  die  Gleichungen  nach  diesem  Parameter,  so 
folgt  aus  den  ersten  beiden,  unter  Berücksichtigung  der  zweiten 
und  dritten  Gleichung: 
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adx  +  bdy  +  cdz  ^Oj 
a'dx  +  Vdy  +  ddz  -  0, 

und  di£ferentiiert  man  die  erste  derselben  mit  Berücksichtigung 
der  zweiten,  so  hat  man 

ad^x  +  bd^y  +  cd^e^O, 

Die  Gleichungen: 

adx  +  bdy  +  cde'^0    und     ad^x +  bd^y  +  cd^z  '^  0 

zeigen  (§  268)^  dass  a,  b,  c  proportional  sind  den  Kosinus  der 
Winkel;  welche  die  Axe  der  Oskulationsebene  der  Bückkehr- 
kurve mit  den  Eoordinatenaxen  bildet;  also  ist  diese  Os- 
kulationsebene die  bewegliche  Ebene  selbst. 

289.  Betrachten  wir  eine  beliebige  abwickelbare  Fläche: 
es  sei  A  ein  Punkt  der  Rückkehrkurve,  von  dem  au  wir  den 
Bogen  s  der  Kurve  messen,  und  E  der  Punkt,  welcher  der 
Länge  s^  S  entspricht.  Dem  Bogen  S  schreiben  wir  ein  Po- 
lygon ABC  DE  mit  n  Seiten  ein,  deren  Richtungen  bezüglich 
ABj  BG^  CD ...  sind.   Indem  wir  allgemein  mit  8  die  Länge 

Flg.  M. 


des  Eurvenbogens  vom  Punkte  A  bis  zu  irgend  einem  Eck- 
punkte des  Polygones  bezeichnen,  verlängern  wir  die  Seite, 
welche  in  dieser  Ecke  endigt,  um  eine  Grösse  *  —  9)  (5),  wobei 
q>  eine  beliebige  Punktion  bedeutet.  Wir  verbinden  endlich 
jeden  der  Punkte  a^b,  c,  ...  welche  die  Endpunkte  der  ver- 
längerten Seiten  AB^  BC,  CD  . . .  sind.  Auf  diese  Weise  erhält 
man  eine  Polyederfläche,  die  aus  n  —  1  Dreiecksflächen  besteht, 
und  die  durch  ein  Polygon,  welches  dem  Bogen  S  ein- 
geschrieben ist,  durch  die  beiden  äussersten  Seiten  desselben 
und  die  gebrochene  Linie  a,  b,  c,  d  begrenzt  ist.  Lässt  man 
nun  die  Dreiecke  Ddc^  Ccby ...  um  die  Seiten  De,  Cb  ...  sich 
drehen,  so  kann  man  alle  diese  Dreiecke  in  die  Ebene  ABC 
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des  ersten  bringen;  auf  diese  Weise  erhält  man  den  Prozess, 
welchen  man  die  Abunckelung  der  Polyederfläche  nennt.  Bei 
dieser  Abwickelang  bleiben  die  Längen  t  und  die  Längen 
der  gebrochenen  Linien  ABCDE^  abcd  ungeändert. 

Nehmen  wir  nun  an,  dass  die  Zahl  n  der  Seiten  unbegrenzt 
wächst^  und  dass  jede  derselben  nach  null  konvergiert,  so  hat 
die  Linie  ABCDE  zur  Grenze  den  Bogen  S,  und  die  Polyeder- 
fiäche  fallt  immer  mehr  mit  einem  Teil  der  developpabelen 
Fläche  zusammen,  der  begrenzt  ist  durch  den  Bogen  AE  der 
Bückkehrkurve,  durch  die  Tangenten  Aa^  Es  in  den  End- 
punkten, und  durch  eine  bestimmte  Kurve  a£,  definiert  durch 
die  Gleichung  ^         , . 

wobei  s  den  Bogen  AM  der  Rückkehrkurve  und  t  die  Länge 
M(i  der  Tangente  in  M  zwischen  dem  Berührungspunkte  und 
der  Kurve  as  bedeutet. 

Andererseits  konvergiert  auch  die  Abwickelung  der  Po- 
lyederfläche nach  einer  bestimmten  Grenze,  und  diese  Grenze 
nennen  wir  die  Ahimckelung  des  betrachteten  Teiles  der  de- 
veloppabelen Fläche.  Insbesondere  ist  die  ebene  Kurve,  welche 
die  Grenze  des  Polygones  ahcd  bei  der  Abwickelung  der 
Polyederfläche  bildet,  die  Abwickelung  oder  Transformierte 
der  auf  der  developpabelen  Fläche  gelegenen  Kurve  as.  Es 
ist  leicht  ersichtlich,  dass  die  Ebene  ABC  zur  Grenze  die 
Oskulationsebene  der  Rückkehrkurve  im  Punkte  A  hat,  welche 
zugleich  die  developpabele  Fläche  berührt.  Die  Abwickelung 
ist  also  auf  der  Tangentenebene  des  Punktes  A  vollzogen 
worden.  Endlich  bemerken  wir  noch,  dass  die  Gleichung 
^  —  9(5),  welche  wir  für  die  Kurve  aa  angenommen  haben, 
auch  nach  der  Abwickelung  fortbesteht.  Überhaupt  bleiben 
alle  Längen,  von  Geraden  oder  Kurven,  auf  der  abwickelbaren 
Fläche  durch  die  Abwickelung  ungeändert. 


Die  Polarfläche.   Der  Ort  der  Mittelpunkte 
der  eskalierenden  Kugeln. 

290.  Im  §  264  wurde  bewiesen,  dass  die  Krümmungsaxe  oder 
Polargerade  eines  Kurvenpunktes  x^  y,  z  die  Gleichungen  hat: 
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wenn  7«  0  die  Gleichung  der  Normalebene  ist;  ferner  wurde 

im   §  275   gezeigt,   dass   die    Koordinaten  des  Mittelpunktes 

der  oskulierenden  Kugel  durch  die  drei  Gleichungen  bestimmt 

sind: 

F-0,    dV^O,  tPr-0. 

Hieraus  folgt,  dass  die  Normalebenen  einer  Kurve  von  einer 
developpabelen  Fläche  eingehüllt  werden,  deren  Charakteri- 
stiken die  Erflmmungsaxen  sind  und  deren  Rückkehrkurve 
von  den  Mittelpunkten  der  oskulierenden  Kugeln  gebildet  wird. 
Diese  developpabele  Fläche  heisst  die  Polarfläche.  Auf  dieser 
Polarfiäche  liegen  auch  die  Krümmungsmittelpunkte  der  Kurve. 

291.  Die  Werte  der  Koordinaten  x^^y^^  Zq  der  Mittelpunkte 
der  oskulierenden  Kugeln  sind  nach  §  281: 

.   T>               TdB 
^0  "•  ^  +  ■"  cos  qp -^ —  cos  A, 


1) 


_L  7?       ,      TdR 
yo'-y  +  itcos^  — ~  608(1, 

So  —  z  +  BcoBx -^  cos  V, 


und  ferner  ist  fClr  den  fiadius  r  derselben 

T*dR* 


2)  r^~E'-  + 


ds* 


Differentiiert  man  die  Gleichungen  1)  und  2),  indem  man  di< 
Formeln  im  §  274  benutzt,  und  setzt  man 


8)  ,^_±(^^"+,,^''«^. 


indem  man  ds^  das  Vorzeichen  von  ds  erteilt,  so  folgt 

4)  dxQ  «  ^  dsQ cos  A,  dy^J^  ^  ds^  cos  fi,  dz^^  —  =F  ^^o  cos  v, 

und  _ 

o)  r  rfr  —  T  — ^ —  dSQ, 

Die  Gleichungen  4)  beweisen:  erstens^  dass  ds^  das  Diffe- 
rential des  Bogens  der  Rückkehrkurve  der  Polarfläche  ist, 
zweitens y  dass  die  Tangente  dieser  Kurve  die  Krümmungsaxe 
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oder  Polargerade  ist,  was  eine  Bestätigung  des  früher  schon 
erhaltenen  Resultates  bildet.  Man  sieht  aber  auch,  dass  ds^ 
null  sein  kann,  und  dann  reduziert  sich  die  Rückkehrkurve 
auf  einen  Punkt.  Die  Formeln  4)  und  5)  zeigen  alsdann, 
dass  ^01  Vo)  ^0)  ^  Eonstante  sind.  Die  nämliche  Kugel  oskuliert 
alsdann  die  Kurve  in  jedem  Punkte;  dieselbe  liegt  also  ganz 
auf  dieser  Kugel. 

Hieraus  schliesst  man,  wenn  eine  Kurve  eine  sphärische 
ist  und  auf  einer  Kugel  vom  Radius  a  liegt,  so  ist,  gemäss 
der  Gleichung  2): 

6)  ä? ^- 

Aber  umgekehrt,  wenn  diese  Gleichung,  in  welcher  a 
eine  Konstante  ist,  stattfindet,  so  ist  die  Kurve  noch  nicht 
notwendig  eine  sphärische;  denn  es  folgt  nur  aus  dieser 
Gleichung,  dass 

r  -=  a     oder    dr  «=  0 

ist.  Dies  aber  findet  nach  Gleichung  5)  nicht  nur  statt,  wenn 
d$Q^  0  ist,  sondern  auch  wenn  dB  ^  0  ist    Ist  diJ  -=  0,  so 

hat  man  dsQ^  ±  — ;yr"»  ^^d  dsQ  kann  nicht  null  sein,  ausser 

in  dem  Falle,  wo  T««  ao  ist.  Ist  T«  oo,  so  ist  die  Kurve 
ebefi,  und  da  ihr  Krümmungsradius  konstant  ist,  so  ist  sie 
ein  Kreis  (§  194). 

Ist  nun  rfJB  —  0  oder  R  —  const.  und  ist  T  nicht  un- 
endlich, so  ist  nach  Gleichung  2)  r  ^  R  und  die  Gleichungen  1) 
verglichen  mit  den  Gleichungen  3)  des  §  264  zeigen,  dass 
der  Mittelpunkt  der  oskulierenden  Kugel  mit  dem  Krümmungs- 
mittelpunkt zusammenfallt     Es  besteht  also  der  Satz: 

Ist  der  Krümmungsradius  einer  Raumhurve  konstant,  so 
fällt  der  Ort  der  Krümmungsmittelpunkte  mit  der  Rückkehrkurve 
der  developpäbelen  FläcJie  Beisammen,  die  von  den  Normalebenen 
der  Kurve  gd)üdet  wird. 

292.  Bezeichnen  wir  mit  «o^/Join;  ^oj%,Wi  ^,  f  o  n; 
i^Q,  Tq  die  Grossen,  welche  den  Grossen  a,  /), }/ ...  analog  sind 
und  sich   auf   diese  Rückkehrkurve   beziehen,  und  sehen  wir 
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dabei  von  den   ebenen   Kurven,  d.h.  von  dem  Falle  T-»oo 
ab,  so  können  wir  die  Gleichungen  4)  folgendermassen  schreiben: 

7)    cos  «Q  — » T  cos  A ,  cos  /So  -=  =F  cos  ft,  cos  yo  ^  -F  cos  v. 

Die  Differentiation  dieser  Gleichungen  ergiebt: 

(JSq  _  ds  dsQ        ,      ^ds        ,      dSf.  _  ds 

j^  cos 90«+  -y  cos  9?,  -^  cos  %^-^  -y  cos  t,     -^^  cos  a:o =+  Y  cos  X, 

also: 

und 

9)  cos9?o  =  4^  cosg?,  cos^q-«+ cos^,  cos ;uo  —  4^  cos ;^. 

Die  Differentiation  der  Gleichungen  9)  giebt  folglich, 
wenn  man  die  Gleichungen  7)  und  8)  beachtet: 

dsQ        ,      ^ds  dsQ  ^ds        ^      ds^  _ds 

^^  cos  Ao =+  ^  cos  a,     -^  cos  ^q «t  ^  cos ^,     -^  cos  Vq =+  ^  cos  y , 

also 

10)  T^**^     ^^^^    dtf^^dö, 
und 

11)  cos  A() -=:p  cos a,  cos fio ™HF  cos ß,  cos  Vq «=+  cos y. 

Vergleicht  man  also  die  gegebene  Kurve  mit  der  Rück- 
kehrkurve der  Polarfläche,  so  sieht  man,  dass  für  beide  Kur- 
ven die  Richtung  der  Hauptnormalen  die  nämliche  ist^  und 
dass  die  Tangente  einer  Kurve  parallel  ist  der  Axe  der  Os- 
kulationsebene  der  anderen.  Zugleich  drücken  die  Gleich- 
ungen 8)  und  10)  aus^  dass  die  erste  absolute  Krümmung 
einer  jeden  Kurve  der  zweiten  absoluten  Krümmung  der  anderen 
gleich  ist.  Das  zweideutige  Zeichen  +  kann  in  jeder  der 
Formeln  7),  9),  11)  durch  das  Plus-  oder  Minuszeichen  ersetzt 
werden.  Endlich  bemerken  wir  noch/ dass  die  Gleichung  3) 
die  Form  erhält: 

12)  ±rf.„=-^  +  rf-|_^Erf.„+rf_. 

293.  Wir  betrachten  in  der  a?y- Ebene  die  bewegliche 
Gerade,  deren  Gleichung 

Ser r et,  Differential-  und  Integral -Bechnnug.    I.  Bd.  26 
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13)  6  sin  ffo—  rj  cos 6q^  R 

ist     Die  Enveloppe  derselben  wird  durch  diese  Gleichung  zu- 
sammen mit  der  Gleichung 

14)  g  cos  6q+  ri  sm  6q  — 
bestimmt;  aus  diesen  beiden  folgt: 

15) 


dffo 


I  «+ jRsm(yo+ ^  cos<yo, 


1^=»—  jBcos<yo+  :3 —  sintTo« 


dB 
Differentiiert  man  dieselben,  so  wird 


d|«(j 


^Bd6,+  dj^Jcosö,, 

dn  -  \R döQ  +  dj^J  sin (To, 

und  dies  ergiebt^  auf  Grund  der  Gleichung  12): 
16)  d|  •=  ±  dSf^  cos  (Tj^,     d  ij  =  ±  rfSo  sinöQ. 

Diese  Formeln  sagen  aus,  dass  für  die  betrachtete  ebene 
Enveloppe  Bogenlänge  und  Krümmung  dieselben  sind,  wie 
für  die  Rückkehrkurve  der  Polarfläche. 

Führt  man  nun  in  die  Gleichungen  1),  welche  den  Mittel- 
punkt der  oskulierenden  Eugel   bestimmen,  die  Grossen  i,  17 

und   die   Winkel   (Poj  %,  X09  ^oif^o^^o   ®^^)   ^^®   ^^^^   *^^   ^'® 
Rückkehrkurye  beziehen,  so  erhält  man 

^o'^^  ±  5  (cos  (^0  cos  «0—  sincy^cos^o)  ±  1^  (sin  (y^  cos  «0  +  co8<yo  ^^- ' 

l**)     yo'"y±S(co8<y(jCos/Jo  — sin(yocos^o)±^(s"i^o^^^^o+<^08^o^^^l 
.Äf^  —  ^  ±  I  (cos^JoCOS^o  —  sincToCosXo)  ±  »?(8in<yocosyo  +  cos^JoCosii 

Das  zweideutige  Z^eichen  ±  in  den  Gleichungen  16)  und 
17)  ist  immer  durch  +  oder  durch  —  zu  ersetzen. 

Die  Gleichungen  17)  liefern  unmittelbar  die  Lösung  der 
Aufgabe,  eine  Kurve  zu  bestimmen,  für  welche  der  Ort  der 
oskulierenden  Kugeln  gegeben  ist.  In  diesem  Falle  sind  alle 
Grössen  mit  dem  Index  null,  die  sich  auf  die  gegebene 
Kurve  beziehen,  bekannte  Funktionen  derselben  unabhängigen 
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Yariabelen.  Die  Gleichungen  16)  bestimmen  i  und  t]  durch  ihre 
Dififereniiale,  und  alsdann  ergeben  die  Gleichungen  17)  die 
Koordinaten  x^  y,  0  der  gesuchten  Kurve. 


Allgemeine  Theorie  der  ETOluten  und  Evol?enten. 

294.  Wenn  eine  ebene  oder  räumliche  Kurve  AM  be- 
schrieben wird  durch  den  einen  End-  y^  ^ 

punkt  eines  Fadens,  der  auf  einer 
zweiten  Kurve  Ä^M'  aufgerollt  war, 
und  mit  seinem  zweiten  Ende  auf 
dieser  Kurve  befestigt  ist,  und  wel- 
cher derart  abgewickelt  wird,  dass 
er  stets  gespannt  bleibt,  so  heisst 
die  Kurve  Ä*M'  eine  Evolute  der 
Kurve  AM.  Umgekehrt  heisst  AM 
eine  Evolvente  der  Kurve  A*M'. 

295.  Bestimmung  der  Evolnten  einer  gegebenen  Kurve. 
Wir  bezeichnen  die  Elemente  der  gegebenen  Kurve  wie  im 
§  274,  die  analogen  Grössen  für  die  zweite  Kurve  mit  ge- 
strichenen Buchstaben. 

Setzt  man 


1)  «  -  V(a/  -  *)*+  (j/  -  yy  +  (/  -  *)«, 

so  sind  die  Bedingungen  daflir,  dass  A'M'  eine  Evolute  von 
AM  ist: 

2)  a/  — Ä  — Mcosa',    y'  — y  «  u  cos/J',    je'  — i»  —  w  cosy' 
und 

3)  d^^du. 

Differentiiert  man  die  erste   Gleichung  2),  und   benutzt 
man  dabei  die  Formeln  des  §  274,  so  folgt 

ds!  cos  a'  —  ds  cos  a  «  —^  cos  9'  +  du  cos  c/, 

oder  wegen  Gleichung  3): 

^                     udu  f 

ds  cos  a  ^ =7—  cos  9 , 

ebenso: 

26* 
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,          -            udu  . 

ds  cos  /J  •= ^f-  cos  ^ , 

u  du         , 
ds  cos  y  = pj-  cos  %. 

Diese  drei  Gleichungen  ergeben 

4)  ds  «  -gr, 
ferner 

5)  cos  9'  —  —  cos  a,     cos  ^  —  —  cos  /J,     cos  x'  —  —  cos  y. 
Dies  besagt:  Die  Hauptnormale  im  Punkte  M^  der  Evo- 
lute ist  parallel   der  Tangente  im  entsprechenden  Punkte  M 
der  EYolvente.   Die  Tangenten  der  beiden  Kurven  stehen  also 
senkrecht,  und  es  ist: 

6)  cos  a  cos «'  +  cos /S  cos /J'  +  cos y  cos y' «  0. 
Differentiiert   man   diese    Gleichung   mit   Benutzung   der 

bereits  erwähnten  Formeln  in  §  274,  so  findet  man: 

ds 

-jz-  (cos  (p  cos  a'  +  cos  ^  cos  /J '  +  cos  %  cos  /) 

d^ 
+  -^^  (cos  <p^  cos  a  -f-  cos  ^'  cos  /J  +  cos  x'  cos  y)  «=  0, 

also  nach  den  Gleichungen  3),  4),  5): 

7)  cos  qp  cos  «'  +  cos  ^  cos /3'+  cos ;u  cos  /  —  — 
Es  ist  nun  auch 


8)  cos  A  cos  a'  +  cos  ^  cos  /J'  +  cos  1/  cos  y'  —  1/  1 g-? 

denn  es  ergiebt  sich  eine  Identität^  wenn  man  die  Gleich- 
ungen 6),  7),  8)  quadriert  und  addiert.  Addiert  man  die  näm- 
lichen Gleichungen,  nachdem  man  sie  zuvor  mit  cosa,  cos  9, 
cosA,  sodann  mit  cos/S,  cos^,  cosfi,  endlich  mit  cosy,  cosx, 
COS1/  multipliziert  hat,  so  folgt: 


9) 


CO80C 


cos  p  •=  —  cos  ^  +  1/  1 Y  ^^^  /*) 

cos/  -  —  cosa;  +  [/  1  --2 


2f« 

cosv. 


und  die  Gleichungen  2)  werden  also; 
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10) 


x^  '^  X  +  R  coQ(p  +  l/n*  —  R^  cos  A, 
y  -«  y  +  JS  cos  ^  +  y u'  —  JB^  cos  ft, 
jer'  =  Äf  +  JS  cos  X  +  y^'  —  -R*  cos  1/, 


Alle  auf  die  Earve  AM  bezüglichen  Grössen  sind  als 
Funktionen  einer  gewissen  unabhängigen  Yariabelen  bekannt; 
wenn  man  also  noch  den  Ausdruck  u  als  Funktion  derselben 
Yariabelen  bestimmen  kann^  so  liefern  die  Gleichungen  10) 
eine  vollständige  explicite  Darstellung  der  Evolute/ 

Um  u  zu  finden,  genügt  es  aber  die  Gleichung  7)  zu 
differentiieren.     Dies  ergiebt: 

-^  (cos  (p  cos  9>'  +  cos  ^  cos  ^'  +  cos  X  cos  %') 

d$ 

ds  JR 

— j=r  (cos  X  cos a'+  cos (i cos  /J'+  cos  v  cos  y')  —  d — ; 

oder  auf  Grund  der  früheren  Formeln: 


11)  d—  +  dT'\/l^^^O. 


Dies  ist  die  Gleichung,  durch  welche  u  bestimmt  wird. 
Ist  die  gegebene  Kurve  eine  doppelt  gekrümmte^  so  ist  dr 
nicht  null,  und  es  wird 

-4 

dt. 


1/-^ 


Die  linke  Seite  ist  das  Differential  eines  Bogens,  dessen 

R 

Kosinus  gleich  —  ist,  man  hat  also,  wenn  g  eine  willkürliche 

Konstante  bezeichnet: 

arccos  —  ^  x  +  g, 
oder 

12)  —^cos{T  +  g),    w« 


cos  (t  +  g) 
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Ist  die  gegebene  Kurve  eben,  so  reduziert  sich  die  Gleich- 
ung 11)  auf 


und  man  hat 


u         ' 


13)  — -C08</, 


14) 


u  '  cos  g 

wenn  g  eine  willkürliche  Eonstante  bezeichnet.  Diese  Formel 
ist  also  in  der  allgemeinen  Gleichung  12)  enthalten,  wenn 
man  dort'  r  —  0  setzt. 

Führt  man  den  Wert  von  u  in  die  Gleichungen  10)  ein, 
so  erhält  man: 

u/  ^  X  +  Rcoatp  +  R  tang  (r  +  g)  cos  A, 
y'^y  +  ücosV'  +  jB  tang  (r  +  g)  cos  (i, 
sf  '^  0  +  Rcos  x  +  ^  tang  (t  +  g)  cos  v. 

Die  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  sind  bekannte 
Funktionen  der  unabhängigen  Variabelen;  sie  enthalten  in- 
dessen die  Grösse  t,  den  Bogen  der  sphärischen  Kurve,  welche 
die  zweite  Krümmung  der  gegebenen  misst,  und  die  Bestim- 
mung von  T  als  Funktion  der  unabhängigen  Variabelen  er- 
fordert in  den  meisten  Fällen  eine  Integration.  Die  Gleich- 
ungen enthalten  eine  willkürliche  Konstante;  daraus  erkennt 
man,  dass  die  gegebene  Kurve  unendlich  viele  Evoluten  hat. 

296.  Bezeichnet  man  mit  x^^  y^,  z^  die  Koordinaten  des 
Erümmungsmittelpunktes  Jtf^,  der  zum  Punkte  M  gehört,  und 
ist  Ä^M^  der  Ort  dieser  Mittelpunkte,  so  ist  §  264 

15)    rr^ -=- a:  +  iJ cos 9),   yi  =  y -|- jB  cos^,   z^^  z-\-  Btoa%. 

Welchen  Wert  man  auch  der  Konstanten  g  beilegen  mag, 
die  Werte  o/,  j/,  s/  können  niemals  mit  x^y  y^j  z^  zusammen- 
fallen, wenn  r  nicht  null  ist.  Mithin  ist  bei  den  doppelt  ge- 
krümmten Kurven  der  Ort  der  Krümmungsmittelpunkte  niemals 
zugleich  eine  Evolute.    Die  Gleichungen  14)  und  15)  ergeben: 

16)  ^i-^  ^Vi-l/  _h-^  ^ 

^  COSA  COSfft  cosi/ 

und  dies  beweist,  dass  die  Punkte  M*  der  Evoluten  auf  den 
Krümmungsaxen  M^M^  der  gegebenen  Kurve  liegen.   Hieraus 
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folgt,   dass  alle  Evoluten  auf  der  Polarfläche  liegen ^  welche 
also  der  geometrische  Ort  derselben  ist 

Sämtliche  Evoluten,  welche  durch  die  Gleichungen  14) 
dargestellt  sind;  sind  doppelt  gekrümmte  Kurven,  mit  Aus- 
nahme derjenigen,  die,  im  Falle  dass  t  -=  0  ist^  zu  ^  »  0  ge- 
hört.    Denn   die   Differentiation   der   Gleichungen  5)   ergiebt 

(§  274): 

rf<y'  cos  a'  +  dl!  cos  A'  -«  da  cos  9, 

da'  cos  ff  +  dz^  cos  ft'  »=  da  cos  ^ , 

da'  cos  /  +  dr'  cos  v'  -»  da  cos  x, 
also 

d<y'«+dT'««da«. 

Soll  die  Kurve  eben  sein,  so  muss  dif  '^O^  und  folglich 
do'"»  da  sein,  und  es  ist 

cos  a'  ^  cos  9>,    cos  /J'  ■=  cos  ^,     cos  /  -=  cos  %. 
Nach  den  Gleichungen  7)  oder  8)  wird  demnach 

Diese  Gleichung  findet  aber  gemäss  der  Gleichung  12)  nur 
dann  statt,  wenn  die  Kurve  AM  eben  ist*,  und  sie  entspricht 
dem  Werte  ^  •=  0.  Im  Falle  r  -=  0,  jr  -  0  fällt  der  Punkt  Jf' 
mit  dem  Krümmungsmittelpunkte  zusammen;  also  bestehen 
die  Sätze: 

1.  Die  unendlich  vielm  Evoluten  einer  räumlichen  Kurve 
sind  selbst  alle  doppelt  gekrümmt 

2.  Eine  ä>ene  Kurve  besitzt  unter  äUen  ihren  unendlich 
vielen  Evoluten  eine  einzige,  die  auch  eben  ist,  nämlich  die 
Kurve  ihrer  Krümmungsmittelptinkte. 

297.  Die  Abwiokelting  der  Folarfläolie«  Auf  der  Polar- 
fläche haben  wir  ausser  der  Rtickkehrkurve  (dem  Orte  der 
Mittelpunkte  oskulierender  Kugeln)  noch  das  System  der  Evo- 
luten und  den  Ort  der  Krümmungsmittelpunkte.  Subtrahiert 
man  von  den  Koordinaten  oi,^,il  und  ^i,S^i,^i,  welche  durch 
die  Gleichungen  14)  ^und  15)  gegeben  sind,  die  Koordinaten 
x^,  ^0,  z^  des  Centrums  der  oskulierenden  Kugel  (§  290),  so 
erhält  man: 
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X^—  0*0  ■=■  -j—  cosA, 


yi-yo«-^cosfi, 


408  Neuntes  Kapitel.    §  297. 

^  -  Äü  -  [i? tang(r  +  ^)  +  j^J  cos  A, 

'S'  -  ^0  -  [-ß  tang(T  +  S')  +  ^^  J  cos  v, 

dB 
dt 
dB 
dt 
dB 

Indem  wir  aber  nur  die  Grossen  einfahren  wollen ,  die 
sich  auf  die  Rückkehrkurve  beziehen,  ersetzen  wir  cosA,  cosf&, 
cosr  durch  cosctq,  cos/S^,  cost^q,  und  zwar  was  gestattet  ist, 
mit  dem  nämlichen  Zeichen;  femer  dt  durch  dö^  und  r  selbst 
durch  6q.    Femer  setze  ich: 

B^  —  XainöQ+  Fcos  0q, 

dB  ^  TT     •      ^ 

-= —  ^  —  Xcosöq—Y  sm  (»0,     • 
äÖQ 

und  die  neuen  Variabelen  X  und  T  sind  als  Funktionen  der 
zu  der  Rückkehrkurve  gehörigen  Grossen  durch  die  Gleich- 
ungen 

17)  dX  "=  dsQ  cos  (Jq,     d  F  —  dsQ  sin  0q 

definiert  (§  293).     Alsdann  werden  die  obigen  Gleichungen : 

^      cosäq         cos /So         cos^o  <^os(öQ  +  g) 

19)     ^LZl3.»LZJ^o_fLl/o (XcostTo+rsin^o). 

'^      cosffQ         cos /So         cos^o 

Nun  nehmen  wir  an,  dass  zur  Ebene  x^  y  eine  Tangenten- 
ebene der  Polarfiäche  gewählt  ist,  und  führen  die  Abwickelung 
dieser  Fläche  in  diese  Ebene  aus.  Wir  behalten  dieselben 
Buchstaben  bei,  um  die  verschiedenen  Grössen  auch  nach 
der  Abwickelung  zu  bezeichnen.     Da  die  Punkte  M^^  M^^^  M^ 
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immer  auf  einer  Geraden  liegen^  und  ihre  gegenseitigen  Abstände 
unveränderlich  sind,  ebenso  wie  die  Bogen  Sq  und  öq,  so  be- 
stehen die  Formeln  18)  und  19)  ohne  Änderung  fort.  Aber 
nach  der  Abwickelung  werden  j?q,  jst^,  ü^  null;  die  Rückkehrkurve 
ist  eine  ebene  Kurve  geworden  und  dö^  kann  an  Stelle  von 
dttQ  gewählt  werden;  man  kann  selbst  Uq'^öq  annehmen,  auf 
Grund  der  willkürlichen  Grösse  g,  welche  mit  öq  verbunden 
ist.     Demnach  hat  man 

cos  ofQ  -=  cos  (Tq,     cos  ß^  «-  sin  6^,    cos  y^  ■=  0. 

Weiter  zeigen  die  Gleichungen  17),  dass  dX  und  dY  nichts 
anderes  sind  als  dx^  und  dyQ,  man  kann  also 

setzen^  da  der  Eoordinatenanfangspunkt  willkürlich  ist.  Dem- 
nach erhalten  die  Transformierten  der  Evoluten  die  Gleichungen: 

20)         ^^"^0  ^  y'-yp  ^  -Xpcosg  +  y^amg  ^ 
^         cosöq         sine^Q  (^oq(öq  + g) 

und  die  Transformierte  der  Kurve  der  Krümmungsmittelpunkte 
wird: 

Man  kann  aus  den  Gleichungen  20)  XQ^t/Q,  6q  eliminieren; 
diese  Elimination  ergiebt 

22)  a/cos^f  —  j/sin(7  =  0, 

und  hieraus  folgt  der  Satz: 

Lehrsatz  I.  Die  Evoluten  einer  beliebigen  Kurve  trans- 
formieren sich  bei  der  Abwickelung  der  Folarfläche  in  gerade 
Linien,  welche  durch  einen  festen  Fu/nkt  P  gehen. 

Da  die  Längen  der  Kurvenbogen  sich  bei  der  Abwicke- 
lung nicht  ändern,  so  kann  man  hinzufügen,  dass  die  Evoluten 
auf  der  Polarfläche  die  kürzesten  Linien  zwischen  zwei  Punkten 
sind;  sie  sind  also,  wie  man  sagt,  geodätische  Linien.  Die 
Gleichung  21)  enthält  die  beiden  Gleichungen: 

yi-yo-=(^i-^o)tang<yo,    Vi- -  x^coiga^. 

Die  erste  stellt  die  Tangente  im  Punkte  x^^y^^  der  Ab- 
wickelung der  Rückkehrkurve  dar;  die  zweite  Gleichung  das 
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Lot,  welches  yom  Punkte  F^  dem  EoordinateDanfangsponkte, 
auf  diese  Tangente  gefallt  ist.  Man  hat  demnach  den  andern 
Satz: 

Lehrsatz  n.  Der  Ort  der  Krümmungsmittelpunkte  einer 
Baumhurve  tvird,  nadi  der  Ahwickelung  der  Polarflädie,  Ort 
der  FusspunJcte  edler  Lote,  die  von  dem  gemeinsamen  Punkte 
der  Evoluten  auf  die  Tangenten  der  transformierten  Bückkehr- 
kurve  gefällt  sind. 

298«  Die  besonderen  Fälle,  dass  die  gegebene  Kurve 
sphärisch  oder  eben  ist,  sind  noch  hervorzuheben.  Im  ersten 
Falle  ist  die  Polarfläche  ein  Kegel,  dessen  Spitze  im  Mittel- 
punkte der  Kugel  liegt,  auf  welcher  sich  die  Kurve  befindet^ 
und  alle  unsere  Formeln  bleiben  gültig.  Ist  die  Kurve  eben, 
so  wird  die  Polarfläche  ein  Gylinder,  dessen  senkrechter  Schnitt 
die  ebene  Evolute  bildet.  Man  kann  hier  cos  A  ■=  0,  cosfi  ^  0, 
cos  1/  »  1  und  x^j  »=  0  setzen.  Dann  hat  man  nach  den  Gleich- 
ungen 14)  im  §  296 

oi^Xy^    ^=2/1,    je'-=Ätang. 

Da  der  Anfangspunkt  des  Bogens  Sy^  unbestimmt  ist,  so  kann 
man  B^  s^  annehmen.  Nach  der  Abwickelung  der  Polar- 
fläche wird  Sy  eine  geradlinige  Abscisse,  und  die  Transfor- 
mierten der  Evoluten  sind  gerade  Linien,  welche  die  Gleichung 
haben 

J  ^  «1  tang^f. 

Die  Evoluten,  deren  Tangenten  einen  konstanten  Winkel 
mit  den  Erzeugenden  der  Polarfläche  bilden,  sind  Schrauben- 
linien auf  diesem  Cylinder. 

299.  Bestimmung  der  Evolventen  einer  gegebenen 
Kurve.     Die  Gleichungen  des  Problemes  sind,  wie  im  §  295: 

a/  —  a:  -=  w  cos  «',    ^  —  y  =  w  cos  j3',    §/  ^  z  ^  n  cos  /, 

d^  •=  du, 

aber  die  Lösung  ist  viel  leichter,  als  die  des  umgekehrten 
Problemes,  denn  hier  sind  a/,  y,  g!y  a',  ß\  }/,  ^  gegebene  Funk- 
tionen der  nämlichen  Variabelen,  und  man  erhält  unmittel- 
bar die  Werte  von  x^y^a.    Es  wird  nämlich 
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u^sf  +  g, 
wobei  g  eine  willkürliche  Konstante  ist,  und  die  obigen  Gleich- 
ungen werden  demnach 

x^a/  —  (s/  +  g)costt\    y  ^  !/  —  (/  + g)  cos ß\ 
e  ^  if  --  (s!  +  g)  cos  y\ 

Man  sieht,  dass  jede  Kurve,  mag  sie  eine  ebene  oder 
räumliche  sein,  unendlich  viele  Evolventen  hat.  Die  einzige 
Schwierigkeit  dieses  Problemes  besteht  in  der  Bestimmung 
des  Bogens  ä^  dessen  Differential  im  allgemeinen  zunächst 
nur  gegeben  ist.  Die  Berechnung  von  ä  ist  daher  ein  Problem 
der  Integralrechnung. 

Anwendung  der  allgemeinen  Theorie  auf  die 
gewöhnliche  8ehranbenllnle. 

300.  Die  rechtwinkligen  Koordinaten  der  gewöhnlichen 
Schraubenlinie  können  durch  die  Gleichungen: 

1)  a?  —  a  cos  <,    y  ■=-  a sin ^,    z^at  cotgi 

dargestellt  werden,  wobei  i  einen  gegebenen  Winkel  und  a 
den  Radius  des  Kreiscylinders  bedeutet,  auf  welchem  die  Kurve 
liegt.  Wir  behalten  alle  früheren  Bezeichnungen  bei,  die  wir 
hier  nicht  zu  wiederholen  brauchen.     Aus  den  Gleichungen 

dx^  —  a  sintdt,    dy  '^  a  cos ^d^,    dz  ^  adt  cotg % 

folgte 

2)  ds^^ 

sm^ 
und 

3)  cos  a  —  —  sin  i  sin  ^,    cos  ß  —  sin  i  cos  ^,    cos  y  «  cos  i. 
Die  letzte  besagt: 

Die  Tangente  der  Schraubenlinie  lüdet  mit  der  Äxe  des 
Cylinders  den  konstanten  Winkel  i. 
Die  Differentiation  der  Gleichungen  3)  ergiebt: 
cos9)d0  =  — sinicos^rf^,  cos^dcy«  — sini  sin^tZ^,  cos^dtf  — 0, 
also: 

4)  dö  ->  sin  i  dt, 
und 
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5)  COB  9)  —  —  COS  t,    COS  ^  —  —  sin  ty    cos  ;|^  -»  0, 
femer  vermittelst  der  Gleichungen  2)  und  4): 

6)  JJ--A-- 

Die  Gleichungen  5)  und  6)  lehren: 

Die  Hauptnormäle  oder  die  Bicktung  des  Krümmungs- 
radius ist  senkrecht  zur  Axe  des  Oylinders,  und  der  Radius 
der  ersten  Krümmung  der  Schraubenlinie  ist  konstant 
Die  Differentiation  der  Gleichungen  5)  ergiebt: 
cos  adö  +  cos  A  rfr  =  —  ^intdi, 
cos  ßdö  +  cos  ft  dr  =»  cos  t  dt^ 
cos  y  tZ(T  +  cos  V  dr  —  0, 
oder,  auf  Grund  der  Gleichungen  3)  und  4) 

cos  A  dr  —  —  cos^i  sin  ^d^,    cos  ft  dr  =»  cos^i  cos  t  dt, 

„.  «,   .  cosvdr  =  —  cosi  sinidft 

Hieraus  folgt: 

7)  dt  '='  cos  i  dt 
und 

8)  cos  A  —  —  cos  i  sin  t,  cos  (i  -«  cos  i  cos  t^  cos  1/  «»  —  sin  i, 

femer  nach  den  Gleichungen  2)  und  7) 

9)  T-    ■    ^      .. 
'  sm  t  cos  i 

Die  Oskulationsebene  bildet  einen  konstanten  Winkel  mit 
der  Ebene  y  die  zur  Cylinderaxe  senkrecht  ist,  und  der  Badius 
der  zweiten  Krümmung  ist  konstant 

Der  Mittelpunkt  der  oskulierenden  Kugel  fallt  mit  dem 
Erümmungsmittelpunkt  zusammen;  die  Koordinaten  sind: 

^1  =»  a?  +  -B  cos  9>  «=  -■  a  cotg*  i  cos  t^ 

10)  ^i  =-  y  +  -B  cos  ^  ==  —  a  cotg*  i  sin  t^ 
j^i  —  jef  +  iJ  cos  j;  =      a  ^  cos  i. 

Die  Rückkehrkurye  der  Polarfläche  ist  also  eine  Schrauben- 
linie, die  auf  einem  Cylinder  liegt,  welcher  die  nämliche  Axe 
wie  der  Cjlinder  der  gegebenen  Schraubenlinie  hat;  und  dessen 
Radius  gleich  a  cotg^  i  ist. 
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oder 


Die  Gleichung  der  Normalebene  ist 

—  sin  i  sin  ^  (x  —  a  cos  t)  +  sin  i  cos  t(tf  —  a  sin  t) 
+  cos  i  {z  —  a^  cotg  i)  "=  0, 


13) 


11)  —  a;sin^  +  y  cos^  +  je?  cotgi  =  a^cotg^i. 
Die  Ableitung  dieser  Gleichung  nach  t  ist: 

12)  —  ic  cos  ^  —  y  sin  ^  =  a  cotg*  i. 

Man  erhält  also  die  Gleichung  der  Polarfläche^  wenn  man 
t  zwischen  den  Gleichungen  11)  und  12)  eliminiert.  Diese 
Fläche  wird  eine  abwickelbare  Schraubenfläche.  Ihr  Schnitt  mit 
der  Basis  des  Cylinders  hat  die  beiden  Gleichungen 

—  xmit  +  y  cos  t^at  cotg*i, 

—  a;cos^  —  ysin^-^a  cotg*i, 

und  folglich  ist  nach  §  244  diese  Eurre  die  Evolvente  eines 
Kreises  mit  dem  Radius  acotg^i« 

Da  endlich  die  Gleichung  7)  liefert: 
r  «=  ^cost  +  konst, 

so  sind  die  Evoluten  der  Schraubenlinie   durch   die    Gleich- 
imgen  dargestellt: 

a;  «=  —  öf  cotg*i  cos  t ;  ^ .-  sin  t  tang  (^cos  i  +  g)j 

a  cos  i 


14) 


y  ^  —  a  cotg^i  sin  t  + 


-^;.j-  cos  t  tang  (t  cos  i  +  g\ 

Bin   r 


z  ^  a^cotgi- 


sm» 


r  tang  (^  cos  i  +  y), 


wobei  g  eine  willkürliche  Eonstante  bezeichnet.    Endlich  hat 
man,  weil 


at 


smi 


+  konst 


ist,  für  die  Evolventen: 

ic  =  a  cos  ^  +  l  — ^  T  +  ^ )  sm  t  sm  c, 
\  sm  %        / 

y  =  a  sm  ^  —  [— — r  +  g)  sm  %  cos  r, 
Äf  -=  —  flr  cos  i. 


15) 
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Die  Evolventen  der  Schraubenlinie  sind  Evolventen  eines 
Kreises^  was  mit  den  im  §  298  erhaltenen  Resultate  über- 
einstimmt 

301.  Bei  der  Schraubenlinie  sind,  wie  wir  gesehen  haben, 
die  beiden  Krümmungen  konstant.  Es  ist  auch  leicht  zu  be- 
weisen, dass  sie  die  einzige  Kurve  ist;  die  diese  Eigenschaft 
besitzt. 

Denn  betrachten  wir  eine  Kurve,  bei  welcher  die  Radien 
R  und  T  der  beiden  Krümmungen  konstant  sind;  nach  den 
Formeln  2)  und  3)  des  §  274  hat  man: 

iZd  cos  a  —  Td  cos  A  =  0, 

Rd  cos  /S  —  TtZ  cos  ft  —  0, 

Rd  cos  y  —  Td  cos  V  —  0, 

folglich  sind  die  Differenzen: 

Jß  cos  a  —  T  cos  k,    RcoBß  —  T  cos  ft,    iJ  cos  y  —  T  cos  i/ 

konstant;  und  da  die  Summe  ihrer  Quadrate  gleich  R^  +  T* 
ist,  so  kann  man  setzen: 


U  cos a  -  T cos A  =  yW+T^  cos a, 


B  cos/3-  T  cos  ^  ^yW+T^  coab, 
Rcosy-  Tcoav^yW+Y^cosc^ 

wobei  a,  b,  c  die  Winkel  bezeichnen,  die  eine  feste  willkür- 
liche Gerade  mit  den  Koordinatenaxen  bildet.  Man  kann  die 
jS'Axe  mit  dieser  -  Geraden  zusammenfallen  lassen  und  also 
setzen: 

B  cosa  —  Tcos  A  *=  0, 

jRcos/J-  Tcosft^O, 
iJcosy-  TcoBv^yW+Y^ 

Subtrahieren  wir  die  ersten  beiden  dieser  Gleichungen, 
nachdem  wir  sie  zuvor  mit  cos  ^  und  cos  <p  multipliziert  haben, 
subtrahieren  wir  ferner  die  erste  und  dritte,  nachdem  sie  mit 
cosx  und  cos9>  multipliziert  sind,  und  endlich  die  zweite  und 
dritte,  nachdem  sie  mit  cos;i^  und  cos  9  multipliziert  sind,  so 
folgt  nach  den  Gleichungen  im  §  265: 
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r  COS  a  +  li  cos  A  -  +  yW+Y*  cos ^, 
2)        j  TcoBß  +  Rcosn^  -yü«  +  T»  cos 9, 
T  cos  y  +  ü  cos  1/  —  0; 
diese  Gleichungen  geben  zusammen  mit  den  früheren: 


T                                        -4-  jT  R 

3)  cos  «  = ,  cos  ^,  cos  /J  «-  -r- COS  w,  cos  y  «    , 

Dabei  ist  zu  bemerken,  dass  die  bisherige  Rechnung  nur 
voraussetzt,  dass  das  Verhältnis  -=  der   beiden  Krümmungen 

konstant  ist.  Die  letzte  der  Gleichungen  3)  lehrt  nun,  dass 
die  Tangente  der  Kurve  mit  der  0-Axe  einen  konstanten 
Winkel  bildet,  und  liefert  also  den  Satz: 

Wenn  die  beiden  Krümmungen  einer  Kurve  unter  ein- 
ander  ein  Tconstantes  Verhältnis  haben  ^  so  ist  die  Kurve  eine 
Schraubenlinie  auf  einem  Cylinder^  dessen  Basis  eine  beliebige 
Kurve  ist. 
Aus  den  Gleichungen  3)  folgt: 

cos  a  cos  9>  +  cos  /S  cos  V'  *-  0, 

und  hieraus  folgt,  dass  cos  y  cos  3^  «-  0  ist.  Also  ist  cos  %  —  0. 
Mithin  kann  man  schreiben: 

cos  ^  —  sin  9> 
und 

cos  «  =  +  sin  y  sin  9, 
4) 
^  cos  /J  =  —  sin  y  cos  (p, 

Differentiiert  man  die  erste  dieser  Gleichungen,  so  wird 
-:^  cos  9>  —  sin  y  Goatpdtp    oder    ds  —  E  sin  yd^), 

und  die  Gleichungen  4)  geben: 

dx        .        ,  dy 

-5-  —  sm  y  sin  cp,     -/ 
ds  ^       ^'     ds 

und  femer  hat  man:  , 

dz 

also 

dx  ^  R  sin*y  sin (p dg>^  dy  '^  —  R  sin* y  cos g> dtp^ 

de  ^  Rsiny  cos y d(p. 


=  —  sm  y  cos  (p 
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Wir  haben  bisher  nur  das  Verhältois  von  T  zu  E  kon- 
stant angenommen.  Ist  der  Radius  R  selbst  konstant,  so 
ynterscheiden  sich  die  Koordinaten  von  den  Grössen 

—  R  sin*  y  cos  g?,  —  2?  sin'  y  sin  9,  R(p  sin  y  cos  y 

nur  um  Eonstante;  und  da  der  Anfangspunkt  der  Koordinaten 
willkürlich  ist,  so  kann  man  setzen: 

5)  X'=  —  R  sin^y  cos  g?,  y^^  —  R  sin'y  sin  tp,  z^  R<p  sin  y  cos  y. 

Diese  Gleichungen  definieren  in  der  That  die  gewöhnliche 
Schraubenlinie,  bei  welcher  der  Krümmungsradius  gleich  12 
und  der  Radius  des  Cy linders  gleich  R  sin'  y  ist. 


Die  Ordnung  der  Beiührung  zweier  Kurven. 
Oskulierende  Knrven. 

802.  Wir  betrachten  zwei  Kurven  M3P,  MM\,  welche  im 
Punkte  M  die  gemeinsame  Tangente  MT  besitzen.  Auf  der 
Kurve  MiV  wählen  wir  einen  Punkt  JM',  der  unendlich  benach- 
bart wird  zu  Jlf,  und  legen  durch  denselben  die  Ebene  M'PM\ 
senkrecht  zur  Tangente  3/ T;  M\  und  P  seien  die  Punkte,  in 

denen  diese  Ebene  die  Kurve 
^»ff-  "•      ,  MM\  und  die  Tangente  MT 

schneidet.  Wir  werden  nun 
sagen,  dass  die  beiden  Kurven 
MM\  MM\  im  Punkte  M 
eine  Berührung  w**'  Ordnung 
haben,  falls  die  Entfernung 
MM\  unendlich  klein  von 
M+l*®'  Ordnung  wird,  wenn  FM  die  unendlich  kleine  Grösse 
erster  Ordnung  bedeutet.  Es  ist  klar,  dass  man  bei  der  Be- 
stimmung der  Ordnung  der  Berührung  an  Stelle  der  unendlich 
kleinen  Grössen  MF  und  M'M\  auch  zwei  andere  unendlich 
kleine  Grössen  einführen  kann,  deren  Verhältnisse  zu  den 
ersten  beiden  endlich  bleiben.  Legt  man  z.  B.  durch  den  Punkt 
Ji'  eine  Ebene  M'QN^  die  parallel  ist  zu  einer  festen  Ebene, 
die  aber  nicht  zur  Tangente  MT  parallel  ist,  und  sind  K  und 
Q  die  Punkte,   in   denen   diese   Ebene  die   Kurve  MM\  und 
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die  Tangente  MT  schneidet,  so  kann  man  MQ  als  die  unend- 
lich kleine  Grösse  erster  Ordnung  betrachten,  und  Jf'iV  als 
die  für  die  Berührung  charakteristische  Grosse.  Denn  wenn 
wir  die  Sehne  NM\  ziehen,  so  konvergieren  die  Winkel  N 
und  M\  im  Dreiecke  NM^M\  nach  endlichen  Grenzen.  Diese 
Grenzen  sind  die  Winkel,  welche  die  Tangente  MT  mit  den 
Geraden  bildet,  die  bezüglich  in  den  beiden  Ebenen  gelegen 
sind,  welche  nicht  parallel  zu  MT  sind.  Hieraus  folgt,  dass 
das  Verhältnis  der  Seiten  M'M\  und  M^N  des  Dreieckes 
M^M\N  nach  einer  endlichen  (grenze  konvergiert.  Anderer- 
seits werden  M'P  und  QF  unendlich  klein  im  Verhältnis  zu 
MF]  denn  es  ist 

Jf '  P  «  MF  tang  M'MF, 

und  der  Winkel  M^MF  wird  unendlich  klein;  femer  ist  das 
Verhältnis  QF  zu  Jf' P  die  Kotangente  des  Winkels  M^QF, 
der  eine  endliche  Grenze  hat;  hieraus  folgt,  dass  das  Ver- 
hältnis von  MQ  zu  MF  zur  Grenze  die  Einheit  hat. 

Wir  projizieren  nun  die  Figur  auf  eine  Ebene  senkrecht 
zur  Ebene  M^NQ  und  es  seien  ww',  mn,  mq  die  Projektionen 
der  Kurven   MM\  MN  und  der 

'  Fig.  58. 

Tangente  MQ.  Da  die  Gerade 
MT  nicht  senkrecht  zur  Projek- 
tionsebene ist,  so  hat  die  Grenze 

des  Verhältnisses  einen  end-  m » r- 

mq  5f  t 

liehen  Wert;  das  Verhältnis  der  Grossen  Jf' ^T,  m'n  hat  auch 

eine  endliche  Grenze,  falls  M^N  nicht  einen  unendlich  kleinen 

Winkel  mit  der  Axe  der  Projektionsebene  bildet;  in  letzterem 

Falle  wird    ^..t^j  unendlich  klein. 

M  \N 

Hieraus  folgt:  Wenn  zwei  gegebene  Kurven  in  einem 
Punkte  M  eine  Berührung  n*^  Ordnung  haben,  so  haben  auch 
die  Projektionen  derselben  auf  eine  Ebene,  die  nicht  senk- 
recht zur  gemeinsamen  Tangente  des  Berührungspunktes  ist, 
eine  Berührung,  deren  Ordnung  mindestens  gleich  n  ist.  Die 
Ordnung  ist  nicht  grösser  als  n,  falls  M'N  nicht  einen  un- 
endlich kleinen  Winkel  mit  der  Axe  der  Projektionsebene 
bildet,  und  da  dieser   Umstand  nicht  bei  zwei  Projektions- 
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ebenen  eintreten  kann,  die   einander  nicht  parallel  sind,   so 
hat  man  den  Satz: 

Damit  zwei  Kurven  in  einem  gegebenen  Punkte  eine  Be- 
rührung von  der  Ordnung  n  haben  ^   ist  notwendig  und  hifi- 
reichend,  dass  ihre  Projektionen  auf  ewei  nicht  parallele  Ebenen 
eine  Berührung  haben,  dere^i  Ordnung  mindestens  glei^^h  n  ist. 
Wir    haben    nur    orthogonale    Projektionen    betrachtet; 
indessen    ist    leicht    einzusehen,     dass    der    Satz    auch    für 
schiefe  Projektionen  bestehen  bleibt.    Vermittelst  dieses  Satzes 
kann  man  die  Bedingungen   der   Berührung  von   doppelt  ge- 
krümmten Kurven  nach  der  Methode  des  §  211  ausdrücken, 
die  sich  auf  ebene  Kurven  bezieht. 

303.  Oskulierende  Kurve  in  einem  Punkte  einer  gegebenen 
Kurve  heisst  diejenige,  welche  unter  den  Kurven  einer  ge- 
gebenen Art  daselbst  die  grösstmögliche  Berührung  mit  der 
gegebenen  hat.  Hängt  die  gegebene  Kurvenart  von  2n  oder 
von  2n+l  willkürlichen  Parametern  ab,  so  kann  man  zwischen 
den  Projektionen  der  beiden  Kurven  auf  zwei  nicht  parallelen 
Ebenen  eine  Berührung  der  Ordnung  n— ^1  herbeifiihren.  Die 
Kurven  selbst  haben  alsdann  eine  Berührung  von  der  Ordnung 
n  —  1.  Ist  die  Zahl  der  Parameter  2n  +  1,  so  bleibt  einer 
unter  ihnen  unbestimmt.  Man  kann  also  über  denselben  derart 
verfügen,  dass  er  noch  einer  neuen  Bedingung  genügt;  aber 
er  genügt  im  allgemeinen  nicht,  um  die  Ordnung  der  Be- 
rührung um  eine  Einheit  zu  erhöhen. 


Der  oskulierende  Kreis  in  einem  Punkte  einer  Baum- 
kurve und  seine  Identität  mit  dem  Krttmmungskreis. 

304.  Die  Gleichungen  eines  Kreises  im  Raum  enthalten 
sechs  willkürliche  Grossen,  nämlich  die  Koordinaten  des  Mittel- 
punktes, den  Radius,  und  zwei  der  Winkel,  welche  die  Axe 
des  Kreises  mit  den  Koordinatenaxen  bildet.  Es  ist  also  hier 
2n  «»  6,  n  —  1  —  2.  Also  ist  die  Berührung  einer  Kurve  mit 
dem  sie  oskulierenden  Kreise  von  zweiter  Ordnung.  Im  §  282 
wurde  gezeigt,  dass  die  Projektionen  einer  Kurve  und  ihres 
Krümmungskreises  auf  eine  beliebige  Ebene  eine  Berührung 
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zweiter  Ordnung  besitzen;  folglich  haben  auch  die  beiden 
Kurven  dieselbe  Berührung,  der  oskulierende  Kreis  ist  also 
der  Krümmungskreis. 


Die  Berührung  yon  Flächen. 

305.  Wir  betrachten  zwei  Flächen,  die  durch  einen  Punkt 
M  gehen  und  dort  die  ^nämliche  Tangentenebene  besitzen. 
Durch  die  gemeinsame  Normale  GH  legen  wir  eine  Ebene, 
welche  die  Flächen  in  den  Kurven 
MM\  MM\  schneidet,  die  im 
Punkte  M  die  nämliche  Tangente 
MT  haben.  Die  Ordnung  n  der 
Berührung  dieser  Kurven  kann  mit 
der  Normalebene  GHT  variieren. 
Wenn  nun  für  alle  Normalebenen 
die  Ordnung  der  Berührung  der 
Schnittkurven  niemals  kleiner  ist 
als  n,  und  auch  nicht  in  allen  Normalebenen  grösser  ist  als  n, 
so  sagt  man,  dass  die  beiden  Flächen  eine  Berührung  n^' 
Ordnung  haben. 

Es  sei  die  z-kxe  parallel  zur  Normalen  GH,  die  beiden 
anderen  Axen  sind  alsdann  parallel  zur  Tangentenebene;  be- 
zeichnet man  mit  x  und  y  die  Koordinaten  des  Punktes  M^ 
mit  z  und  sf  die  Ordinalen  der .  Flächen,  die  den  Abscissen 
X  +  Lx  ««  a;  +  p  cos  ö,    y  +  Ay  «  y  +  p  sin  cd 

entsprechen,  so  ist  die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung 
fSr  die  Berührung  n^'  Ordnung,  dass  die  Differenz 

mindestens  unendlich  klein  von  der  Ordnung  n  +  1  wird  im 
Verhältnis  zu  p,  welches  auch  der  Wert  des  Winkels  co  sein 
mag.  Sind  aber  z  und  s!  die  Werte  von  Z  und  Z\  welche 
dem  Werte  p  «-  0  entsprechen,  so  hat  man: 

Z  «  ^  +  dir  + 1  d»^  +  . . .  1  d-jEf  +  B„+i, 

2s  7»! 

a  91! 
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Die  Bedingungen  der  Berührung  n^^  Ordnung  sind  also: 

und  die  Werte  von  dx  und  dy  sind  hier  q  cos  a>  und  q  sin  cd. 
Da  aber  diese  Bedingungen  unabhängig  vom  Werte  ci 
stattfinden  sollen,  so  erkennt  man,  dass  die  für  die  Berührung 
n*®'  Ordnung  notwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  darin 
bestehen,  dass  für  den  Punkt  M  Hie  Ordinaten  e  der  beiden 
Flächen,  sowie  sämtliche  partielle  Ableitungen,  bis  einschliess- 
lich derer  n^  Ordnung,  einander  bezüglich  gleich  sind.  Die 
Anzahl  dieser  Bedingungsgleichungen  ist 

(n  +  1)  (n  +  2) 
2 
Dieser  Schluss  gilt  unabhängig  von  dem  Koordinaten- 
systeme, auf  welches  die  Flächen  bezogen  sind.  Denn,  wenn 
man  eine  Transformation  des  Eoordinatensystemes  ausführt, 
so  stellt  sich  bei  jeder  Fläche  jede  partielle  Ableitung  ft^^ 
Ordnung  der  neuen  Ordinate  0  in  Bezug  auf  die  neuen  Ab- 
scissen  durch  eine  Funktion  dar,  welche  die  partiellen  Ab- 
leitungen der  ursprünglichen  Grösse  z  in  Bezug  auf  die  alten 
Abscissen,  bis  zur  ft*^  Ordnung  inklusive,  enthält.  Mithin 
bleiben  die  Gleichungen  zwischen  den  partiellen  Ableitungen 
auch  in  Bezug  auf  das  neue  System  bestehen.  Man  muss 
nur  beachten,  dass  wenn  die  x^-Axe  des  neuen  Systemes 
parallel  der  Tangentenebene  wird,  die  partiellen  Ableitui^en 
erster  Ordnung  unendlich  und  daher  die  Formeln  illusorisch 
werden. 

806.  Wenn  man  eine  bestimmte  Fläche  und  ausserdem 
ein  Flächensystem  betrachtet,  in  dessen  Gleichung  Ic  willkür- 
liche Grossen  enthalten  sind,  so  kann  man  oshulierende  Fläche 
in  diesem  Systeme  diejenige  nennen,  welche  in  einem  ge- 
gebenen Punkte  der  gegebenen  Fläche  eine  Berührung  von 
möglichst  hoher  Ordnung  mit  der  letzteren  besitzt.  Doch 
führt  diese  Betrachtung  nicht  zu  einem  wesentlichen  Resultate. 
Die  oskulierende  Fläche,  wie  wir  sie  definiert  haben,  wird  mit 
der  gegebenen  eine  Berührung  besitzen,  deren  Ordnung  n  die 
gr'össte  ganze  Zahl  ist,  welche  der  Bedingung 
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in  +  l)p^^   oder  <lc 

genügt;  und  dabei  werden  meistens  in  der  Gleichung  der 
oskulierenden  Fläche  noch  willkürliche  Grossen  unbestimmt 
bleiben. 

Im  Falle  der  Ebene  hat  man  A; «  3  und  n  »  1 ;  die  oskulie- 
rende  Ebene  hat  eine  Berührung  erster  Ordnung  und  ist  nichts 
anderes  als  die  Tangentenebene.  Im  Falle  der  Kugel  hat  man 
k  —  4  und  n  —  1 ;  hier  bleibt  aber  eine  willkürliche  Grösse  un- 
benutzt, und  es  ist  ersichtlich,  dass  für  eine  Fläche  eine  be- 
stimmte oskulierende  Kugel  nicht  vorhanden  ist.* 


*  GeometriBche  Beweise  der  in  diesem  Kapitel  enthaltenen  Sätze 
findet  man  bei  Joachimsthal,  Anwendung  der  Differential-  und  In- 
tegralrechnung auf  die  allgemeine  Theorie  der  Flächen  und  der  Linien 
doppelter  Krümmung;  2.  Auflage  bearbeitet  von  Natani.    Leipzig  1881. 
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Formel  fKr  den  Erommungsradins  der  auf  einer 
gegebenen  Fläche  gelegenen  Enrye. 

307.    Wir  bezeichnen  mit  x,  y^  e  die  rechtwinkligen  Ko- 
ordinaten der  gegebenen  Fläche  und  setzen: 

1)  dz^pdx  +  qdy    (p=g,2==|i), 

dp^rdx  +  sdy    (   ^^      _    ^^^    _    ^'^     t--—') 
^^  dq-^sdx  +  tdy    V  "  dx^'^~  dxdy  "  dydx'    ^  dyV 

Nimmt  man  x  und  y  als  unabhängige  Yariabele,  so  hat 
man  hiernach 

d^0  ==  r  dx^  +2sdxdy  +  t  dy*. 

Wir  betrachten  nun  eine  Kurre  AM,  die  auf  der  Fläche 
liegt;  M(Xy  y,  z)  sei  ein  Punkt  dieser  Kurve,  MT  die  Tan- 
gente in  Jf ,  MN  die  Hauptnormale ,  die  zugleich  Richtung 
des  Krümmungsradius  ist,  IK  die  Nor- 
male im  Punkte  M  der  Fläche.  Wir  be- 
zeichnen femer  mit  a,  ß,  y  die  Winkel, 
welche  die  Richtung  MT  der  Tangente 
mit  den  positiven  Koordinatenaxen  bildet; 
mit  %  ^,  X  die  Winkel,  welche  die  Rich- 
tung der  Hauptnormalen  MN  mit  den- 
selben Axen  bildet;  mit  R  den  Krümmungsradius  der  Kurve 
im  Punkte  M,  mit  ö  die  totale  Krümmung  des  Bogens  AMj 
gemessen  von  einem  beliebigen  Anfangspunkte  A.  Dann  ist 
d6  der  Kontingenzwinkel  und  Rdö  bezeichnet  das  Differential 
des  Bogens  AM.    Man  hat  also  (§§  260  und  263): 
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3)  dx'^  Rdöcosa^  dy  ^  Edaeosß,  dz^  Bda cosy 
und 

4)  rfcos«  «  rföcosg),  dcosß  ^  döcoBfy  dcosy^dacosx- 

Nun  haben  gemäss  der  Gleichung  1)  die  Winkel,  welche  mit 
den  positiven  Eoordinatenaxen  eine  der  beiden  Richtungen 
der  Normalen  IK  bildet,  die  Kosinus 


wobei  die  Wurzel  "/l  +jp*+  g*  mit  irgend  einem  Vorzeichen 
zu  nehmen  ist. 

Ist  dieses  Vorzeichen  willkürlich  fixiert,  so  ist  die  Rich- 
tung der  Normalen  dem  Sinne  nach  bestimmt;  es  sei  MK 
diese  Richtung.  Bezeichnen  wir  endlich  mit  0  den  zwischen 
0  und  n  enthaltenen  Winkel,  den  die  Richtungen  31 N  und 
MK  mit  einander  bilden,  so  ist 

ß      cos  y  —  ü  cos  <jp  —  o  cos  ilf 

cos  0  -= — ,        -J. = ^? 

yi+p^  +  q^ 

also  auf  Grund  der  Gleichungen  4) 

-V  ,  n       rfcosy  —  prf  cosa  —  ödcos/J 

5)  rfacosO  — ' f ■ ^. 

yi  +  p^  +  q^ 

Substituiert  man  in  die  Gleichungen  1)'  und  2)  die  Werte 
von  dXj  dy,  dz,  welche  aus  den  Gleichungen  3)  folgen,  so  er- 
hält man 

6)  cos  y  =  j)  cos  a  -f  g  cos  ß, 

und 

-V  J   dp '^  Rdö  (rcoaa  +  scosß), 

I  dq^  Rdö  (scosa  +  toosß). 

Die  DiflFerentiation  der  Gleichung  6)  giebt  ferner 

dcosy  —  (prfcosa  +  qdcosß)  +  (dp cos«  -f  dqcoaß)^ 

oder  nach  den  Gleichungen  7): 

8)     d  cos  y  —pdcoaa  —  gdcos/S  «  R  d(f  (r  cos*«  +  2s  cos«  cos  /J  +  tcos^ß). 

Die  Gleichung  5)  verwandelt  sich  also  in  die  folgende: 

9)  _R^_  Vl  +  p'  +  q' 

cos  6       r  cos*«  +  2s  cos  acosß  +  t  cos*/3 
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Sie  drückt  den  Erümmongsradius  der  Kurve  AM.  als 
Funktion  der  Grössen  aus^  die  sich  auf  die  Fläche  beziehen^ 
und  der  Winkel,  durch  welche  die  Richtung  der  Tangente 
und  der  Hauptnormale  der  Kurve  bestimmt  sind.  Der  Radius 
22  ist  eine  positive  Grösse;  das  Zeichen  cos0  wird  also  immer 
das  der  rechten  Seite  der  Gleichung  9). 

Anmerkung.    \%i  f{x^y^z)  ^(^  die  Gleichung  einer  Flftche 

und  konstruiert  man  in  einem  Punkte  x,  y^  e  die  Flücbennormale, 

so  kann  man  die  beiden  Richtungen  dieser  Normale  im  allgemeinen 

dadurch  unterscheiden,  dass  für  die  Punkte  auf  der  einen  Richtung 

die  Punktion  f{x^y^  z)  einen  positiven,  für  die  Punkte  der  anderen 

einen   negativen    Wert    erhält.     Denn    es    ist    die    Gleichung    der 

Normalen 

I  -  ^        ri  —  if        t—e 

dl    ^     df_    ^     df^    ' 

dx  dy  dz 

bezeichnet  man  also  die  Koordinaten  eines  auf  der  Normalen  ge- 
legenen Punktes  mit  ^  +  A,  y  +  k,  z  +  l,  so   bestehen  die  Rela- 

*'°°'"'  a/-       8f      ^f    ^Bf 

dx  dy         dx  dz 

und  es  wird: 

rt«+'.'+'.'+o-{4^*|+'|f)+|(»'|^+...) 

dx 

d.  h.  der  Wert  der  Funktion  Ondert  sein  Zeichen,  je  nach  dem 
Vorzeichen  von  h.    Ist  die  Gleichung  in  der  expliciten  Form  ge- 

8*^'""-  «-/•(x,y)-0, 

60  ist  X 

e  +  l-f(:x  +  h,y  +  k) [1+P^+q^]  +  ••• 

Demnach  kann  man  die  eine  Richtung  der  Normalen  und  dem- 
entsprechend die  eine  Fiftchenseite  als  die  positive,  die  andere  als 
die  negative  bezeichnen,  je  nach  dem  Vorzeichen  des  Wertes 
f(x  +  Ky  +  k,z  +  l). 

Betrachtet  man  diejenige  Richtung  der  Normalen,  die  nach 
der  positiven  Seite  verlftuft,  so  erhalten  die  Kosinus  der  Winkel, 
die  diese  Richtung  mit  den  positiven  Koordinatenaxen  bildet,  einen 
bestimmten  unzweideutigen  Wert,  und  demgemSss  muss  auch  das 
Vorzeichen  von  Vi  +  p^+q*  unzweideutig  bestimmt  sein. 
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Setzt  man 
cosa  — : — 1     cosp« »     cosy  — => 

±l/i+^M=7  ±>^TT?+5*  ±yi+i>H(2' 

wobei  das  Vorzeichen  anf  der  rechten  Seite  noch  fraglich  ist, 
«y  ß,  y  aber  die  fixierte  Bichtung  bezeichnen,  so  wird  die  Oleich- 
ung  der  Normalen: 

cos  a         cos  |3         cos  y 

und  bestimmt  man  auf  der  angenonflnenen  Richtung  der  Normalen 
den  Punkt  a;  +  Ä,  y  +  fe,  ;p  +  Z,  so  haben  in  der  Gleichung 

cosa        cos/S        cosy 
die  Verhältnisse  einen  positiven  Wert.     Es  wird  nun 

z-\'l  —  f{x-\-'h^  y  +  Ä;)  =  (Z  — Äj)  — Ä^)  +  ...  = (cosy— i?co8a-gco8|3) 

cos  Cf 

cos«  \+|/i-^^2+g2/      -  cosa 

Soll  also  der  Ausdruck  positiv  werden,  so  hat  man  der 
Quadratwurzel  das  positive  Zeichen  zu  geben;  mithin  ist  bewiesen: 
Oiebt  man  in  den  Gleichungen: 

—  p  —  Q 

cos  «  =  ^ )     cos  /3  — 


1 

cos  y  =  » 

der  Quadratwurzel  das  positive  Zeichen,  so  fixiert  man  damit  die- 
jenige Richtung  der  Normalen,  welche  in  jedem  Punkte  nach  der 
positiven  Flächenseite  gerichtet  ist,  das  heisst  nach  derjenigen,  für 
welche  die  Funktion  e  —  f{x,y)  positiv  wird. 

Dasselbe  findet  statt  bei  der  allgemeineren  Flächengleichung 
/"(^j  Vi  ^)  ■"  0,  wenn  man  setzt: 

dx  ^  ~dy 

C08«*= =: -f     COSp=»- 


y©M;öMI9'      ^©MfpMI-D" 


dg 

cosy  — 
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Einer  besonderen  Untersuchung  bedliifen  jedesmal  die  Punkte, 
m  denen  diese  partiellen  Ableitungen  sämtlich  gleich  0  sind,  oder 
p  und  q  unbestimmt  werden. 


Der  Satz  von  Meuiiier. 

308.  Betrachten  wir  jetzt  den  Normalsclinitt  der  Fläche, 
welcher  erhalten  wird^  wenn  man  dieselbe  durch  die  Ebene  der 
Linien  MT,  MK  schneidet.  Ist  Bq  der  Krümmungsradius 
im  Punkte  31  dieses  Schnittes,  so  wird  der  Winkel  0  hier  0 
oder  jr.     Die  Gleichung  9)  ergiebt 

A W+f+l' 

±1        rcos^a+  2s  cos«  cos/J  +  ^cos*/3 

und  folglich  ist: 

10)  .     2i-±JJoCOfie. 

Das  zweideutige  Zeichen  ±  kann  durch  Plus  oder  Minus 
ersetzt  werden,  je  nachdem  0  kleiner  oder  grosser  ist  als  ^« 

Die  Gleichung  10)  enthält  das  wichtige  Theorem  von 
Meunier,  welches  aussagt: 

Der  Kfümmungsradius  einer  beliebigen  auf  einer  Fläche 
gelegenen  Kurve  ist  in  jedem  Punkte;  gleich  dem  Produkte  aus  dem 
Krümmungsradius  desjenigen  Normalschnittes*  der  die  Tangente 
der  Kurve  enthält,  und  dem  Kosinus  des  Winkels^  den  diese 
Schnütebene  mit  der  Oskulationsebene  der  Kurve  bildet. 

Dieser  Satz  führt  unmittelbar  zu  der  bemerkenswerten 
Folgerung: 

Konstruiert  man  eine  Kugel,  deren  Mittelpunkt  der  Krüm- 
mungsmittdpunkt  eines  Normalschnittes  und  deren  Radius  der 
Krümmungsradius  desselben  ist,  so  schneiden  sämtliche  Ebenen, 
u)elche  man  durch  die  Tangente  dieses  Normalschnittes  hindurch- 
legt,  die  Kugel  in  Kreisen,  welche  die  Krümmungskreise  für 
sämtliche  durch  diese  Ebenen  gebildeten  schiefen  Schnitte  sind. 

Nach  dem  Theorem  von  Meunier  erfordert  also  die 
Untersuchung  der  Krümmung  der  verschiedenen  Kurven,  welche 
man  auf  einer  Fläche   durch  einen   gegebenen  Punkt  ziehen 
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kann,  und  die  eine  bestimmte  Richtung  und  eine  bestimmte 
Oskulationsebene  besitzen;  nur  die  Untersuchung  der  Krüm- 
mung der  Normalschnitte. 


Die  Krümmungsradien  der  Normalsehnitte  und  die 
beiden  Hauptsclinitte. 

309.  Wir  sahen ;  dass  der  Krümmungsradius  R  eines  Nor- 
malschnittes im  Punkte  M  einer  Fläche  durch  die  Gleichung 
gegeben  ist: 

1)  A  =.  yi+^'^+q' 

±1       r  cos-  a  +  2s  cos  a  cos  ß  +  t  cos*^ 

wobei  das  Zeichen  der  Quadratwurzel  willkürlich  gewählt 
werden  kann;  das  zweideutige  Zeichen  des  Nenners  auf  der 
linken  Seite  muss  dann  so  bestimmt  werden,  dass  R  einen 
positiven  Wert  erhält.  Dieser  Nenner  ±  1  ist  aber  der  Ko- 
sinus des  Winkels,  den  die  Richtung  MN  des  Radius  mit  der 
Richtung  MK  der  Flächennormalen  bildet,  welche  letztere 
durch  das  Vorzeichen  von  yi+  p^+  g*  fixiert  ist.  Dieser 
Winkel  ist  gleich  0  oder  ä,  folglich  muss  das  zweideutige 
Zeichen  ±  durch  Plus  ersetzt  werden,  wenn  der  Radius  R  nach 
31 K  gerichtet  ist,  und  durch  Minus,  wenn  die  Richtung  von  R 
der  Richtung  von  MK  entgegengesetzt  ist.  Setzt  man  also 
fest,  dass  der  Krümmungsradius  R  positiv  sein  soll  in  dem 
ersten  Falle  und  negativ  in  dem  zweiten,  so  hat  man  die  ein- 
heitliche Formel 


2)  R 


rcos*«  +  2s  cos«  cos/J  +  tcos^ß 


welche  die  Krümmungsradien  der  Normalschnitte  im  Punkte 
M  nach  Grosse  und  Richtung  bestimmt. 

Die  Krümmungsradien  der  verschiedenen  Normalschnitte 
in  einem  Flächenpunkte  sind  alle  auf  der  nämlichen  Geraden 
gelegen  und  werden  sämtlich  von  einem  gemeinsamen  An- 
fangspunkte an  gemessen.  Wir  befolgen  also  eine  allgemeine 
geometrische  Regel,  wenn  wir  diese  Radien  als  positiv  oder 
als  negativ  betrachten,  je  nachdem  sie  in  dem  einen  oder 
anderen  Sinne  gerichtet  sind. 
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310.  Der  Vergleich  aller  möglichen  Radien  in  einem 
Punkte  wird  sehr  erleichtert,  wenn  wir  den  Koordinaten -An- 
fangspunkt in  den  Punkt  M  der  Fläche  legen,  und  eine  der 
Axen,  z.  B.  die  z-Kne^  mit  der  Rich- 
tung MK  der  Normalen  zusammenfallen 
lassen.  Die  Axen  der  Koordinaten  x 
und  y  liegen  alsdann  in  der  Tangenten- 
ebene, und  man  hat 

femer 

cos  y  =^  0,     cos  /J  —  sin  a. 


Die  Wurzel  yi+p^  +  q^  reduziert  sich  auf  ±  1,  aber 
da  es  uns  freisteht,  das  Zeichen  zu  fixieren,  so  wählen  wir 
das  positive.  Die  Normale  ist  alsdann  nach  der  positiven 
Seite  der  Fläche  gerichtet. 

Demnach  wird  die  Gleichung  2): 

3)  jK  «- 1 — —=: : ,    ,   .   e    • 

r  cos*«  +  2s  cos asina+t  sm'a 

Der  Nenner  dieses  Ausdruckes  ist  gleich 

—R 1 o^  COS 2a  -h  ssin2a. 

Bestimmt  man  also  einen  Winkel  ^%  zwischen  0  und  % 
derart,  dass  . 

s  «  ^^  tang  2^0, 

so  wird  die  Gleichung  3): 

4)  -R 


^^+y^(^')'cos2(«-ao^ 
Die    Wurzel  1/  s^  +  ( -  9— )     1^**    das    Vorzeichen    des 

Y l 

Quotienten      a—  :  cos  2«^^. 

Man  erkennt  hieraus,  dass  der  Wert  von  "R  ein  Maximum 
oder  Minimum  wird  für  die  Werte 

cos2(a-ao)="=P  1? 
welche  ergiebt: 
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wenn  i  eine  ganze  Zahl  ist.  Da  aber  zwei  Werte  von  a,  die 
sich  um  ein  Vielfaches  von  sr  unterscheiden,  zu  dem  näm- 
lichen Normalschnitt  gehören,  so  reicht  es  aus,  die  beiden 
W^rte  ^ 

«««0  und  «-«0+  Y 

zu  betrachten,  welche  zwei  zu  einander  senkrechte  Normal- 
schnitte bestimmen.  Für  den  einen  derselben  ist  der  Krüm- 
mungsradius R  ein  Minimum,  für  den  andern  ein  Maximum. 
Diese  beiden  Normalschnitte  heissen  die  HauptschniUe  der 
Fläche  im  Punkte  M  und  ihre  Krümmungsradien  die  Hmipt- 
krümmungsrddien  der  Fläche  in  diesem  Punkte. 

Dies  erfordert  indessen,  dass  s  und  r  —  t  nicht  zugleich 
null  sind;  denn  wenn  s  «=  0  und  r  =  ^  ist,  so  ist  der  Winkel 
a^  nicht  mehr  bestimmt.  In  diesem  Falle  reduziert  sich  die 
Gleichung  3)  auf 

r 

und  hieraus  folgt,  dass  alle  Normalschnitte  der  Fläche  im 
Punkte  M  den  nämlichen  Krümmungsradius  haben.  Irgend 
zwei  zu  einander  rechtwinklige  Schnitte  können  als  ein  System 
von  Hauptschnitten  betrachtet  werden.  Die  Punkte  der  Fläche, 
welche  diese  Eigenschaft  haben,  heissen  Nabelpunkte  oder 
Funkte  ^härischer  Krümmwng. 

811.  Wir  können  noch  die  Diskussion  der  Gleichung  3) 
vereinfachen,  wenn  wir  als  Koordinatenebenen  zx  und  fsy  die 
Hauptschnitte  wählen,  deren  Existenz  wir  bewiesen  haben. 
Der  mit  a^  bezeichnete  Winkel  wird  dann  null  und  die  Gleich- 
ung, welche  zur  Definition  dieses  Winkels  diente,  giebt  dann 

5-0. 

Alsdann  wird  die  Gleichung  3) 

1 


oder 


rcos*a  +  rsm*a 


5)  "R*  "*  ^  cos*«  +  t  sin'a. 
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Sind  R^  und  B^  die  Erummungsradien  der  Hauptschnitte, 
welche  durch  die  jsx-  und  js^^- Ebene  gebildet  werden,  so  giebt 

die  Gleichung  5)  für  c  ==  0  und  «  ■«  ^- 

Folglich  wird  der  allgemeine  Ausdruck  für  -^;  die  Eulersche 
Gleichung: 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  ändert  sich  nicht,  wenn 

man  statt  a  den  Wert  %—  a  einsetzt;  man  hat  also  den  Satz: 

Zwei  Narmalschnitfe,  welche  gegen  einen  Hauptschnitt  in 

dem   einen   öder  andern    Sinne   gleich    geneigt   sind,    haben 

gleiche  und  gleich  gerichtete  Krümmungsradien. 

Bezeichnet  man  mit  iJ'  den  Wert,  der  aus  R  hervorgeht, 

wenn  man  a  um  -^  vermehrt,  so  hat  man 

^>  -E> "  %  '^'"  +  T,  '''''''' 

und  die  Gleichungen  7)  und  8)  ergeben: 

±^J     JL  .  i_ 

B'^  R''^  R,'^  R^' 
Die  halbe   Summe   der   Krümmungen  -^  und  ^5-   wird 

die   mittlere  Krümmung   der   Fläche   im  Punkte  M  genannt. 

Die  Gleichung  9)  liefert  also  den  Satz: 

Die  mittlere  Krümmung  eweier  gu  einander  senkrechten 
Normalschnitte  ist  in  einem  Flächenpunkte  konstant  und  gleich 
der  mittleren  Krümmung  der  Fläche  in  diesem  Punkte. 


l.  Wir  untersuchen  nun  die  Änderung  von  R^  wenn 
man  dem  Winkel  a  successive  alle  Werte  beilegt,  welche  den 
verschiedenen  Normalschnitten  entsprechen,  und  die  zwischen 
0  und  n  enthalten  sind. 
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Zuerst  nehmen  wir  an^  dass  die  beiden  Hauptkrümmungs- 
radien jß^  und  B2  von  gleichem  Zeichen  sind;  dabei  kann 
man  voraussetzen,  dass  sie  positiv  sind,  denn  um  ihr  Zeichen 
zu  ändern,  genügt  es,  die  Richtung  der  positiven  z-Axe  zu 
ändern.     Femer  sei 

Die  Gleichung  7)  kann  in  der  Form  geschrieben  werden: 
1  1        /l  \\    .  , 

Man  erkennt,  dass  R  wächst  von  B^  bis  B^y  während  a 
von  0  bis  -^  wächst,  und  dass  es  dann  abnimmt  von  B^  bis 

J?i,   während  a  von  —   bis  %  wächst     Die  Fläche  ist  in  der 

Umgebung  des  Berührungspunktes  ganz  auf  der  nämlichen 
Seite  der  Tangentenebene  gelegen,  denn  sämtliche  Normal- 
schnitte sind  nach  derselben  Seite  gekrümmt« 

Nehmen  wir  zweitens  an,  dass  B^  und  B^  von  entgegen- 
gesetztem Zeichen  sind;  es  sei  B^  positiv  und  es  werde 

gesetzt,  wobei  a^  ein  Winkel  zwischen  0  und  -^  ist;  die 
Gleichung  7)  wird  nun 

Lässt  man  a  von  0  bis  u^  wachsen,  so  wächst  B  von  jß^ 
bis  CO    und   ändert,   indem   es   durch   den    unendlichen   Wert 

geht,  sein  Zeichen;  wächst  a  weiter  von  «^^  bis  ^r^j  so  wächst 

7C 

B  ebenfalls  von  —  00  bis  —  B^  tang^o^  —  B^.    Wenn  «  von  -5 

bis  «  —  «0  wächst,  so  nimmt  -R  ab  von  iZg  bis  —  00  und 
ändert  wiederum  sein  Zeichen  beim  Durchgang  durch  den 
unendlichen  Wert.  Endlich  wenn  a  von  n  —  a^  bis  %  wächst, 
so  nimmt  B  ab  von  +  oo  bis  B^.  In  diesem  Falle  liegen 
die  zum  betrachteten  Punkte  benachbarten  Punkte  teils  auf 
der  einen,  teils  auf  der  andern  Seite  der  Tangentenebene« 
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Fig.  62. 


Andere  Darstellung  der  yorigen  Resultate. 
Die  Indikatrix. 

Die  Yorstehenden,  von  Euler  zuerst  aufgestellten 
Sätze  gewinnen  eine  sehr  anschauliche  Form  durch  die  Be- 
trachtungsweisen, welche  Charles  Dupin  gegeben  hat.  Diese 
elegante  Methode  wollen  wir  nun  auseinander  setzen. 

Wir  betrachten   eine  Fläche  und   beziehen  dieselbe  wie 
vorhin  auf  drei  rechtwinklige,   durch  den  Punkt  M  gelegte 

Axen,  von  denen  die  eine,  MZj 
mit  der  Normalen  zusammenfallt, 
die  beiden  anderen,  Mx  und  My 
in  der  Tangentenebene  liegen. 
Es  sei  JfJf'  ein  Schnitt  der 
Fläche  mit  der  Ebene  zMT, 
dessen  Spur  auf  der  :ry- Ebene 
mit  der  a:-Axe  den  Winkel  a 
bildet.  Wir  verbinden  den  Punkt 
M  mit  einem  unendlich  benach- 
barten Punkte  Jf '  der  Kurve  MM^ 
und  legen  durch  den  Punkt  Jf ' 
in  der  Ebene  eMT  die  Geraden 
M^O  und  M^K  senkrecht  zu  Me 
und  MM^  bezöglick  0  und  K 
seien  die  Punkte,  in  denen  die- 
selben die  Normale  Mb  schnei- 
den. Der  Kreis,  welcher  dem 
rechtwinkligen  Dreiecke  MWK  umschrieben  ist,  hat  seinen 
Mittelpunkt  auf  der  Normalen  Uz,  und  folglich  ist  (§  217) 
der  Krümmungskreis  der  Kurve  MM.^  im  Punkte  M  seine 
Grenze,  wenn  W  sich  dem  Punkte  M  unendlich  nähert. 
Der  Durchmesser  dieses  Kreises  ist  aber 


JfJT«  JfO  +  0^- JlfO  + 


MO 


bezeichnet  man  also  den  Krümmungsradius  des  Normalschnittes 
MM'  im  Punkte  M  mit  22,  so  ist 

-^^2^'"^  MO' 
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Legt  man  durch  den  Punkt  M^  eine  Ebene  parallel  zur 
Tangentenebene  xy^  so  bestimmt  man  damit  auf  der  Fläche 
eine  bestimmte  Kurve  /,  welche  durch  den  Punkt  Jlf  geht; 
JM'O  wird  der  Radiusvektor  u  des  Punktes  M\  und  die  Gleich- 
ung der  Ebene  der  Kurve  /ist  je?  «  MO.  Man  kann  dem- 
nach die  vorige  Formel  folgendermassen  schreiben: 

1)  B-^Xlim—, 

sie  giebt  den  Krümmungsradius  nach  Gr&sse  und  Richtung. 

Bezeichnen  wir  nun  mit  A  eine  willkürliche  Grrösse  von 
gleichem  Zeichen  wie  z^  und  mit  q  eine  bestimmte  Länge,  so 
jedoch,  dass  das  Verhältnis  der  unendlich  kleinen  Grössen 

M*        z 

~^'     h 

die  Einheit  zur  Grenze  hat.  Die  Länge  q,  welche  derart  fixiert 
ist,  tragen  wir  vom  Punkte  M  an  auf  der  Linie  MT  ab,  der 
Spur  des  Normalschnittes  MM^]  es  sei  Mp  »  q.  Jeder  Normal- 
schnitt  liefert  solch  einen  Punkt  p^  ja  zwei  Punkte  p^  welche 
symmetrisch  zum  Anfangspunkt  M  b'egen.  Der  geometrische 
Ort  aller  dieser  Punkte  p  ist  eine  Kurve  afcp,  die  in  der 
a:v -Ebene  liegt^  und  welche  Dupin  die  Indikatrix  genannt 
hat.  Dieser  Name  ist  durch  die  Eigenschaft,  welche  diese 
Kurve   besitzt,   gerechtfertigt     Denn   da   das  Verhältnis   der 

ti*  z 

unendlich  kleinen  Grössen  — «  und  -=-  zur  Grenze  die  Einheit 

Q^  h 

hat,  so  giebt  die  Gleichung  1): 

d.  h.  die  Krümmungsradien  der  verschiedenen  Normalschnitte  sind 
proportional  den  Quadraten  der  Badienvektoren  der  Indikatrix, 
welche  mit  den  Spuren  jener  Schnitte  in  der  Tangentenebene  zur 
sammenfallen. 

Da  die  unendlich  kleine  Grösse  z  konstant  ist  bei 
dem  Übergange  von  einem  Normalschnitt  zum  andern,  so 
ist   auch   das  Verhältnis   des   Radiusvektor  u  der   variabelen 

S  e  r  r  e  t ,  Differenti»!  -  und  Integral  -  Bechnong.  1.  Bd.  28 
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Kurve  /  zum  Radiusvektor  p  der  Indikatrix  konstant^  wenn 
man  die  Grossen  vernachlässigt,  welche  im  Verhältnis  zu  u 
unendlich  klein  werden.  Man  kann  also  sagen,  dass  die  In- 
dikatrix ähnlich  ist  der  Kurve  auf  der  Fläche,  welche  von  einer 
Ebene  aus  geschnitten  wird,  die  parallel  der  Tangentend^enc  ist 
und  dieser  unendlich  benachbart  wird. 

Liegt  die  Fläche  ganz  auf  der  einen  Seite  der  Tangenten- 
ebene in  der  Umgebuug  des  Punktes  M,  so  giebt  die  In- 
dikatrix, welche  in  der  angegebenen  Weise  konstruiert  ist^  die 
Krümmungsradien  aller  Normalschnitte.  Wenn  aber  der  andere 
Fall  vorliegt,  so  kann  die  Gleichung  1)  nicht  alle  Radien 
liefern,  ausser  wenn  man  der  unendlich  kleinen  Grösse  z  so- 
wohl positive  wie  negative  Werte  beilegt  Man  muss  alsdann 
der  Grösse  h  das  doppelte  Zeichen  ±  geben.  Die  auf  diese 
Weise  gebildete  Indikatrix  ist  aus  zwei  verschiedenen  Kurven 
zusammengesetzt,  und  giebt  dann,  wie  im  vorigen  Falle,  die 
Krümmungsradien  aller  Normalschnitte. 

814.  Wir  suchen  nun  die  Gleichung  der  Indikatrix.  In- 
dem die  Koordinaten  x^  y^  g  rechtwinklig  sind,  setzen  wir  wie 
üblich 

d»  ^pdx  +  qdy^    dp  —  rdx  +  sdy^    dq^  sdx  +  tdy^ 

und  da  die  Grössen  e^  jp,  q  im  Punkte  M  null  sind,  so  hat 
man  für  einen  Punkt  M^  der  Fläche 

f^-\{rx'+^sxy+ty^)  +  B^. 

In  dieser  Gleichung  sind  r,  s,  t  die  Werte,  welche  dem 
Punkte  M  angehören,  und  JSg  bezeichnet  den  Rest  der  Mac- 
Laurinschen  Entwickelung.  Die  vorstehende  Gleichung  ist 
die  Gleichung  der  Fläche,  und  wenn  man 

a:  —  u  cos  «;    y  «=  u  sin  a 

wählt,  so  erhält  man,  bei  bestimmtem  Werte  von  a,  die  Gleich- 
ung des  Schnittes  MM^  zwischen  den  Koordinaten  e  und  u. 
Führt  man  diese  Substitution  aus  und  dividiert  mit  u',  so  folgt: 

e        \  IL 

— *  —  (r  cos*  a  +  2s  sin  a  cos  a  +  <  sin*  «)  -f  -r^- 
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Dies  ist  die  Gleichung  fQr  das  Verhältnis  der  unendlich 

kleinen  Grossen  z  und  v?.  Da  dieses  Verhältnis  die  Grenze 
h  TL. 

—5-  hat,  und  ^-  unendlich  klein  wird,  so  wird: 

3)  "T  ""  9^  (^  ^^^*  a  +  2s  sin  a  cos  a  +  ^  sin*  a). 

Dies  ist  die  Gleichung  der  Indikatrix  zwischen  den  Polar- 
koordinaten Q  und  a.  Um  zu  rechtwinkligen  Koordinaten 
zurückzukehren,  hat  man  zu  setzen 

Q  COS a  —  a:,     Q  sina  ^  ify 

und  die  Gleichung  3)  wird: 

4)  rx^+2sxy  +  ty^'^2h 

h  ist,  wie  wir  wiederholen^  eine  willkürliche  Länge^  der  man 
das  doppelte  Zeichen  ±  geben  muss. 

Ist  nun  r^  —  5*>  0,  so  muss  man,  um  eine  reelle  Kurve 
zu  erhalten,  h  dasselbe  Zeichen  geben,  welches  die  Ableitungen 
r  und  t  besitzen;  die  Indikatrix  ist  also  eine  Ellipse;  man 
nennt  die  Fläche  in  solch  einem  Punkte  elliptisch  oder  positiv 
gekrümmt, 

Ist  rt  —  s^^O^  so  muss  man  ebenfalls  h  das  Zeichen  der 
Ableitungen  r  und  t  beilegen;  die  Indikatrix  besteht  in  diesem 
Falle  aus  zwei  parallelen  Geraden^  die  in  gleichen  Abständen 
vom  Punkte  M  verlaufen.  Die  Fläche  heisst  in  diesem  Punkte 
parabolisch  gekrümmt. 

Ist  endlich  rt--  s^KO,  so  muss  man  der  Grosse  h  so- 
wohl das  positive,  wie  das  negative  Zeichen  beilegen.  Die 
Indikatrix  besteht  aus  zwei  konjugierten  Hyperbeln  ^  welche  die 
nämlichen  Asymptoten  besitzen,  und  bei  denen  die  transversale 
Axe  der  einen  die  nicht  transversale  für  die  andere  ist.  Die 
Fläche  heisst  in  dem  Punkte  hyperbolisch  oder  negoMv  gekrümmt. 

Die  Gleichung  2),  welche  den  Wert  des  Krümmungsradius 
angiebt,  wird  gemäss  der  Gleichung  3) 

5)  R  ^    s r— jr ; ,     .     . "J 

^  r  cos*  a  +  2s  COB  a  am  a  +  t  sm  a 

und  das  ist  dieselbe  Gleichung^  die  wir  im  §  310  auf  ganz 
anderem  Wege  erhalten  haben. 
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315.  Da  die  Erümmungsradien  der  Normalsclinitte  in 
einem  Flächenpunkte  proportional  sind  den  Quadraten  der 
Badienyektoren  der  Indikatrix^  so  entspricht  einer  jeden 
E^enschaft  dieser  Radien  auch  eine  analoge  der  Krümmungs- 
radien. 

So  hat  in  einer  Ellipse  der  aus  dem  Mittelpunkt  ge- 
zogene Radius  ein  Maximum  und  ein  Minimum,  und  die 
Richtungen  dieser  beiden  sind  zu  einander  senkrecht.  Also 
existieren  im  Falle,  dass  rt  —  ä*>  0,  zwei  Normalschnitte  der 
Fläche  senkrecht  zu  einander,  derart,  dass  der  Krümmungs- 
radius der  einen  am  grossten^  der  anderen  am  kleinsten  ist. 
Dies  sind  die  Schnitte,  welche  wir  die  Hauptschnitte  genannt 
haben.  Einer  der  Ejrümmungsradien  wird  unendlich^  wenn 
r^  --  5^ "»  0  ist;  wobei  die  elliptische  Indikatrix  in  zwei  parallele 
Gerade  ausartet.  Endlich  besteht  auch  die  nämliche  Eigen- 
schaft, wenn  die  Indikatrix  aus  zwei  Hyperbeln  gebildet  wird. 
In  diesem  Systeme  hat  das  Quadrat  des  Radiusvektor  zwei 
Minima;  welche  den  beiden  zu  einander  senkrechten  trans- 
versalen Axen  der  Hyperbeln  zugehoren.  Da  aber  von  diesen 
beiden  Radien  der  eine  einem  positiven,  der  andere  einem 
negativen  Krümmungsradius  entspricht,  so  sieht  man,  dass 
auch  hier;  wie  im  Falle  der  Ellipse,  ein  Maximum  und  ein 
Minimum  stattfindet,  und  dass  die  entsprechenden  Schnitte 
senkrecht  zu  einander  sind. 

Bei  der  elliptischen  Indikatrix  ist  die  Summe  der  inversen 
Quadrate  zweier  senkrechter  Radien  konstant;  dasselbe  findet 
statt  bei  der  hyperbolischen  Indikatrix ;  wenn  man  die  Diffe- 
renz statt  der  Summe  einführt.  Hieraus  folgt;  indem  man 
die  Vorzeichen  der  Krümmungsradien  beachtet;  dass  die  Summe 
der  Krümmungen  zweier .  zu  einander  senkrechter  Normal- 
schnitte konstant  und  gleich  der  Summe  der  Hauptkrüm- 
mungen ist    Dies  wurde  auch  schon  im  §  311  bewiesen. 

Zwei  Radien vekt-oren  der  Indikatrix,  die  gegen  eine  Haupt- 
axe  gleich  geneigt  sind  in  verschiedenem  Sinne,  sind  unter 
einander  gleich.  Hieraus  schliesst  maU;  dass  zwei  Normal- 
schnitte; die  gegen  einen  Hauptschnitt  gleich  geneigt  siud| 
auch  gleiche  Krümmung  haben. 
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Endlich  erkennt  man,  dass  die  Punkte  der  Fläche,  welche 
wir  Nahelpunkte  genannt  haben^  diejenigen  sind,  für  welche 
die  Indik^trix  ein  Kreis  ist.  Denn  alsdann  haben  alle  Normal- 
schnitte die  gleiche  Krümmung.  Bei  den  Flächen  zweiter 
Ordnung  sind  alle  Schnitte,  die  durch  parallele  Ebenen  be- 
stimmt werden,  ähnliche  Kurven;  demnach  ist  die  Indikatriz 
in  jedem  Punkte  irgend  eine  der  Kurven,  welche  durch  eine 
zur  Tangentenebene  parallele  Ebene  ausgeschnitten  wird.  Die 
Nabelpunkte  der  Flächen  zweiter  Ordnung  sind  also  die  Punkte, 
in  denen  die  Tangentenebene  parallel  zu  einer  der  Ebenen 
ist,  welche  die  Fläche  in  einem  Kreise  schneiden. 


Ein  Fall^  in  dem  die  allgemeine  Theorie  ungültig  ist. 

316.  Das  bemerkenswerte  Gesetz,  nach  welchem  die 
Krümmung  der  Normalschnitte  in  einem  Flächenpunkte  sich 
ändert,  setzt  das  Vorhandensein  einer  Tangentenebene  in 
diesem  Punkte  voraus,  und  erfordert  ausserdem,  dass  die 
partiellen  Ableitungen  r,  5,  Mn  diesem  Punkte  bestimmte 
Werte  haben,  für  welche  der  Satz  vom  totalen  Differentiale 

dp  —  rdx  +  sdy,    dq  «-  sdx  +  tdy 

gültig  ist.  Letzteres  ist  insbesondere  dann  der  Fall,  wenn 
die  Grössen  r,  s,  ^  in  der  Dmgebimg  des  betrachteten 
Punktes  stetige  Funktionen  der  unabhängigen  Yariabelen  sind. 
Wenn  diese  Bedingungen  nicht  erfüllt  sind,  so  gilt  unsere 
Untersuchung  nicht  mehr,  und  das  Gesetz,  nach  welchem 
sich  die  Krümmungen  der  Normalschnitte  ändern,  kann  von 
dem  für  den  regulären  Fall  gefundenen  durchaus  verschieden 
sein.    Dies  soll  durch  ein  Beispiel  gezeigt  werden. 

Wir  betrachten  die  Fläche,  welche  in  rechtwinkligen  Ko- 
ordinaten durch  die  Gleichung 

dargestellt  ist,  wobei  f  eine  gegebene  Funktion  isi   Setzt  man 
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X  '^  Q  COS  er,    y  —  p  sin  a, 
so  wird 

und  dies  ist  die  Qleichnng  eines  Schnittes^  der  auf  der  Fläche 
durch  die  Ebene  y  ^  x  tang  a  gebildet  wird;  g  und  q  sind  also 
die  Koordinaten.  Dieser  Schnitt  ist  eine  Parabel,  deren  Tan- 
gente im  Eoordinatenanfangspunkt  in  der  :ry-Ebene  liegt 
Für  diesen  Anfangspunkt  wollen  wir  den  allgemeinen  Aus- 
druck der  Krümmungsradien  bestimmen.  Gemäss  der  Gleich- 
ung 1)  ist  0  eine  homogene  Funktion  zweiten  Grades  in  x 
und  y;  also  ist  nach  dem  Theorem  ftlr  homogene  Funktionen 
(§  136): 

ra^+2sxy  +  ty*'-      ^^ 


Kf) 


Ersetzt  man  x  und  y  durch  p  cosa  und  p  sina,  dividiert 
man  durch  q*  und  lässt  q  nach  null  konvergieren,  so  wird 

r  cos*  a  -f-  2«  cos  «  sin  a  +  ^  sin*  «  —  ^r/z r ; 

^  /^(tanga)' 

r,  s,  t  haben  in  dieser  Gleichung  die  Werte,  welche  dem  Ko- 
ordinatenan£emgspunkt  entsprechen,  und  a  ist  der  Winkel,  den 
die  Tangente  des  Normalschnittes  mit  der  x-Axe  bildet.  Der 
Ausdruck  für  den  Krümmungsradius  (§  310)  wird  also 

B"/-(tanga) 

und  das  Gesetz  seiner  Änderung  ist  also  ebenso  willkürlich 
wie  die  Funktion  f.  Also  hat  derselbe  auch  nicht  mehr,  wie 
im  regulären  Falle  ein  einziges  Maximum  und  ein  einziges 
Minimum,  die  senkrecht  zu  einander  sind. 

Die  allgemeine  Theorie  ist  in  dem  vorliegenden  Falle 
deshalb  nicht  anwendbar,  weil  für  o; ««  0,  y  »  0  die  partiellen 
Ableitungen  r,  s,  t  imbestimmt  werden.  Ihre  Werte  hängen 
vielmehr  von   der   Grenze  ab,  nach   welcher   das  Verhältnis 

^  konvergiert;  während  x  und  y  null  werden. 
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Die  Einhfillende  der  Tangentenebenen  einer  Fläche  in 
den  yerschiedenen  Punkten  einer  Knrye.  Konjugierte 
Tangenten.    Differentialgletelinng  der  Uanpttangenten- 

knrren. 

317.  Es  werde  eine  Kurve  betrachtet,  die  auf  einer  ge- 
gebenen Fläche  verläuft.  Die  *Tangentenebene  der  Fläche  in 
einem  Kuryenpunkte  hat  die  Gleichung  {x^  y,  z) 

1)  t-^-l>(6-a;)  +  j(i?-y). 

Ihre  Einhüllende  ist  eine  developpabele  Fläche;  dieselbe  ist 
bestimmt  durch  die  Gleichung  1)  zusammen  mit  der  Gleichung, 
welche  aus  der  Difierentiation  nach  der  unabhängigen  Yaria- 
belen,  von  der  auf  der  gegebenen  Kurve  die  Grössen  x^  y,  jer,  p,  q 
abhängen;  hervorgeht  Da  dsi  ^pdx  +  qdy^  so  ergiebt  diese 
Differentiation 

2)  (i-x)dp  +  (ri-y)dq^O. 

Um  die  Rückkehrknrve  der  developpabelen  Fläche  zu 
erbalten,  muss  man  die  Gleichung  2)  nochmals  differentiieren; 
dies  ergiebt 

3)  (i-x)d^p  +  {n-y)d*q-(dxdp  +  dydq)'^0. 

Die  Gleichungen  1)^  2),  3)  sind  enthalten  in  der  Formel: 

^.     i  —  x  ^ _  i?-y t  —  z       ^   dpdx  +  dqdy  ^ 

^       dq    ^        dq    '^  pdq  — qdp^  dqd^p  —  dpd^q 

Die  Werte  von  S;  ^;  S)  welche  aus  diesen  Gleichungen 
folgen,  sind  die  Koordinaten  des  Punktes  der  Bückkehrkurve, 
welcher  dem  Punkt  x^y^  0  entspricht.  Die  Gleichungen, 
welche  zwischen  den  ersten  drei  Yerbältnissen  in  der  Formel  4) 
bestehen,  sind  äquivalent  den  Gleichungen  1)  und  2);  sie  be- 
stimmen die  Erzeugende  oder  Charakteristik  der  developpabelen 
Fläche.  Diese  Charakteristik  und  die  Tangente  an  die  Kurve 
im  Punkte  (x^y^z)  heissen  nach  Dnpin  konjugierte  Tangenten 
der  Fläche. 

Bezeichnet  man  mit  a,  ß,  y  die  Winkel,  welche  die  Tan- 
gente der  Kurve  mit  den  Koordinaten  bildet,  und  mit  a',  ß\  y^ 
die  Winkel,  welche  die  konjugierte  Tangente  bildet,  so  sind 


Digitized  by 


Google 


5) 


440  Zehntes  Kapitel.    §  817. 

die  Kosinus  der  ersten  proportional  tu  dx^  dy^  dB^  die  Eosinns 
der  anderen  proportional  zu  dq^  —  dpy  pdq^  Q^Pi  gemäss  der 
Formel  4),    oder    nach    der  gewöhnlichen   Bezeichnung   pro- 
portional zu 
sdx  +  tdyj    —  (rdx  +  srfy),    {ps  —  qr)  da;  +  (p^  —  qs)  dy. 
Man  hat  also: 
cosa'  cos/S'      '  cosy' 


scosa  +  ^co8/3     —  (rcosa  +  scos^)     (ps— gr)cosa  +  Q)^  — gs)cos^ 

Dies  sind  die  Relationen^  welche  zwischen  den  Kosinus  zweier 
konjugierter  Tangenten  einer  Fläche  bestehen. 

Verlegt  man  den  Koordinatenan&ngspunkt  in  einen  Punkt 
der  Fläche  und  macht  man  die  Tangentenebene  zur  Ebene  x^  y, 
die  Ebenen  der  beiden  Hanptnormalschnitte  zur  bx-  und 
jify- Ebene,  so  wird: 

jP  —  0,    3  —  0,    s  —  0, 

cosy=«0,     cos/3"»sina^ 

cos  y'  —  0,    cos  /3 '—  sin  a', 

und  die  Gleichung  5)  ergiebt: 

6)  tanga  tanga'«  — -• 

t 

Diese  Gleichung  drückt  folgende  Eigenschaft  aus: 

Irgend  zwei  konjugierte  Tangenten  sind  parallel  zweien 
konjugierten  Durchnessern  der  Indikatrix. 

Und  hieraus  folgt: 

Die  algebraische  Summe  der  Krümmungsradien  zweier 
Normalschnüte ,  weiche  zweien  konjugierten  Tangenten  ent- 
sprechen, ist  konstant. 

Denn  die  Krümmungsradien  sind  proportional  den  Qua- 
draten der  Durchmesser  der  Indikatrix ,  und  diese  Quadrate 
haben  eine  konstante  Summe  oder  Differenz. 

Den  Zusammenhang  zwischen  zwei  konjugierten  Durchmessern 
kann  man  auch  in  dem  Satze  aussprechen:  Geht  man  von  einem 
Flächcnpunkie  in  einer  bestimmten  Tangentenrichtung  weiter,  so  be- 
ginnt die  Tangentenebene  sich  um  die  kof^giette  Tangente  zu  drehen. 
Denn  es  ist  die  konjugierte  Tangentenrichtung  die  Schnittlinie 
zweier  benachbarter  Tangentenebenen. 
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Ans  der  Gleichung  5),  die  man  in  der  Form  schreiben  kann: 

r  cos  a  cos  et  +  s  (cos  a  cos  /5'  +  cos  a'  cos  ß)  +  t  cos  |S  cos  /3'  «■  0, 

sowie  aus  den  geometrischen  Eigenschaften  der  koi^jugierten 
Durchmesser  eines  Kegelschnittes  folgt:  In  jedem  Punkte  einer 
Fläche  giebt  es  zwei  Richtungen,  Yon  denen  jede  mit  sich  selbst 
konjugiert  ist;  dieselben  bestimmen  sich  aus  der  Gleichung 

7)  rcos*a  +  2«co8a  cos/S  +  <co8*/3  —  0 

und  entsprechen  den  Richtungen  der  Asymptoten  der  Indikatrix. 
Diese  beiden  Richtungen  heissen  die  HaupUatigenten  in  dem  Flächen- 
punkte; sie  sind  imaginär  im  Punkte  elliptischer  Krümmung, 
r^  —  5*  >  0,  und  reell  im  Punkte  hyperbolischer  Krümmung 
(rt  —  8*  <C  0.)  In  einem  Punkte  mit  parabolischer  Krümmung 
(f^  — ^^— 0)  bildet  die  eine  ausgezeichnete  Richtung  mit  der 
Krümmung  null  die  konjugierte  zu  jeder  andern  Richtung,  denn 

.    _-.      coso/  5C0Sa  +  ^C08jS  Vt       ,  -.         . 

es  wird  hier —,  — ; ^  «« ;=i  also  unabhängig 

cosp'  r  cos  a  +  5  cos  p  yr 

von  a,  und  diese  Richtung  ist  zugleich  die  Richtung  der  Haupttangente. 
Ersetzt   man   in   der    Gleichung  7)    die    Kosinus    durch    die 
ihnen  proportionalen  Werte  dx  und  dy,  so  folgt 

8)  rdx^+2sdxdy  +  tdy^--0, 

und  diese  Gleichung  giebt  die  beiden  Fortschreitungsrichtungen 
an,  die  in  einem  Flächenpunkte  mit  den  Richtungen  der  Haupt- 
tangenten zusammenfallen.  Zu  den  beiden  Werten  dxidy^  die 
aus  dieser  Gleichung  folgen,  erhält  man  den  zugehörigen  Wert 
dg  vermittelst  der  Gleichung  de  ^pdx  +  q  dy. 

Die  Fortschreitungsrichtungen  der  Haupttangenten  bilden  zu- 
sammen ein  System  von  Haupttangentenkurven  auf  der  Fläche; 
durch  jeden  Punkt  der  Fläche  gehen  zwei  Kurven  dieses  Systems, 
dieselben  sind  aber  nur  dann  reell,  wenn  die  Fläche  in  diesem 
Punkte  hypei bolisch  oder  parabolisch  gekrümmt  ist.  Wird  in  der 
Gleichung  8)  der  Wert  von  e  als  Funktion  der  unabhängigen  Va- 
riabelen  x  und  y  vermittelst  der  Flächengleichung  eingeführt,  so 
stellt  sie  die  Differentialgleichung  der  Projektionen  der  Haupttan- 
gentenkurven in  der  xt/ -Ebene  dar. 

Die  beiden  Haupttangenten  in  einem  Flächenpunkte  können 
auch  dadurch  definiert  werden,  dass  man  in  jedem  Punkte  die- 
jenigen Tangenten  bestimmt,  welche  daselbst  eine  Berührung  von 
mindestens  zweiter  Ordnung  mit  der  Fläche  besitzen,  oder  min- 
destens drei  benachbarte  Punkte  mit  der  Fläche  gemein  haben. 

Denn  isix,  y^e  ein  Flächenpunkt,  und  legt  man  von  demselben 
eine  Gerade,  welche  die  Winkel  cosa,  cos/3,  cos^  mit  den  positiven 
Koordinatenaxen  bildet,  so  wird,  wenn  diese  Gerade  die  Fläche  noch 
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in  einem  andern  Ponkte  schneidet,  dessen  Entfemtmg  von  dem  be- 
trachteten Punkte  gleich  q  ist,  die  Länge  q  der  Gleichung  genügen: 

f{x  +  QCOBa,  y  +  QCOBß,  z  +  q cosy)  —  0. 

Entwickelt  man  dieselbe  nach  Potenzen  von  q,  so  folgt,  weil 
f{x,y,z)=-0  ist: 

d*f  av  av  1    Q^ 

+  2^— T-cosa  C08/3  4-2:r— r-cos|Scosy  +  2^-^r-008ycosa   +-^^~Ö. 

dxdy  ^        dyde      ^       '        dzdx       '         J     3!   ^ 

Dabei  bedeutet  22^  den  Rest  der  Taylor  sehen  Butwickelung,  ge* 
bildet  mit  den  dritten  partiellen  Ableitungen  der  Funktion  f.  Dass 
dieser  Oleichung  der  Wert  (» » 0  genügt,  sagt  aus,  dass  der 
Punkt  x^y^z  auf  der  Fläche  angenommen  ist  Dividiert  man,  um 
die  andern  Lösungen  zu  bestimmen,  die  Oleichung  mit  ^,  so  folgt: 

f  R/*         df     ,  df      1   Q[d^f     ,        ^  av  .      1 

r-cosa  +  — cosß+T-cosy  +-   .— äCos*a4--2— -^cosacos/3+-- 

Ldx  dy       '^    dz       'J    2L8ir*  dxdy  '^        J 

Diese  Oleichung  wird  durch  den  Wert  p » 0  befriedigt,  falls 

10)  1^  cos«  +  1^  cos/S  +  1^  cosy  «  0. 

^  ox  oy  dz 

Diese  Bedingung  drückt  aus,  dass  die  angenommene  Rich- 
tung in  der  Tangentenebene  der  Fläche  liegt  und  liefert  den  Satz: 
Jede  Tangente  der  Fläche  schneidet  dieselbe  in  zwei  unendlich 
benachbarten  Punkten. 

Führen  wir  die  Bedingung  10)  ein,  so  erhält  die  Oleichung  9) 
nach  Division  mit  q  die  Form 

i[gcoB««  +  ...2^co8«oos^  +  ...]  +  |fl?,-0. 

Soll  nun  auch  diese  Oleichung  den  Wert  ^  »  0  ergeben,  so 
müssen  die  Bichtungskosinus  der  Tangente  auch  noch  der  Be- 
dingung genügen: 


11) 


av     ,      av     9      d^f     «         o^f 

_eos«a+— ,cos«^  +  ^,c08V  +  2-— cosacos^ 

a*/"  av 

+  2  ^    ^    cos ö  cos y  -f  2  r— r-  cosy  oosa  —  0, 
dydz       ^       '^         dzdx       ^ 


Digitized  by 


Google 


Karren  auf  den  Fl&chen.    Flächenfamilien.  443 

Denkt  man  sich  die  Oleichung  der  Flttche  in  der  expliciten 
Form  0  ^  <p  (Xy  y)  '^  0  gegeben,  so  erhalten  die  Oleichongen  10) 
und  11)  die  Form: 

^cosa  +  qcosß  —  cosy  ■«  0   nnd    rcos*a  +  25coBofC08/3  +  tcos*ß  «  0, 

wodurch    in    der    That   die    Richtungen    der    Haupttangenten   be« 
stimmt  sind. 


Dte  allgemeinen  Ausdrflcke  fKr  die  Hanptkrfimmungs- 

radien  in  einem  Flicbenpnnkte.  Das  Krfimmnngsmaass 

der  Flächen. 

318.  Die  allgemeine  Formel,  welche  Grösse  und  Richtung 
des  Krümmungsradius  eines  Normalschnittes  mit  den  Winkeln 
«,  /J,  y  bestimmt,  war  (§  309) 


1)       u. 


yi+p»+q* 


rco8*a  +  2sco8o  cos^  +  tcoB*ß. 


5) 


Die  Wahl  des  Vorzeichens  von  yi  +  p^+  q^  bestinunt 
dabei  die  Richtung  der  Normalen,  nach  welcher  die  Krüm- 
mungsradien positiv  sind.  Die  Kosinus  der  Winkel  cc^ß^y 
igenügen  den  Relationen: 

2)  cosy  ^p  cosa  +  q cos/S 
und 

3)  cos'a  +  oo8*/S  +  cos*  y  =»  1 , 

und  die  Elimination  von  co»y  giebt: 

4)  (1  +!>*)  C08*a  +  2pq  cos«  cos/S  +  (1  +  3*)  cos*/J  —  1. 

Wir  multiplizieren  den  Ausdruck  B  mit  der  linken 
Seite  dieser  Gleichung,  um  ihn  in  Bezug  auf  cosa  und  cos^ 
homogen  zu  machen;  die  Gleichung  1)  kann  dann  geschrieben 
werden: 

319.  Diese  Gleichung  liefert  uns  unmittelbar  die  Be- 
stimmung der  Nabelpunkte.     Denn  sie  lässt  den  Wert  des 
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Verhältnisses  z  ermitteln,  welcher  in  einem   bestimmten 

cos/S  ' 

Flächenpunkte  einem  gegebenen  Werte  B,  entspricht    Ist  nun 

der  Punkt  ein  Nabelpunkt,   so   ist  das  Verhältnis un- 

^        '  cos  j3 

bestimmt,  und  umgekehrt.  Demnach  erhält  man  die  Beding- 
ungen für  einen  Nabelpunkt,  wenn  man  die  Koeffizienten  von 
cos^a,  cosa  cos/S,  cos'/S  einzeln  gleich  null  setzt;  man  findet  so: 

und  jeder  dieser  Quotienten  hat  den  Wert — —j  wo- 

bei  R  den  Krümmungsradius  im  Nabelpunkt  bezeichnet. 

Im  allgemeinen  bestimmen  die  zwei  Gleichungen,  welche 
in  der  Formel  6)  enthalten  sind,  eine  endliche  Anzahl  yon 
Funkten,  oder  wenigstens  ein  Punktsystem,  das  keine  kon- 
tinuierliche Kurve  bildet.  Indessen  kann  es  auch  eintreten, 
dass  sich  die  beiden  Gleichungen  infolge  der  Flächengleich- 
ung auf  eine  reduzieren,  und  alsdann  besitzt  die  Fläche  eine 
Kurve  von  Nabelpunkten. 

320.  Die  Gleichung  5)  lässt  auch  die  Hauptkrümmungs- 
radien eines  Flächenpunktes  bestimmen.    £s  müssen  nämlich 

die  beiden  Werte  des  Verhältnisses  -?  welche  aus  dieser 

•   cosp 

Gleichung  folgen,  einander  gleich  werden,  sowohl  für  das 
Maximum  als  auch  für  das  Minimum.  Die  Bedingung  dieser 
Gleichheit  liefert: 

oder: 
7N  f(rt  -  s^)  R'  -  [(1  +  3*)  r  -  2pqs  +  (1  +p^  t]  l/f+pT?  R 
^  \  +{l+p'+qy'-0. 

Die  Wurzeln  dieser  quadratischen  Gleichung  für  R  sind  die 

beiden  Hauptkrümmungsradien. 

Es  erübrigt  noch  die  Bestimmung  des  Quotienten 

cosp 

für  jeden  der  beiden  Hauptschnitte.  Ist  nun  R  eine  Wurzel 
der  Gleichung  7),  so  hat  die  Gleichung  5)  eine  doppelt  zäh- 
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lende  Wurzel,  mag  man  cosa  oder  cos^  als  die  unbekannte 
Grosse  betrachten.  Diese  doppelte  Wurzel  muss  also  auch 
der  Gleichung  genügen  ^  welche  man  durch  Differentiation  der 
Gleichung  5)  entweder  nach  cos  a  oder  nach  cos  ß  erhält. 
Demnach  ist 

(1  +  ü* =  ]cosa  +  lpq 7===  |cos/J-=0, 

und  dies  ergiebt  die  Gleichungen: 

r  cos tt  +  5  cos ß  5  cos«  4-  tcosß  l/l+j)^4-g* 

(1  +!>*)  cos  a  +i?g  cos  /3  ""pg  cos «  +  (1  +  3*)  cos  /3  "         B 

Die   Gleichung   zwischen   den   ersten   beiden   Quotienten 

cos  cc 

ist  vom  zweiten  Grade  in    Bezug  auf  das  Verhältnis  -i 

^  cos/S' 

sie  bestimmt  die  Werte  desselben,  die  den  Hauptschnitten 
zugehören.  Zusammen  mit  den  Gleichungen  2)  und  3)  er- 
hält man  die  Werte  der  drei  Kosinus:  cos  et,  cos /3,  cos  ^. 

Die  Gleichung  7)  fällt  mit  der  Gleichung  7)  des  §  157 

R 
zusammen,  wenn  man  hier  als  die  Unbekannte 

betrachtet.  Man  sieht  also,  dass  die  Erümmuogsmittelpunkte 
der  Normalschnitte  genau  die  beiden  Punkte  sind,  welche  wir 
bei  der  Aufgabe  im  citierten  Paragraphen  betrachtet  haben. 
Bezeichnet  man  mit  JR^  und  B^  die  Wurzeln  der  Gleich- 
ung 7),  so  hat  man 


») 


10) 


und  hieraus  folgt: 

/p  .p  ^,„  (i+i>»+g')(i+j>')(i+g')i>'g*  r2£__r ly 

^■^  ^^  (rt-s^y  Lpq    1+p*   1  +  2*J 

(l+|)'+g«)'(l+j)«)(l+g')[-    r ^1« 

(rt-^y  Ll+i)»"l+g»J  ■ 
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Diese  Gleichung  lehrt,  dass  die  Gleichungen  6)  notwendig 
sind^  wenn  die  Gleichung  7)  zwei  gleiche  Wurzeln  hat;  so 
findet  man  also  aufs  neue  die  fQr  die  Nabelpunkte  abgeleiteten 
Bedingungen. 

Die  Werte  der  beiden  Hauptkrümmungsradien  eines  Flächen- 
punktes  stehen  auch  in  engster  Beziehung  zu  der  Grösse,  welche 
Gauss  als  Krümmungsmaass  der  Fläche  in  einem  Punkte  definiert 
hat;  dieselbe  ist  von  der  im  §  311  genannten  mittleren  Krüm- 
mung zu  unterscheiden.  Wie  bei  der  Krümmung  der  Kurven  die 
Länge  des  Bogens  und  des  Bogenelementes  eingeführt  werden 
musste,  um  die  Krümmung  zu  messen,  so  ist  hier  der  BegrifiT 
der  Grösse  einer  krummen  Fläche  und  des  Di£ferentiales  der- 
selben, d.  h.  des  Flächenelementes  erforderlich.  Ihre  genaue  Be- 
stimmung kann  erst  in  der  Integralrechnung  (§§  589  und  590) 
gegeben  werden,  doch  wollen  wir  hier  schon  unter  Voraussetzung 
jener  Begriffe  die  Definition  und  Berechnung  der  Krümmung  kurz 
entwickeln. 

Wir  betrachten  ein  beliebiges  Stück  auf  einer  Fläche,  das 
durch  eine  bestimmte  Kurve  C  begrenzt  ist,  und  es  sei  S  die 
Grösse  dieses  StQckes.  Auf  einer  Kugel  mit  dem  Radius  1^ 
deren  Mittelpunkt  im  Koordinatenanfangspunkt  gedacht  sei,  kon- 
struieren wir  die  Radien,  welche  den  Normalen  der  Fläche  in 
den  Punkten  der  Kurve  C  parallel  sind,  wobei  wir  annehmen, 
dass  in  den  Punkten  dieser  Kurve  die  Richtung  der  Normalen 
sich  stetig  ändert,  und  dass  nicht  zwei  verschiedene  Normalen 
einander  parallel  sind.  Alsdann  bestimmen  die  Radien  eine  Kurve 
C'  auf  der  Kugel,  welche  eine  Fläche  von  der  Grösse  6  begrenzt. 
Die  Grösse  6  heisst  die   absolute  Krümmung  der  Fläche  Sy   und 

a 
der  Quotient  —    die    relative   Krümmunpr    derselben.      Zieht   man 

o 

nun  die  Kurve  C  immer  enger  zusammen,  so  dass  sie  nach  einem 
bestimmten  Flächenpunkt   konvergiert,    so    heisst    der    Grenzwert 

des  Verhältnisses  —  das  Krümmungsmaass  oder  einfach  die  Krüm- 

b 

mung  der  Fläche  in  dem  betrachteten  Punkte.  Hierbei  werden 
Zähler  und  Nenner  des  Quotienten  unendlich  klein;  der  Zähler 
reduziert  sich  auf  das  Element  der  Kugelfläche,  der  Nenner  auf 
das  der  gegebenen  Fläche.  An  Stelle  dieser  Elemente  können  wir 
nun  auch  ihre  orthogonalen  Projektionen  auf  eine  Ebene,  z.  B.  die 
a;y- Ebene  einführen,  weil  beide  Elemente  einander  parallel  sind; 
die  Projektionsebene  darf  nur  nicht  senkrecht  zur  Tangentenebene 
des  betrachteten  Flächenpunktes  gewählt  werden.  Demnach  wird 
die  Krümmung 
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„      do' 

wenn  dö^  und  dS'  die  Projektionen  der  Flfichenelemente  be- 
zeichnen« Als  Element  dS^  wählen  wir  das  Dreieck,  gebildet 
Yon  den  Punkten  mit  den  Koordinaten  Xy  y\  x  +  d^x,  y  +  d^y^ 
X  +  dfXj  y  +  d^yj  so  dass 

dS^-^^id^xd^y-d^xd^y) 

ist.  Femer  seien  die  Koordinaten  der  entsprechenden  Punkte  für 
die  Projektion  des  Kagelelementes  X,  Y;  X  +  d^X,  Y+d^7\ 
X  +  d^X,   Y  +  d^Y,  so  dass 

Folglich  ist 

^       d,Xd,Y^d,Xd,Y 

d^xd^y  —  d^xd^y 
Es  ist  nun  d^X-^—d^x+j-d^y,  d^X«— d8ar  +  — eZ^y  u.s.w., 

und  führt  man  diese  Werte  in  die  Grieichung  für  K  ein,  so  wird 

ax  £J_  3X  dY 
dx   dy        dy   dx 


Est  ist  aber  X  —  — »   T  «  — 1  wenn  man  co  =  }/l  +i?'^  +  ff*  setzt^ 


CO  CD 

aus  den  Gleichungen 


dX  ^  dx       dX  ^  dy 


»      ^r- "= 9 ' 


dx  (»■  ^y 

dcD  ^         dm 

dx  CO*  dy  OD* 

folgt: 

1  r  -,  dm  f  V  000/  v"I 

K  ^  -^^]^^{rt  -  ^  +  m  —  {8p  -  rq)  +  «^(«3-i>0J» 

oder,  indem  man  m-r-  ^pr  +  qs.   m-;r-  ^ps  +  qt  einführt: 

ox  dy 


"  (!+!>» +9*)*       ÄiiJg 

Die  Krümmung  der  Fläche  in  einem  Punkte  ist  also  gleich 
dem  reziproken  Werte  des  Produktes  der  beiden  Hauptkrümmungs- 
radien. 
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Bei  allen  Biegungen  einer  Fläche,  die  ohne  Dehnung  oder 
Zusammenziehang  vollzogen  werden,  bleibt  die  Grösse  dieser  Erüm- 
moug  in  jedem  Punkte  ungeändert.  Diesen  Satz,  sowie  die 
weiteren  analytischen  Darstellungen  findet  man  bei  Oanss:  Disq. 
general.  circa  superf.  curv;  in  kurzer  Übersicht  auch  bei  Baltzer, 
Theorie  der  Determinanten. 


Bestiiumang  der  Nabelpnnkte  des  Ellipsoides. 

321.  Als  Anwendung  der  Theorie  im  §  319  geben  wir  die 
Bestimmung  der  Nabelpunkte  des  Ellipsoides.  Bezeiclinen  wir  die 
Halbaxen  der  Fläche  mit  p,  j/p*  — &^  |/p*— c^  und  nehmen 
dabei  &  <  c  an,  so  ist  die  Gleichung  des  Ellipsoides: 


Durch  Differentiation  folgt: 

und  durch  weitere  Differentiation: 

r'  —  h* 

f.  +  (i  +  3«)-L_|., 

sz  +/)3  =.  0. 
Daraus  bildet  man: 

Da  die  linken  Seiten  dieser  Gleichung  null  sind  f&r  einen 
Nabelpunkt,  so  erhält  man  für  denselben  entweder  jp  -»  0 
oder  g  -=  0.  Die  Annahme  p  «=  0  würde  für  g  einen  imagi- 
nären Wert  ergeben.     Für  g  =  0  folgt  aber 

gYc^-h^  c  -^   c      ^ 

Die  Quadratwurzeln  sind  mit  beiderlei  Zeichen,  sowohl 
Plus  wie  Minus,  zu  nehmen.    Das  EUipsoid  hat  also  vier  reelle 
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Nabelpunkte,  welche  in  der  Ebene  der  grössten  und  der 
kleinsten  Axe  gelegen  sind,  was  mit  dem  im  §  315  Gesagten 
übereinstimmt. 


Die  Krümmungskurren  einer  Fläche. 

322.  Krümmxmgskurven  einer  Fläche  nennt  man  alle  die 
Kurven,  bei  denen  die  in  den  verschiedenen  Kurvenpunkten  kon- 
struierten Flächennormalen   eine  developpabele  Fläche  bilden. 

Es  seien  j;,  y,  z  die  rechtwinkligen  Koordinaten  eines  be- 
stimmten Flächenpunktes,  und  es  werde  wie  gewöhnlich: 

dz  ^j^dx-\-  q  dy,     dp^rdx  +  s  dy,     dq^  sdx  +  t  dy 
gesetzt.     Die  Normale  der  Fläche  im  Punkte  (x,  y,  z)  hat  die 
Gleichungen: 

1)  (|-^)+l^(t-^)-0,     {n-y)  +  q{l^z)^0. 

Wenn  nun  die  Koordinaten  x^y,z  einer  Krümmungskurve 
angehören,  so  müssen  sie,  ebenso  wie  p  und  j,  Funktionen 
einer  Variabelen  sein;  da  nun  die  Gerade  1)  Tangente  der 
Rtickkehrkurve  einer  developpabelen  Fläche,  oder  was  das 
nämliche  besagt,  die  Charakteristik  dieser  Fläche  sein  soll, 
so  ist  sie  in  der  beweglichen  Ebene  enthalten,  welche  von 
dieser  Fläche  eingehüllt  wird.  Die  Gleichung  dieser  Ebene 
wird  also 

2)  [a-x)+pa-z)]  +  n(v-y)  +  q{i-^)]-0, 
wobei  A  eine  Funktion  des  Parameters  oder  der  Variabelen 
ist,  von  welcher  die  Koordinaten  x,  y,  z  abhängen.  Nach  der 
im  §  283  gegebenen  Theorie  ist  die  Einhüllende  dargestellt 
durch  die  Gleichung  2),  zusammen  mit  derjenigen,  die  aus 
der  DifiFerentiation  derselben  nach  dem  Parameter  hervorgeht. 
Diese  letztere  Gleichung  muss  aber  durch  die  Gleichungen  1) 
identisch  erfüllt  werden.  Differentiiert  man  die  Gleichung  2) 
und  lässt  dabei  das  mit  dX  multiplizierte  Glied  fort,  welches 
auf  Grund  der  Gleichungen  1)  null  ist,  so  kommt: 

[-  (dx  +pdz)  +  (g  -  ^)  dp]  +  A  [-  {dy  +  gcZ;?)  +  (g  -  z)  dq]  =  0. 

Diese  Gleichung  muss  bei  jedem  Wert  von  g  bestehen; 
sie  zerlegt  sich  demnach  in  die  beiden: 

Serret,  Differential-  und  Integral -Bechnung.    L  Bd.  29 
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(dx+pdz^X  (ily  +  qdz), 
^  \  djp  '^^  Xdq, 

oder  wenn  man  A  eliminiert: 

dp  dq 


4) 


dx  +pdz       dy  +  qdz 

Dies  ist  die  Gleichung,  welche,  der  Definition  nach,  für 
jeden  Punkt  einer  Erümmungskurve  bestehen  muss.  Ersetzt 
man  dz^  dp^  dq  durch  ihre  Werte,  so  erhält  sie  die  Form 

^.  rdx  +  sdy  sdx  +  tdy 

^^  (1  +p^)dx+pqdy  "" pcidx  +  {V  +  q^)dy' 

oder 

6)     [(1  +  q')  s  -pqt]  (||y  +  [(1  +  ?*)  r  -  (1  +p^t]  ^| 

+  [pqr-il+p')s]^0. 

Die  Ableitungen  p,  q,  r,  s,  t  sind  gegebene  Funktionen 
der  Koordinaten  x^  y  und  diese  Gleichung  ist  die  Differen- 
tialgleichung der  Projektionen  der  Krümmungskurve  auf  die 
iry- Ebene. 

Für  jedes  Wertsystem  rc,  y  ergiebt  die   Gleichung  zwei 

Werte  von  -~-  oder  von  lim-^j  d.  h.  durch  jeden  Punkt  der 

uX  i^X 

Fläche  gehen  zwei  Krümmungskurven,  ausser  wenn  der  Punkt 
ein  Nabelpunkt  ist.  Für  diesen  verschwindet  jeder  Koeffizient 
in  der  Gleichung  6). 

323.  Die  Gleichung  der  beweglichen  Ebene,  welche  wir 
betrachtet  haben,  wird  nach  der  zweiten  der  Gleichungen  3): 

[(I  -  a;)  +  i>  (e  -  ^)]  dq,  -[(,,-  y)  +  g  (g  -  e)-\  dp  -  0, 

und  um  die  Bückkehrkure  ihrer  Enveloppe  zu  bestimmen, 
muss  man  diese  Gleichung  mit  den  beiden  Gleichungen  ver- 
binden, die  aus  ihr  durch  zweimalige  Differentiation  folgen. 
Die  erste  Differentiation  giebt  unter  Berücksichtigung  der 
Gleichung  4): 

[(6-^)+i>(g-^)]d*«-[(^-y)  +  ?«-^)]rf'i>«o. 

Differentiieren  wir  diese  und  bezeichnen  wir  mit  -^  den 
Wert  eines  jeden  Gliedes  in  der  Gleichung  4),  so  folgt,  indem 
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man   die  yorhergelienden   Gleichungen  beachtet^   welche   den 
Gleichungen  der  Normalen  äquivalent  sind: 

{i-e-M)  (dpd'q  -  dqd^p)  «  0, 
oder 

Dieser   Wert   von  i  gehört   dem   Berührungspunkte   der 
Normalen  mit  der  Rückkehrkurve  an.   Bezeichnet  man  mit  R 
den  Teil  der  Normalen,  welcher  zwischen  diesem  Berührungs-. 
punkte  und  dem  Flächen  punkte  enthalten  ist,  so  ist 


oder  wegen  der  Gleichungen  1) 


B  «  VT+?+  q'  {i  -  0)  ^Vi+p^+q^  M. 

Es  ist  aber  -^  der  gemeinsame  Wert  der  Glieder  in  der 

Formel  5)^  also  ist: 

„.  rdx  +  sdy  sdx  +  tdy V^+p^  +  q^ 

{y+P^)dx+pqdy'^  pqdx  +  iX+q^dy'^        ~~R 

Sind  a,  ß,  y  die  Winkel,  welche  die  Tangente  der  Krüm- 
mungskurve  mit  den  Eoordinatenaxen  bildet,  so  ist 

dx  dy 

cos  a        cos  /3 

und  die  vorige  Formel  wird: 


.  r  cos  a  +  s  cos  ß        _        g  cos  «  +  ^  cos  ß  yi+p*  +  g* 

^  (l+l>')co8a+|?2cos/S      jpg  cos  «  +  (!+?*)  cos /3  R 

Die  beiden  in  dieser  Formel  enthaltenen  Gleichungen 
sind  aber  genau  die  nämlichen,  welche  (§  320)  zur  Bestim- 
mung der  Krümmungsradien  der  beiden  Hauptschnitte  in 
einem  Flächenpunkte  dienten,  und  die  Werte  des  Verhält- 
nisses Yon T-9  welche  dieser  Relation  genügen,  bestimmen 

cosp  o       o      7 

die  Tangenten  der  beiden  Hauptschnitte.   Mithin  ist  bewiesen: 

Die  Krümmungslinien  y  welche  durch  jeden  Punkt  einer 
gegebenen  Fläche  gehen,  berühren  in  demselben  die  beiden  Haupt- 
narmalschnitte  und  schneiden  sich  folglich  unter  rechtem  Winkel. 

29* 
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Die  Bückkehrkurve  der  devdoppdbelen  Flächey  welche  durch 
die  Normalen  der  Fläche  längs  den  Punkten  einer  KrümmungS" 
kurve  gebildet  unrd,  ist  der  geometrische  Ort  der  Krümmungs- 
mittelpunkte aller  Hauptnormalschnitte j  welche  die  Krümmungs- 
kurve berühren. 

324.  Bemerkungen.  Es  ist  wichtig  zu  bemerken^  dass 
die  Krümmungsradien  einer  Erümmungskurve  im  allgemeinen 
.nicht  gleich  sind  den  ErSrnmungsradien  der  berührenden  Haupt- 
schnitte. Bezeichnet  p  den  Erümmungsradius  einer  Erüm- 
mungskurve, 0  den  Winkel,  den  die  Richtung  dieses  Radius 
mit  der  Richtung  des  Erümmungsradius  B  des  Hauptschnittes 

bildet,  so  ist:  -n       ^ 

'  p  —  ii  cos  ö, 

wie  im  §  308  gezeigt  wurde.  Die  Gleichheit  zwischen  q  und  E 
findet  also  nur  dann  statt^  wenn  die  Oskulationsebene  der 
Erümmungskurve  durch  die  Normale  der  Fläche  geht. 

Wir  haben  die  DifiFerentialgleichung  für  die  Projek- 
tionen der  Erümmungskurven  einer  Fläche  auf  die  a;y- Ebene 
erhalten;  die  Bestimmung  der  Gleichung  dieser  Eurven  zwi- 
schen den  Eoordinaten  allein  erfordert  im  allgemeinen  Me- 
thoden, welche  den  Gegenstand  der  Integralrechnung  bilden. 
Indessen  köjonen  wir  auch  hier  schon  einsehen^  dass  die  Erüm- 
mungskurven zwei  Systeme  von  Eurven  bilden^  welche  man 
ortlwgonale  nennt.  Diese  Linien  zerlegen  in  der  That  die 
Fläche  in  unendlich  kleine  Vierecke,  bei  welchen  alle  vier 
Winkel  rechte  sind.  Die  Eurven,  denen  zwei  gegenüber 
liegende  Seiten  eines  Vierecks  entsprechen,  gehören  dem 
einen  Systeme  von  Erümmungskurven  an,  und  die  orthogo- 
nalen Trajektorien  dieser  Eurven  bilden  das  andere  System. 
Aber  im  allgemeinen  sind  die  beiden  Erümmungskurven^ 
welche  durch  den  nämlichen  Flächenpunkt  gehen,  nicht  ana- 
lytisch verschieden:  sie  sind  vielmehr  nur  zwei  Zweige  der- 
selben Eurve,  und  nur  in  besonderen  Fällen  können  die 
beiden  Systeme  von  Erümmungskurven  durch  verschiedene 
Gleichungen  dargestellt  werden. 

Jede  Eurve,  welche  auf  einer  Ebene  oder  auf  einer  Eugel 
gezogen  wird,  ist  als  Erümmungskurve  dieser  Flächen  an- 
zusehen.   Im  ersten  Falle  bilden  die  Normalen,  welche  durch 
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die  Punkte  der  beliebigen  Kurve  gelegt  werden,  eine  Cylinder- 
fläche,  die  abwickelbar  ist  Mithin  genügt  die  Kurve  der 
Definition  einer  Krümmungskurre.  Bei  der  Kugel  schneiden 
sich  die  Normalen  im  Mittelpunkte  und  bilden  eine  Kegel- 
fläche, welche  ebenfalls  abwickelbar  ist.  Übrigens  sieht  man 
auch,  dass  die  Gleichung  4)  der  Krümmungskurren  immer 
bei  einer  ebenen  oder  sphärischen  Kurve  erfällt  ist.   Für  eine 

ebene  Kurve  ist  j        r\     j        n 

dp  «=  0,    ag  «=  0, 

und  für  eine  Kugel 

ist: 

dx  +  pdx  +  (0  —  0q)  dp^O    und    dy  +  qde  +  (0  —  Zq) dq  =  0. 

Eigenschaften  der  Kiümmungskurven. 

325.  Bezeichnet  man  mit  a,  ß,  y  die  Winkel,  welche  die 
Tangente  einer  auf  der  Fläche  gelegenen  Kurve  mit  den  Ko- 
ordinatenaxen  bildet,  mit  a',  ß\  y'  die  Winkel  der  Normalen, 

»^  is*                               cos«'  cos/S' 

cos/  cos/ 
femer 

dx    _     dy  dz 

cos  a        cos  ß        cos  y 
Die  Gleichung  der  Krümmungskurven 
dp  dq 

dx  +pdz       dy  +  qdz 
wird  demnach: 

cos  /  d cos  a'  —  cos  a'  d cos  y'  _  cos  /  d cos  /3'.—  cos  /J'  d cos  / 

cos  a  cos  /  —  cos  «'  cos  y  cos  ß  cos  y'  —  cos  y  cos  /J' 

oder: 

1)   (cos  ß  cos  y'  —  cos  y  cos  /3 ')  d  cos  a'  +  (cos  y  cos  a!  —  cos  a  cos  /)  d  cos  /J ' 

+  (cos  «  cos  /S'  —  cos  ß  cos  a9  d  cos  y' «  0. 

Andererseits  ist 

cos  a  cos  «'  +  cos  /J  cos/S'  +  cos  y  cos  /  «  0, 
cos*«'  +  cos*/S'  +  cos'y' «-  1, 
und  dnrch  Differentiation: 

cosa't7cosa'+  cos/S'rfcos/3'+  cos / rf cos y' «  0. 
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Verbindet  man  diese  letzte  Identität  mit  der  Gleichung  1), 
so  erhält  man 

^v  dcoBcx!       dco8/S'  _  dcosy' 

^  cos«  cos/S  cosy 

Damit  also  eine  auf  einer  Fläche  gegebene  Enrye  ErOm- 
mnngskunre  dieser  Fläche  sei,  ist  notwendig  und  hinreichend, 
dass  die  Tangente  der  Kurve  in  jedem  Punkte  parallel  der 
Geraden  ist,  welche  mit  den  Eoordinatenaxen  Winkel  bildet^, 
deren  Eosinas  proportional  sind  den  Differentialen 

dcosa',    dcos/J',    dcos/. 
Wir  setzen: 


3)  dö'  =  Videos  c/y  +  (dcos  ßj  +  (dcos  /)« 

und  bestimmen  drei  Winkel  fp\  ^\  jl  durch  die  Gleichungen: 

4)    dcosa'  =  diJ cosg?',  dcoBß'  =  dö' cosV',  dcosy*  =  d& cosj;'- 

Ist  die  gegebene  Eurve  eine  Erümmungskurve,  so  werden 
die  Normalen  in  den  verschiedenen  Punkten  derselben  Tan- 
genten einer  Eurve  Dann  ist  da'  der  Eontingenzwinkel  dieser 
Eurve  und  <p\t\x^  sind  die  Winkel,  welche  ihre  Hauptnor- 
male mit  den  Axen  bildei  In  allen  Fällen  ist  die  Richtung, 
welche  durch  die  Winkel  9>',  t\  i  bestimmt  wird ,  senkrecht 
zur  Flächennormale,  also  in  der  Tangentenebene  gelegen.  Denn 
die  Gleichung      ^^^,^, ^  ^^,^,  ^  ^^,^ ^  ^^ 

giebt  durch  Differentiation 

cos  d  cos  g?'  +  cos  /J'  cos  V'  +  cos  y*  cos  x'  =  0. 

Sind  noch  A',  jii',  v'  die  Winkel ,  welche  eine  zur  Flächen- 
normale und  zu  der  Richtung  (9?',  '^\  %')  senkrechte  Gerade 
mit  den  Axen  bildet,  so  sind  die  Eosinus  der  Winkel  9',  ^',  %', 
welche  proportional  zu  dcoBa\  dcosß\  dcosy^  sind,  auch 
proportional  nach  §  273  zu  dcosX'j  dcoaii^  dcosi/.  Setzt 
man  also 

5)  dt'  ^  y(d  cos  A')»  +  {d  cos  (i'y  +  (d  cos  i/)^ 

so  ist 
6)    dcosA'^cosgj'dr,  dcosfi'=cosV''rft,  rfcosiZ-^cosx'dT. 

Wir  bezeichnen  nun  allgemein  mit  o  den  Winkel  zwischen 
der  Tangente  der  gegebenen  Eurve  und  der  Richtung  (9',  tf/,  j^)\ 
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mit  0  den  Winkel^  welchen  die  Flächennormale  mit  der  Os- 
kulationsebene  der  Kurve  bildet.  Femer  seien  für  diese  EurvC; 
nach  unserer  früheren  Bezeichnung ^  ^jV'jX  ^iid  ^j(ifV  die 
Winkel,  welche  von  der  Hauptnormalen  und  der  Axe  der 
Oskulationsebene  mit  den  Eoordinatenaxen  gebildet  werden, 
da  und  dt  die  Eontingenzwinkel  der  ersten  und  der  zweiten 
Krümmung.  Die  Geraden,  welche  mit  den  Eoordinatenaxen 
die  Winkel 


< 

^', 

/, 

t', 

v-', 

x\ 

A', 

f»', 

v' 

bilden,  bestimmen  ein  rechtwinkliges  System,  und  die  Kosinus 

der  Winkel,  welche   mit  diesen   Geraden   von   der  Tangente, 

der  Hauptnormale    und    der   Axe    der   Oskulationsebene   der 

gegebenen  Eurve  gebildet  werden,  sind  bezüglich 

0,    cosG),    sino, 

COS0,     ±  sin 6  sin  ö,     ^sinOcoso, 

sin  6 ,     T  cos  0  sin  CD,     ±  cos  0  cos  o. 

Da  man  von  den  unteren  Zeichen  zu  den  oberen  über- 
gehen kann,  indem  (o  in  o  +  tc  verwandelt,  d.  b.  an  Stelle 
der  anfanglich  für  die  Tangente  der  Eurve  gewählten  Rich- 
tung die  entgegengesetzte  einführt,  so  behalten  wir  nur  die 
oberen  Zeichen  bei;  man  erhält  alsdann  die  folgenden  Gleich- 
ungen: 

cos  a  cos  a'  +  cos  ß  cos  /J'  -f-  cos  y  cos  y*  =  0, 

cos  a  cosq/+  cos  /J  cos  v'  +  cos  y  cos  %' «  cos  o, 
cos  a  cos  A'  +  cos  ß  cos  fi'  +  cos  y  cos  v'  -«  sin  o; 

cos  (p  cos  cd  +  cos  V  cos  /J'  +  cos  %  cos  /  =-  cos  0, 
cos  q)  cosg?'  +  cos  V  cos  V^  +  cos  %  cos  %' «  sin  0  sin  cd, 
cos  (p  cos  A'  +  cos  if  cos  fi'  +  cos  X  cos  v' «  —  sin  0  cos  o; 

cos  A  cos  a'  +  cos  jii  cos  /S'  +  cos  v  cos  /  —  sm0, 

cos  A  cosg?'+  cos fi  cos  v'  +  cos  v  co8%'  -«  —  cos  0  sin  co, 

cos  A  cos  A'  +  cos  fi  cos  ft'  +  cos  v  cos  v'  —  +  cos  0  cos  o. 


7) 


8) 


9) 


Differentiiert  man  die  erste  und  dritte  der  Gleichungen  7), 
femer  die  erste  der  Gleichungen  8),  und  benutzt  man  dabei 
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die  Formeln   des   §  274,  so  folgt,  indem   man   alle  yorher- 
gehenden  Gleichungen  berücksichtigt: 

10)  cos  adö'  +  cos  6  rf<y  «  0, 

11)  rft'  =  dG>  +  sin  6  da^ 

12)  dt  =  de  +  sin  ca  da', 

und  wegen  Gleichung  10)  ergiebt  die  Gleichung  12) 
.13)  dt  '^  dO  —  cos  0  tang  cd  dö. 

326.  Die  letzten  vier  Gleichungen  beziehen  sich  auf  eine 
beliebige  auf  der  Fläche  gelegene  Kurve.  Die  Bedingung 
fQr  eine  Erümmungskurve  ist  sin  o  *==  0;  diese  Bedingung  wird 
also  nach  Gleichung  13) 

dz  =  dd, 

und  dies  ergiebt  den  bemerkenswerten  Satz  von  Lancret: 

Sat2  I.  Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  d4xfUr, 
dass  eine  auf  einer  Fläche  gelegene  Kurve  Krümmungshurve  der 
Fläche  ist,  besteht  darin,  dass  das  Differential  des  Torsions- 
Winkels  der  Kurve  gleich  dem  Differentiale  des  Winkels  ist,  den 
die  Oskulationsehene  mit  der  Flächennormalen  bildet. 

Ist  insbesondere  dt  =  0,  so  folgt,  dass  d%  -*  0,  also 
6  =  Eonst.  ist,  und  umgekehrt.     Man  hat  demnach  den 

Folgesatz.  Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung 
dafür,  dass  eine  ebeite  auf  der  Fläche  verlaufende  Kurve  Krüm- 
mungskurve  ist,  besteht  darin,  dass  die  Ebene  der  Kurve  die 
Fläche  überall  unter  gleichem   Winkel  schneidet. 

Ist  die  gegebene  Eurve  eine  ebene  Erümmungskurve  der 
Fläche,  so  hat  man  sin«  =  0,  rfa>  =  0  und  rf0  =-  0.  Folglich 
ergeben  die  Gleichungen  10)  und  11)  durch  Division: 

— ^  «=  —  tang  0  =  Eonst. 

und  man  erhält  den 

Sat2  n.  Wenn  die  Krümmungskurve  einer  Fläche  eben  ist, 
so  bilden  die  Flächennormalen  in  den  Punkten  dieser  Kurve  eine 
developpabele  Fläche,  deren  Rückkehrkurve  die  Eigenschaft  hat, 
dass  ihre  beiden  Krümmungen  ein  konstantes  Verhältnis  haben. 
Diese  Rücickehrkurve  ist  folglich  eine  Schraubenlinie  auf  einer 
allgemeinen  Cylinderfläche  (§  301). 
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327.  Wir  betrachten  jetzt  eine  Kurve,  welche  den  Schnitt 
zweier  Flächen  bildet.    Nach  der  Gleichung  13)  in  §  325  ist: 

dr  ==  d6  —  cos  6  tang  ©  dö^ 
dt  ■«  riOi—  cos  dl  tang  o^  da, 

wenn  man  mit  Oj  und  o^  die  Grössen  auf  der  zweiten  Fläche 
bezeichnet;  hieraus  folgt: 

d(d  —  61)  «  (cos  61  tang  o^  —  cos  0  tang  o)  da. 

Die  Winkel  0  und  0^  liegen  in  der  nämlichen  Ebene  und 
werden  in  demselben  Sinne  gerechnet,  nämlich  von  der  Haupt- 
normale der  gegebenen  Kurve  an.  Mithin  drückt  die  Differenz 
01—0  den  Winkel  aus,  den  die  beiden  Flächen  mit  einander 
bilden.     Andererseits  ist 

sin  o  *=  0     oder     sin  «»i  =  0 

die  Bedingung  dafür,  dass  die  betrachtete  Kurve  eine  Krüm- 
mungskurve der  ersten  oder  der  zweiten  Fläche  ist.  Man  hat 
demnach  den 

Satz  m.  Wenn  die  SchniWcurve  zweier  Flächen  Krim" 
mungskurve  für  jede  der  beiden  Flächen  ist,  so  müssen  sich 
die  Flächen  überall  unter  gleichem  Winkel  schneiden.  Und 
umgekehrt:  Wenn  zwei  Flächen  sich  überall  unter  gleichem 
Winkel  schneiden,  und  die  Schnittlinie  ist  eine  Krümmungskurve 
der  einen  Fläche,  so  ist  sie  auch  Krümmungskurve  der  andern 
Fläche. 

Da  eine  ebene  oder  sphärische  Kurve  stets  Krümmungs- 
kurve der  Ebene  oder  der  Kugel  ist,  auf  welcher  sie  liegt, 
so  erhält  man  den  Folgesatz,  welcher  denjenigen  des  Satzes  I 
(§  326)  umfasst. 

FolgesatB.  Damit  eine  auf  einer  Fläche  gelegene  ebene 
oder  sphärische  Kurve  Krümmungskurve  der  Fläche  ist,  ist 
notwendig  wnd  hinreichend,  dass  die  Ebene  oder  die  Kugel, 
welche  die  Kurve  enthalt,  die  Fläche  überall  unter  gleichem 
Winkel  schneidet. 

Die  Tangentenebenen  einer  developpabelen  Fläche  bilden 
überall  mit  der  Fläche  den  Winkel  null,  und  enthalten  die 
geradlinige  Erzeugende.    Mithin  besteht  der 
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Folgesatz.    Die  Erzeugenden  einer  developpabelen  Fläche 
sind  Krümmungskurven  derselben» 

328.  Man  kann  den  Satz  III  auch  leicht  beweisen,  ohne 
auf  die  Gleichungen  im  §  325  zurückzugehen.  Betrachtet 
man  zwei  Flächen,  für  welche  bezüglich 

dz^pdx  +  q^dy^     dz  ^ p^  dx  +  q^  dy 

ist,  so  gelten  diese  beiden  Gleichungen  zugleich  für  die  Schnitt- 
kurve  der  Flächen;  es  ist  also 

dx     ^     dy  dz 

Bezeichnen  wir  mit  dt  jeden  dieser  drei  gleichen  Quo- 
tienten, und  setzen  wir 

dx+pdz  dy  +  qdz       ^ 

dp        "^'  dq        "^' 


so  ist: 


dx  +  p^dz  dy  +  q^dz 

dp,        "^^'  dq,        ■"^^' 


Setzt  man  also: 


so  ist 


yi+p^  +  q^  /TTpT+T' 

dV Qdq 

dp^ 


aF Fdp 

^i3^         ^«       d^  yi+A«+^  (1 +y + g^)^  ' 

d^  +        dg  ^  (g  -  P) T— ' 

^  ^  VTTp7+g?(l+P'  +  9')*^< 

und  ebenso: 
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dPi  +^dqi=  (ö,  -  P,)  ^'    ^*       


^^'  ^^'  yi+P*+q'  (1  +p,'  +  q,') « dt 

also  durch  Addition: 

dtyr+p^+q'  i/i+i>i'+2i' 

Aus   dieser   Formel   erkennt  man,   dass   wenn  zwei   der 
Grössen 

dV,    Q-P,    Q,-P, 

null  sind,  die   dritte  ebenfalls  null  wird,  womit  der  zu  be- 
weisende Satz  ausgesprochen  ist. 


€ber  die  Fläche^  deren  Pankte  sämtlich 
NabelpunlLte  sind. 

329.  Bezeichnet  man  mit  XjY,Z  die  Kosinus  der  Winkel, 
welche  die  Normale  einer  Fläche  mit  den  Eoordinatenaxen 
bildet^  so  ist 

v_         -P  -1  z^  ^ 


yi+F+2*  Yi+f+q*  >^l+j)*+8» 

also: 

dX      pqs-{,\-\-f)r  dX  ^pqt-{l  +  q')s 

^^  °    (l  +  j,»+3«)i  '  ^y  "°   (i+j,«+3»)f  ' 

ar  _ pqr-{l  +  p^) s  dY^ Pas-(l  +  p*)t 

8«  "    (i+p«+2»)V  '  ^y         (l+j,s  +  3«)f 

Die  Gleichungen 


r 


1+p*      pq       1  +  3«' 

welche  die  Nabelpunkte  einer   Fläche  bestimmen,  sind   also 
äquivalent  mit  den  folgenden: 

-*        .  dy        '     dx  ~    '     dx       dy ' 

die  sich  auf  zwei  verschiedene  reduzieren. 
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Mit  Hilfe  dieser  Gleichungen  ist  es  leicht,  zu  beweisen, 
dass  die  Kugel  die  einzige  Fläche  ist,  bei  welcher  jeder  Punkt 
ein  Nabelpunkt  ist.  Denn  für  solch  eine  Fläche  müssen  diese 
Gleichungen  in  jedem  Punkte  gelten.  Die  ersten  beiden 
drücken  aus,  dass  X  unabhängig  von  y,  und  Y  unabhängig 
von  X  ist;  also  dass  X  nur  von  x  allein,   T  nur  von  y  allein 

abhängt.     Da  aber  die  beiden  Ableitungen  -r—  und  -r—   ein- 
ander gleich  sind,  so  muss  ihr  Wert  notwendig  eine  Konstante 

sein:  bezeichnen  wir  dieselbe  mit  —9  so  ist 
'  a 


dX 

dx 

1 

-  } 

a 

dY 

a 

ich  haben  X  und  T  die  Werte 

X-*- 

'0, 

y- 

y-Vo 

wobei  Xq  und  y^  Konstante  sind.     Der  Kosinus  Z  wird  als- 
dann 

^_j/a»-(a;-a:,)»-(y-y„)» 

a 

X  Y 

Da  nun  die  Werte  von  p  und  q  gleich  — ^  und  -=  sind, 

so  ergiebt  die  Gleichung  djs  ^  pdx  +  qdy 

(x  -  Xq)  dx  +  {y-  yj  dy 


2)  d0 , 

Va'-(x-x,y^{y-y,y 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  ist  das  totale  Differen- 
tial von  Ya*  —  (a;  —  x^y  —  (y  —  yo)^?  bezeichnet  man  also  mit 
iSq  eine  neue  Konstante,  so  hat  man 


oder 

3)  (x  -  Xoy+  (y  -  yo)'+  (^-  ^o)*=  < 

was  die  allgemeine  Gleichung  einer  Kugel  ist.    Der  besondere 

Wert  —  =  0  liefert  bei  der  Integration  die  Gleichung  einer 
Ebene. 
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Dreifache  Systeme  yon  orthogonalen  Fliehen. 

330.  Es  seien  cc^y^z  rechtwinklige  Koordinaten,  A,  fi,t/ 
drei  yariabele  Parameter^  fitfiyfs  gegebene  Funktionen.  Jede 
der  Gleichungen 

1)  A«/i(a;,y,4?),    v^  ^f^ix.y.z),    v^f^{x,y,z) 

stellt  dann  ein  System  von  Flächen  dar,  und  diese  drei  bilden 
ein  dreifaches  Flächensystem.  Denkt  man  sich  die  drei  Gleich- 
ungen nach  x^  y,  z  aufgelöst,  derart,  dass 

2)  a;  =  Fi(A,fi,t;),    y  ^  F,{1,  ii,v),    z  =- F,{X,  (i,v), 

so  sind  die  verschiedenen  Punkte  des  Raumes  durch  die  drei 
Yariabelen  A,  fi,  v  dargestellt,  die  man  dann  allgemein  als  die 
Tcnimmlinigen  Koordinaten  eines  Punktes  bezeichnet. 

Von  besonderer  Bedeutung  ist  der  Fall,  dass  jede  Fläche 
eines  jeden  Systemes  von  allen  Flächen  der  anderen  beiden 
Systeme  überall  rechtwinklig  geschnitten  wird.  Das  dreifache 
System  heisst  dann  ein  orthogonales. 

Wir  setzen: 


3) 


— (lf)"+(lf)*+(Ä)* 
^-(S)'+(0+(S)- 


Die  Normalen  der  drei  Flächen  in  einem  Punkte  (x^y^z) 
bilden  mit  den  Koordinatenaxen  Winkel,  deren  Kosinus  be- 
züglich sind: 

l    dX        1    dk        1    dk 


L  8x' 

L  'dy' 

L  de' 

1    du 

M  dx' 

1  du 

M  dy' 

1    d^ 

M  de' 

1  dv 

1  dv 

1    dv 

N  dx      N  dy'     N  dz' 

folglich  sind  die  notwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen 
dafür,  dass  das  System  orthogonal  ist: 


Digitized  by 


Google 


462 


Zehntes  Kapitel.    §§  330  and  331. 


4) 


cX   cyL    .ck   CIL       ck  ^f*  _  n 
ex  ex       cy   dy       cz   cz         ' 

^yi  cv       dyL  dv       dy^  dv  ^^ 

dx  dx       dy  dy       dz   dz         ' 

dv  dk       dv    dk       dv  dk 
'dxJxoyJy'dzYz^ 


S31.  Man  kann  zwei  der  Funktionen  k^yL^v  zwischen  den 
Gleichungen  4)  und  den  aas  diesen  durch  Differentiation  ab- 
geleiteten eliminieren;  das  Resultat  dieser  Elimination  ist  eine 
partielle  Differentialgleichung  dritter  Ordnung  für  eine  dieser 
Funktionen.  Dieses  wichtige  Theorem,  welches  Ton  Ossian 
Bonnet  aufgestellt  ist,  ist  folgendermassen  zu  beweisen. 

Die  beiden  letzten  der  Gleichungen  4)  ei^eben: 


5) 


wobei  K  den  Wert 


dx 

dk   dyL 

cy  dz 

dk  cyL 
dz  dy' 

cy 

dk   dyL 
dz  dx 

dk  cyL 
dx  dz' 

CZ 

dk   dyL 

dx  dy 

dk   dyL 

dy  dx' 

LM. 

iRt.     Ferr 

ler  ist  en 

iV 


Saniine  null  erhalten  wird,  wenn  man  die  drei  Grössen: 

\     cu/         \     oeJ 


cyj 


dz 


sy 


K^l^)  H^S 


CX 


dz 


K'fe)  <^^) 


^y 


dx 


addiert;  nachdem  man  sie  zuvor  bezüglich  mit 


dv       dv 

dx'     dy' 


El 

dz 


multipliziert  hat    Gemäss  den  Gleichungen  5)  ist  also: 
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dx  Ldz  \da  dx       dx  dz)       dy  \dx  dy       dy  dx)\ 
JyldxKdx  dy       dy  dx)       dz\dy   dz       dz   dy)\ 

"^  dzldy\dy    dz        dz   dy)       dx\dz   dx     '  dx   dz/A        ' 

Führt  man  die  Differentiationen  aus  und  addiert  man  zu 
der  erhaltenen  Gleichung  die  beiden  letzten  der  Gleichungen  4)^ 
nachdem  man  dieselben  bezüglich  mit 

^/au  ,  av  ,  a»i/\       .      {dn     d^^  ,  d^v\ 

multipliziert  hat,  so  folgt: 

dxLdx  dx^   "^dydxdy"^  dzdxdz'dx  dx*   '  dy  dxdy'  dz  dxdzJ 

G)  l    ^r^jV.   aA  ay    di  ay    d^  au    a^i  au    a/ii  au  i 

^   ^  '^dyVdxdxdy'^dy   dy*   '^  dz  dydz' dxdxdy"  dy   dy*   "  dzdydzJ 

dvVdx  d*iL     dk  d*iL     dx  ay    djjL  au    a^  au    a/n  au  i  ^ 

"*'a;g?Laa;aa;a;ef'^ayaya;?"*"axf   a^^   "dxdxdz"  dydydz"  dz    dz*J 

Aus  dieser  Gleichung  kann  man  die  Ableitungen  zweiter 
Ordnung  der  Funktion  [i  entfernen.  Zu  dem  Zwecke  differen- 
tiiert  man  die  erste  der  Gleichungen  4)  nach  jeder  Yariabelen 
Xj  y,  z^  so  wird: 

a^  _a^fi_     aA  j^^     g;^   ^3^ ^^   ^2;l      a^   au      a^i   au 


^a?     a^c*         ay   a^cay        a^er   aa;a-2?  arc     dx*  dy  dxdy       dz  dxdz 

dx_   ay      n    ay      a^    ay a^   au  a^   au      d^i   d*x 

dx  dxdy       dy     dy*         dz    dydz  ^       dx  dxdy  dy     dy*         dz  dydz' 

cx    d*^      dk    d*ti      dx    ay a^i   au  d(i   au      dii   au 

dx   dxdz       dy   dydz        dz     dz*  dx  dxdz  dy   dydz       dz     dz* 

Vermittelst  dieser  Gleichungen  und  der  Gleichungen  5), 
welche  die  Ableitungen  von  v  eliwinieren  lassen,  wird  die 
Gleichung  6): 
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\dy  dz  dz  dy^\dx    dx^        dy  dxdy      dz  dxdz)^ 

\dz  dx  dxdzJxdxdxdydy    dy*        dzdydz/^ 

/Udji  dXdfiWdji   dn      d^  dn      d(i  aU  \ 

\dx  dy  '  dy  dx)  \dx  dxdz      dy  dydz      dz    dz^  )"    ' 
oder: 

wenn  man  der  Kürze  wegen  setzt: 


«) 


A  — 


dz   dxdy  dy   dxdz 

dl  .  8»A  8A     au 

dx  dyde  dz  dydx^ 

„      dX     a«A  dX     d*X 


B  = 


dy   dzdx       dx   dzdy 

aa;\a;e?^       dy^/'^Vdy   dxdy       dz   dxdz)' 

^,    d^(^ ___ ^\  ,  /a^   au  __  aA    au  \ 

■"  ay  Vaa:*       a;8:V  "^  \dz   dydz       dx   dydx)' 

f    dl  /au      ?^^  ,  /^   au    _  aA    au  \ 

""a^Vay^       dx^/'^Kdx  dzdx'    dy   dzdy)' 

Demnach  haben  wir  zwei  Gleichungen,  welche  die  Funk- 
tion V  nicht  mehr  enthalten,  sondern  nur  die  ersten  und 
zweiten  Ableitungen  von  A,  und  die  ersten  Ableitungen  von  ft, 
nämlich  die  erste  der  Gleichungen  4)  und  .die  Gleichung  8). 
Diese  beiden  Gleichungen  sind  homogen  in  Bezug  auf  die  Ab- 

leitmicen  -~-9  -J—y  -J~:  man  kann  daher  die  Verhältnisse  von 

^       dx     dy     dz  ' 

zweien  derselben  zur  dritten  bestimmen^  derart,  dass 

d^         dyi        dyi 

Jx  _  'dy_       Yz_^ 
"1""    »   "    6  ' 
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wird,  und  hierbei  sind  9,  89,  S  bekannte  Funktionen  der  ersten 
und  zweiten  Ableitungen  der  Funktion  A.     Man  hat  demnach 

«»  ^t-«.  ^1^-».  ^j^-<^ 

Die  Elimination  von  fi  lässt  sich  nun  auf  demselben 
Wege,  wie  vorhin  die  Elimination  von  v  vollziehen.  Addiert 
man  die  drei  Gleichungen: 


(«t)  K^l?)- 


dz  dy 

dx  de       ' 


dy  dx 

nachdem    man    sie    bezüglich    mit  -^>  -~i  -J-  multipliziert 

hat,   so   erhält   man   eine   identisch   verschwindende   Summe, 
und  folglich  hat  man,  vermittelst  der  Gleichungen  10): 

Diese  Gleichung  enthält  nur  die  Ableitungen  erster, 
zweiter  und  dritter  Ordnung  der  Funktion  A,  und  folglich 
gilt  der  Satz: 

Soll  die  Gleichung  A  «-  f  (x,  y,  z)  ein  Flächensystem  dar- 
stellen^ welches  einem  dreifach  orthogonalen  Systeme  angehört^ 
so  muss  die  FunHion  X  einer  bestimmten  partiellen  Differential- 
gleichung dritter  Ordnung  genügen, 

332.  Wählt  man  zu  unabhäugigen  Yariabelen  die  Para- 
meter Xy  fij  V  eines  dreifach  orthogonalen  Systems,  so  lassen 
sich  die  partiellen  Ableitungen  von  Xy  j/,  z  in  Bezug  auf 
Xy  (ly  V  sehr  leicht  durch  die  partiellen  Ableitungen  von 
A,  fe,  1/  in  Bezug  auf  x,  y,  z  ausdrücken.  Ersetzt  man  näm- 
lich in  der  Gleichung 

Serret,  DiffereDtUl-  und  Integral -Beohnong.   1.  Bd.  30 
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dx  dx  dx 


dXj  d(i^  dv  durch  ihre  Werte 


-r—  dx  +  -TT-  dy  +  -T—  dz. 
dx        ^  dy     ^       dz       ' 


so  folgt,  indem  man  beiderseits  die  Koeffizienten  von  dXy  dy,  dz 

einander  gleich  setzt: 

dx    dk        dx    dii       dx    dv 
^  dk    dx       J^  ~dx        dv  ~dx^ 
dx    dk        dx    d(i        dx   dv 
dk  'dy'^J^Jy  "^  dv    dy' 

"^  dk    dz  "^  d(i  ~dz"^  dv    dz' 

Addiert  man   diese  Gleichungen,  nachdem  man  sie  be- 

dk     dk     .  ..   d(i     dii     dfi         ,       , 

}  femer  mit  -77- j  -r^f  -^j  und  end- 


züglich mit  -;rTrf 


dx     dy     dz 


dx     dy     dz 


lieh  mit  ^r-j  ^— )  -^—  multipliziert  hat,  so  folgt  mit  Benutz- 

€y     cz 


dx 


ung  der  Gleichungen  3)  und  4) 

12) 


dX  g  dx 


dx  dy, 


Auf  dieselbe  Weise  findet  man: 


i„.     dX         ,  dy 


14) 


dX  g  dz 

de"       dX^ 


dy  d(i 

de  d(i 


dx  dv 


dy  dv 

de  dv 


Aus   diesen   Gleichungen  folgt  in  Verbindung   mit   den 
Gleichungen  3)  und  4): 


15) 


'     (lr)'+(-:i)'+ 


(19* 

v*     \dvJ  ^\dvJ  ^\dvJ' 


L* 
1 


N* 
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dx    dx        dy    dy        dz    dz 

dx  d^  ■*"  aA  a^  "^  dx  d(i  ~  ' 

d(i    dv        d(i    dv  ^Tii    dv  ^    ' 

dx    dx^       dyi_  dy        dz_  dz_ 
dv  Jk  '^  Jv  ~dX       Jv  IX  ^ 

i.  Die  Gleichungen  15)  und  16)  enthalten  einfach  die 
Relationen,  welche  zwischen  den  Kosinus  der  Winkel  bestehen^ 
die  drei  rechtwinklige  Richtungen  mit  den  Eoordinatenazen 
bilden;  durch  Differentiation  kann  man  aus  ihnen  eine  grosse 
Zahl  anderer  Relationen  ableiten,  die  ebenfalls  Eigenschaften 
orthogonaler  Systeme  ausdrücken.  Diese  Untersuchung  bietet 
keinerlei  Schwierigkeiten  und  führt  zu  wichtigen  Resultaten, 
um  aber  die  Grenzen^  welche  ich  mir  gesteckt  habe,  nicht  zu 
überschreiten,  beschränke  ich  mich  darauf,  hier  nur  die 
Formeln  anzugeben,  welche  die  Ableitungen 

d^x  d^x  d^x 

dXdti^     dkdv^     diidv'" 

in  Funktion  der  Ableitungen  erster  Ordnung  der  Variabelen 
x^y,  z  und  der  Grössen  L,  Jf,  N  liefern. 

Zu  dem  Zwecke  differentiieren  wir  die  erste  der  Gleich- 
ungen 15)  nach  fi  und  die  zweite  nach  Jl,  so  wird 

dx     d^x         dy_    d*y         dz_  ^d^ !_  aiogL 

dk  dXdfi'^  dx  dXd(i'^  dx  dxdii'^      V     a^   ' 

dx     d^x         dy_    d^y         dz_  _^ 1_  glogjf 

diu  dXdiL'^  d(i  dXdfi'^  dii   dXdii'^       M^       dX 

Differentiiert  man  ferner  die  Gleichungen  16)  nach  ^,  X,  [i 
bezüglich,  addiert  die  beiden  letzten  der  so  erhaltenen  Gleich- 
ungen und  subtrahiert  davon  die  erste,  so  folgt: 

dx     d*x         dy      d^y         dz      d^z 

dv  dXdii'^  dv  dXdiL^  dv  dXd^i'^  ' 

Wenn  man  nun   die   drei  vorigen  Gleichungen   addiert, 

*  dx     dx     dx 

nachdem   man  sie  zuvor  bezüglich  mit  -r-r-»  -;r-'  -t^»  ferner 

°  dX     dfi     dv 


so* 
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mit  -TT-»  -T—f  -T^j  endlich  mit  -r-r-?  ^r"'  ":r-  multipliziert  hat, 

5a      Oft      OV  CA      €[1      ov  ^  ' 

80  wird,  mit  Bücksicht  auf  die  Gleichungen  15)  und  16): 


17) 


dlogL    dx 


d\ogM  dx 

dx     d(i' 


d^y  aiogL    dy      dlogM  dy 

dkd(i  ■"  dii       dX  dX       d(i' 


d^0 
dXd(i 


dlogL    00 
dii     Jx 


aiogjf  d0  ^ 
dx     Jii* 


Diese  Gleichungen  ergeben  durch   Änderung  der  Buch- 
staben auch  die  Werte  der  sechs  übrigen  Ableitungen: 


d^x 

d^x 


dfidv 

d^0 


dvdX       dvdX       dvdX 


Der  Dupinsche  Satz  fQr  orthogonale  Flächen. 
334.  Man  verdankt  Ch.  Dupin  den  schönen  Satz: 

In  jedem  dreifach  orthogonalen  Systeme  unrd  jede  Fläche 
des  einen  Systems  von  den  Flächen  der  beiden  anderen  Systeme 
in  ihren  KrümmungsJcurven  geschnitten. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  ist  in  den  letzten  Gleichungen 
des  vorigen  Paragraphen  enthalten.  Denn  diese  Gleichungen 
kounen  durch  die  eine  Formel  ausgedrückt  werden: 


'i^W   ^{'■W   <-n) 


'dx        "" 


dft 


d^ 


d{L 


dz 

d^ 


L_dM 

M  dX  ' 


Betrachten  wir  nun  den  Schnitt  C  zweier  Flächen,  welche 
den  Systemen 
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A  =  const^    V  "=  const 
bezüglich  angehören,  so  sind  die  Ableitungen  ö~'  ^'  ^  V^^' 

portional  den  Kosinus  der  Winkel,  weiche  die  Tangente  der 
Eurye  C  mit  den  Axen  bildet.    Andererseits  sind  die  Grossen 

1  8A   1  a;i    1  aA     ,      _aa?  -ay   ^a^  ,.    ^  .        , 

-= — ;  -= f  -= oder   L — )  L-^y  L —  die   Kosmus    der 

Ldx    Ldy    Ld0  dk       dk       dX 

Winkel,  welche  die  Normale  der  Fläche  X  mit  den  Koordinaten- 

axen  bildet,  und  ihre  Differentiale 


^^»   — ^7 — ^^J    — ^, —  ^f^^ 


du  ^'         dii         "^^         d^i 

in  Bezug  auf  eine  Verschiebung  längs  der  Kurve  G  sind  nach 
der  obigen  Formel  den  Kosinus  der  Winkel,  welche  zur  Tan- 
gente dieser  Kurve  gehören,  proportional.  Dies  ist  aber  (nach 
§  325)  die  Bedingung  dafür,  dass  C  eine  Krümmungskurre 
der  Fläche  X  ist;  und  der  Dupinsche  Satz  ist  also -bewiesen. 


Das  dreifach  orthogonale  System  zweiter  Ordnung. 

385.  unter  den  dreifach  orthogonalen  Flächensystemen 
ist  vor  allem  dasjenige  bemerkenswert,  welches  von  konfokalen 
Flächen  zweiter  Ordnung  gebildet  wird.  Die  Gleichungen  die- 
ser Flächen  sind: 

_  4- £[_  4- Z =3  1 


1) 


X*  y*  z* 

X*  y*  ^*      _i 


V^v^      c«~i/« 


h  und  c  sind  gegebene  Grössen;  wir  nehmen  i  <,c  an. 

Giebt  man  dem  Parameter  k*  Werte  grösser  als  c*,  dem 
Parameter  ft*  Werte  zwischen  6*  und  c^,  endlich  dem  Para- 
meter V*  Werte  kleiner  als  6*,  so  stellt  die  erste  Gleichung 
EUipsoide,  die  zweite  einschalige  Hyperboloide,  die  dritte 
zweischalige  Hyperboloide  dar.     Alle  diese  Flächen  sind  kon- 
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zentrisch  und  ihre  Hauptschnitte  haben  dieselben  Brennpunkte; 
man  nennt  sie  daher  konfokal. 

Da  die  Gleichungen  1)  vom  ersten  Grade  in  Bezug  auf 
^^y^^^  sind^  so  ist  es  leicht,  dieselben  aufisulösen.  Man  ge- 
langt dazu  am  raschesten  auf  folgendem  Wege.  Ordnet  man 
die  erste  Gleichung  nach  Potenzen  von  A',  so  wird 

Da  die  beiden  folgenden  Gleichungen  sich  aus  der  ersten 
ableiten  lassen,  indem  man  k^  mit  ft^  oder  mit  v^  vertauscht, 
so  besitzt  die  Gleichung  2),  welche  vom  dritten  Grade  in  Be- 
zug auf  A*  ist,  die  drei  Wurzehi  A*,  ft*,  i/*;  folglich  ist 

Die  letzte  Gleichung  giebt  den  Wert  von  a?.  Die  Gleich- 
ungen 1)  ändern  sich  aber  nicht,  wenn  man  die  Buchstaben 
X  und  y  vertauscht,  und  gleichzeitig  A^,ft^,  v*  durch  A*— 6*, 
fi*  —  6*,  V*  —  &*,  ferner  6*  und  c*  durch  —  6*  und  c*  —  6*  er- 
setzt; die  nämlichen  Gleichungen  ändern  sich  auch  nicht, 
wenn  man  x^  und  jer*  vertauscht  und  dabei  A^,  ft^,  v*  durch 
A*  —  c\  ft*  —  c*,  v^  —  c*  und  &*  und  (?  durch  —  (c*  —  V)  und 
—  <?  ersetzt.  Man  kann  also  auch  die  nämlichen  Ver- 
tauschungen  in  den  Gleichungen  3)  vollziehen,  und  die  letzte 
derselben  ergiebt  dann: 


(A«-c>)(c«-^«)(c«-i;*) 
Man  erhält  demnach: 


<?((?-V^z\ 


5) 


«-± 


y  = 


g  = 


^    hc 

-1 

Vx-- 

6*/^«- 

-  h*  Vb*  - 

-V* 

hy~(? 

-V 

1/Ä«- 

"^l/c«- 

V''V<^- 

-J^ 

cy<^-b* 
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Die  Grossen  i/,  ]/&*  —  v^^  y^^  —  6*  und  |/c*  —  (i*  gehen 
auch  durch  den  Wert  null  hindurch;  man  kann  daher  an- 
nehmen^ dass  sie  ihr  Zeichen  wechseln,  und  dies  ist  notwen- 
dig, damit  die  Gleichungen  alle  Punkte  des  Baumes  enthalten. 
Die  Schwierigkeit,  welche  aus  der  Zweideutigkeit  der  Vor- 
zeichen hervorgehen  kann,  lässt  sich  vermeiden,  wenn  man 
zwei  Winkel  ^  und  9  einfahrt,  derart,  dass 


v=bco8i),     yt*  —  v^ 

'— ftsin^, 

yn''-b^~^y(?-b'co8<p,  y<^ 

—  ^*  =  |/c*  —  6*  sin  tp. 

Ans  den  Gleichnngen  5)  folgt: 

jLV    dy   xyn*-b^yb*-v\ 

ds     ky<^-ti'y<*~v* 
3^    cl/c»-6*  yA«-c» 

dx 

kv      dyy^yk*-b*yb*-v\ 
bc'    du    lyd^-b»  >/ft«-6«' 

de       |»VA«-c«  Vc«-v* 
3^       cVc»-i«  Vc»-/t» 

dx 
dv' 

X(i      dy      vyk*-h*y(i'-b^ 
bc'    dv      byc*-b*  /fc*-v*' 

de^   vyk'-e^  yc'-fi' 

und  man  bestätigt  unmittelbar  durch  diese  Gleichnngen,  dass 
das  konfokale  System  in  der  That  ein  dreifach  orthogonales  ist. 

336.  Die  Gleichungen  1)  stellen  auch  dann  noch  ein  drei- 
fach orthogonales  System  dar,  wenn  man  x^  y,  ^,  A  ersetzt  durch 

HC    ti     ü     X  * 

—f—7—j—i  wobei  £  eine   Konstante  ist.     Wenn   man  nach 

€       6       €       S 

dieser  Substitution  b  ^0  macht,  so  werden  die  Gleichungen  1) 


6) 


^  -0. 


J2_^2  ^2_y2 


Dieses  neue  System  wird  gebildet  von  einem  Systeme 
konzentrischer  Kugeln  und  zwei  Systemen  von  Kegeln  zweiter 
Ordnung,  deren  Scheitel  im  Mittelpunkte  der  Kugeln  liegen. 
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Macht  man  in  den  Gleichungen  5)  die  nsLmliche  Substitution, 
so  folgt: 


7) 


X  ' 


bc 


xyc*-ii'  yc*-v* 


cVc'-b* 

337.  Ersetzt  mau  in  der  ersten  Gleichung  1)  x  durch 
x  —  b,  wodurch  der  Eoordinatenanfangspunkt  in  einen  der 
gemeinsamen  Brennpunkte  aller  Hauptschnitte  in  der  arj^ -Ebene 
verlegt  wird ,  und  schreibt  zugleich  c  +  6  an  Stelle  von  e, 
k-\-b  «a  Stelle  von  X,  so  wird  diese  Gleichung: 


2{x  +  X) 


+ 


f 


2A  + 


A* 


+ 


2ik-c)+i?-c* 
b 


0. 


Lässt   man  nun   b  unendlich   werden,   so   reduziert  sich  die 
Gleichung  auf  die  folgende: 

"»ar  +  A. 


4l"^4(A-c) 


Verfahrt  man  ebenso  mit  den  anderen  beiden  Gleichungen  1), 
so  erhält  man  Grenzgleichungen,  die  sich  aus  der  letzten 
durch  Vertauschung  von  A  mit  ^  und  v  ableiten  lassen.  So 
gewinnt  man  ein  neues  dreifach  orthogonales  und  konfokales 
System,  nämlich: 


4A^ 
^- 

4v 


4(A-c) 


=  ar  +  A, 

=  X  +  (l, 

X  +  V. 


—  4  (v  —  c) 

Ist  die  Konstante  c  positiv,  so  stellt  die  erste  Gleichung, 
wenn  man  A  die  Werte  von  e  bis  +  oo   beilegt,  elliptische 
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Paraboloide  dar;  giebt  man  ft  die  Werte  yon  0  bis  c,  so  lie- 
fert die  zweite  Gleichung  hyperbolische  Paraboloide^  und  end- 
lich giebt  die  dritte  Gleichung  ein  neues  System  von  ellipti- 
schen Paraboloiden,  wenn  man  der  Grösse  v  irgend  welche 
negative  Werte  erteilt.  Die  beiden  letzten  Gleichungen  gehen 
aus  der  ersten  durch  Yertauschung  von  A  mit  ft  und  v  her- 
vor; ordnet  man  diese  nach  X,  so  kommt 

Man  hat  demnach 

A-fft  +  v  —  c  —  a:, 


und  hieraus: 


iftV  • 

-'f' 

=-c-A- 

ft-i;, 

-./- 

c 

-2l/ii 

c 

li){c- 

-V) 

9) 


Auch   kann   man   leicht   mittels    dieser    Formeln   bestätigen, 
dass  das  System  in  der  That  orthogonal  ist. 


Die  Krttmmungskurveii  des  Ellipsoides. 
338.  Das  Ellipsoid  sei  dargestellt  durch  die  Gleichung 


1) 


+ 


A*-c= 


=  1, 


und  seine  Halbaxen  haben  die  bestimmten  Werte  A,  Va*—  b\ 
]/A* ■—  c*.  Nach  d6m  Dupin sehen  Satze  kennen  wir  die 
Erümmungskurven  desselben.  Denn  ist  (i^  ein  variabeler  Pa- 
rameter zwischen  b^  und  c^,  so  bestimmen  die  einschaligen 
Hyperboloide,  deren  Wert 
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2) 


=  1 


ist,  auf  dem  Ellipsoide  ein  erstes  System  von  ErQmmongs- 
kurven;  desgleichen  sind  die  Erümmungskurren  des  anderen 
Sjstemes  die  Durchschnitte  des  Ellipsoides  mit  den  zwei- 
schaligen  Hyperboloiden: 


3) 


X' 


y' 


6«- 


«1 


wenn  v^  ein  variabeler  Parameter  kleiner  als  h^  ist. 

Man  erhält  die  Gleichungen  für  die  Projektionen  der 
Erümmungskurven  auf  die  Hauptebenen  der  Fläche,  wenn 
man  nach  einander  z^y  y*^  x^  zwischen  den  Gleichungen  1)  und 
jeder  der  Gleichungen  2)  oder  3)  eliminiert.  Auf  diese  Weise 
findet  man  für  das  erste  System: 


4) 


+ 


+ 


(A«-6«)0»-6«) 
(c»-6»);g« 


-b'y* 


1, 


=  1, 


(X'-b'Jiii*. 
und  für  das  zweite: 


+ 


5«)^(A«_c*)(c»-^«) 


1, 


5) 


X^v*       (A*-6»)(6»-v«)       ' 


b*a^ 


+ 


(c» -&*)«» 


1, 


A»**     '   (A«-c*)(c«-i;«) 

b*y*  c««* 


+ 


■1; 


(A»  -  b')  (6»-  v')  ^  (A*  -  c>)  (c*  -  V«) 
A'   bedeutet  hierbei  stets  einen  festen  Wert;  (t  und  v  sind 
Variabelen. 

Die  Ejrfimmungskurren  beider  Systeme  projizieren  sich 
also  auf  die  a;ir-Ebene,  welche  die  Ebene  der  grössten  und 
der  kleinsten  Axe  ist,  als  Ellipsen.  In  der  Ebene  xy  sowohl, 
wie  in  der  Ebene  ye,  welche  beide  die  mittlere  Axe  des  El- 
lipsoides  enthalten,  projizieren  sich  dagegen  die  Kurven  des 
einen  Systems  als  Ellipsen,  die  des  anderen  als  Hyperbeln. 
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Monge  hat  eine  äusserst  einfache  Konstruktion 
angegeben,  um  die  Projektionen  der  Erümmungskuryen  des 
Ellipsoides  in  den  Hauptebenen  darzustellen.  Betrachten  wir 
z.  B.  die  Projektionen  auf  die  xy- Ebene,  welche  die  Ebene 
der  grössten  und  der  mittleren  Axe  ist.  Werden  die  Längen 
der  Halbaxen  einer  Ellipse ,  welche  die  Projektion  einer  Krüm- 
mungskurye  des  ersten  Systems  bildet,  mit  x^  und  y^  be- 
zeichnet;  so  ist  nach  den  Gleichungen  4) 

also  folgt  durch  Elimination  Ton  (i: 

Bezeichnen  Xj  und  y^  die  Halbaxen  der  Hyperbel,  nach 
welcher  sich  eine  Krümmungskurve  des  zweiten  Systems  pro- 
jiziert, so  hat  man  ebenso  nach  den  Gleichungen  5): 

also 

Betrachten  wir  o?!  und  y^  als  Koordinaten,  so  stellen  die 
letzten  beiden  Gleichungen  eine  Hyperbel  und  eine  Ellipse 
dar,  die  den  nämlichen  Mittelpunkt  haben  wie  das  EUipsoid, 
und  deren  Axen  mit  den  Axen  der  Projektionen  der  Krüm- 
mungskurven  zusammenfiedlen.  Monge  hat  diese  Kurven  die 
HQl&hyperbel  und  -Ellipse  genannt  (hyperbole  et  ellipse 
auxiliaire).  Hat  man  dieselben  konstruiert,  und  wählt  man 
die  Koordinaten  eines  jeden  Punktes  der  ersten  Kurve  zu  Halb- 
axen einer  Reihe  von  Ellipsen,  die  Koordinaten  eines  jeden 
Punktes  der  zweiten  zu  Halbaxen  einer  Reihe  von  Hyperbeln, 
so  hat  man  die  Projektionen  der  beiden  Systeme  von  Krüm- 
mungskurven in  der  :ry- Ebene.  * 

Macht  man  y^  —  0,  so  ergeben  die  beiden  Gleichungen  6) 
und  7):  ix 

Diese  Abscissen  gehören  zu  den  Nabelpunkten  (§  321); 
die  gemeinsamen  Scheitel  der  Hülfshyperbel  und  -Ellipse  sind 
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also  die  ProjektioneD  der  Nabel  punkte  anf  die  a;y- Ebene. 
Diese  Scheitel  liegen  immer  im  Innern  des  Hauptschnittes^ 
denn  da  der   Annahme  nach  b  kleiner  ist  als  o,  so  ist  die 

Grösse  —  kleiner  als  die  halbe  grösste  Axe  A  des  Ellipsoides. 
c 

Wird  fi*— 6*  gesetzt,  so  hat  die  Ellipse,  welche  die  Pro- 
jektion einer  Linie  des  ersten  Systems  bildet,  zur  grossen 
Axe  die  gemeinsame  Aze  der  Hölfsellipse  und  -Hyperbel,  und 
ihre  kleine  Axe  ist  null.  Die  Ellipse  fällt  also  mit  der  x-Axe 
zusammen,  und  hieraus  folgt,  dass  die  in  der  xis  gelegene 
Hauptellipse  eine  Krümmungskurre  ist.  Wächst  (i^  yon  b*  bis 
c^y  so  wachsen  die  beiden  Axen  der  Ellipse.  Für  (i^^  c^  ß.llt 
die  Ellipse  mit  der  Hauptellipse  in  der  xy •'Ebene  zusammen, 
welche  mithin  ebenfalls  eine  Erümmungskurye  ist.  Da  die 
Variabele  /i^  nicht  grossere  Werte  annimmt  als  c\  so  ist  die 
Hülfshyperbel  nur  bis  zu  den  Punkten  zu  nehmen,  wo  sie  von 
den  Tangenten  der  Hauptellipse,  welche  den  Axen  parallel 
sind,  geschnitten  wird. 

Die  Erümmungslinien  des  zweiten  Systemes  haben  als 
Projektionen  die  Gleichungen  5).  Ist  v*  =  &*,  so  hat  die 
Hyperbel  zur  transversalen  Axe  die  gemeinsame  Axe  der 
Hülfshyperbel  und  -Ellipse.  Die  andere  Axe  ist  null  und  die 
Kurve  reduziert  sich  auf  die  geraden  Strecken,  welche  zwischen 
xlen  Nabelpunkten  und  der  Hauptellipse  enthalten  sind.  Nimmt 
V*  von  seinem  Maximalwert  6*  ab  bis  zum  Wert  null,  so  wird 
die  transversale  Axe  kleiner,  und  die  nicht  transversale  wächst. 
Die  erstere  wird  null  für  v*  —  0,  die  Hyperbel  reduziert  sich 
also  auf  die  y-Axe,  und  hieraus  folgt,  dass  ^uch  der  dritte 
Hauptschnitt  des  Ellipsoides  in  der  yz-lSbene  eine  Krüm- 
mungskurve ist. 

Alle  Ellipsen  und  Hyperbeln  in  der  iry-Ebene  kehren 
ihre  konkave  Seite  nach  den  beiden  Punkten,  welche  die  Pro- 
jektionen der  Nabelpunkte  sind.  Die  Krümmungskurven  um- 
schliessen  diese  vier  Punkte,  die  einen  von  der  einen,  die 
anderen  von  der  anderen  Seite;  je  mehr  sie  sich  denselben 
nähern,  um  so  enger  ziehen  sie  sich  zusammen,  und  wenn  sie 
dieselben  erreicht  haben,  fallen  sie  mit  der  Hauptellipse,  auf 
welcher  die  Nabelpunkte  liegen,  zusammen. 
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340.  Alle  Erüminungskurven  des  Ellipsoides  projizieren 
sich  ia  die  Ebene  der  grössten  und  der  kleinsten  Axe  als 
Ellipsen,  um  diese  Projektionen  zu  konstruieren,  genügt  die 
Anwendung  einer  einzigen  HülßeUipse.  Denn  bezeichnen  wir 
mit  x^  und  0^  die  Halbaxen  einer  Ellipse,  welche  die  Pro- 
jektion einer  Erümmungskurve  bildet,  so  hat  man 

oder 

Die  Elimination  von  y^  oder  v'  ergiebt: 

Für  die  Linien  der  einen  Krümmung  hat  man: 


^^>h\    also     x^>'k,    jETj  <  l/A* -  c«, 
und  für  die  der  anderen: 


v^<})\     also     x^<X,    ^i>KA2-c'. 

Es  genügt  den  Quadranten  der  Hülfsellipse  zu  betrachten^ 
welcher  zu  positiven  Werten  von  x  und  z  gehört.  Dann  sieht 
man,  dass  die  Gerade  x^  ^  A,  welche  die  Hauptellipse  berührt, 
den  Quadranten  der  Hülfsellipse  in  zwei  Teile  teilt,  von  denen 
der  eine  den  Kurven  der  ersten  Krümmung^  der  andere  denen 
der  zweiten  entspricht.     Die  Scheitel  der  Hülfsellipse  sind 


Die  Geraden,  welche   diese  Scheitel  paarweise  verbinden, 
bilden  einen  Rhombus ^  dessen  Seiten  die  Gleichungen  haben 


9)  ±^±i^»l 

und  also  (§321)  durch  die  Nabelpunkte  hindurchgehen.  Eli- 
miniert man  x  zwischen  dieser  Gleichung  und  den  Gleichungen 
der  Projektionen  der  Krümmungskurven,  nämlich 
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80  folgt: 


[- 


i<^-(i*)Vk*- 


8 


-0. 


Da  diese  Gleichung  zwei  gleiche  Wurzeln  hat,  so  sieht 
man,  dass  die  Projektionen  aller  Erümmungskurren  die  yier 
Seiten  dieses  Rhombus  berühren;  sie  sind  demselben  also 
eingeschrieben.  Hieraus  folgt,  dass  die  vier  Punkte,  in  denen 
die  Seiten  dieses  Rhombus  die  in  der  rrxf-Ebene  gelegene 
Hauptellipse  berühren,  die  Nabelpunkte  sind.  Denn  wir  haben 
gesehen,  dass  diese  Hauptellipse  eine  Krümmungskurye  ist 
und  dass  sie  auch  die  Nabelpunkte  enthält. 

341.  um  die  Differentialgleichung  der  Projektionen  der 
Erümmungskurren  des  EUipsoides  nach  der  allgemeinen 
Methode  im  §  322  zu  bilden,  genügt  es  die  Grössen  p^  q,  r,  s,  t 
aus  der  Flächengleichung 


zu  bestimmen  und  diese  Werte  in  die  Gleichung  6)  des  ge- 
nannten Paragraphen  einzusetzen.  Einen  Teil  dieser  Rechnung 
haben  wir  schon  im  §  321  ausgeführt  und  daselbst  gefunden: 


ferner: 


1+  p"  _o      y    ■_gg_^o. 

r^  +  (l  +  j,*)--J, 

t,  +  il  +  g^)  =  y--^, 
S5  +  p3  ■=  0. 


Hieraas  folgt: 

e[(j>qr-  (1  +p^)s]  -  -^  pq, 

«[(1  +  «*)«  -pqt]  "  -  -jj—^pq, 
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Substituiert  man  diese  Werte  in  die  Gleichung  6)  des 
§  322  und  führt  man  femer  an  Stelle  von  p  und  q  ihre  Werte 
in  X  und  y  ein,  so  erhält  man  die  gesuchte  Gleichung,  nämlich: 

10)       Axy{^y+(x^-Äy'-B)^-xy  =  0, 

In  der  Integralrechnung  wird  gezeigt  werden,  wie  man 
Ton  dieser  Gleichung  auf  die  Gleichung 

zurückkommt,  die  wir  unmittelbar  auf  Grund  der  allgemeinen 
Eigenschaft  orthogonaler  Systeme  gebildet  haben,  umgekehrt 
ist  es  leicht  zu  bestätigen,  dass  aus  der  Elimination  von  fi^ 
zwischen  der  Gleichung  11)  und  der  aus  ihr  durch  Diflfe- 
rentiation  nach  x  und  y  abgeleiteten  die  Differentialgleich- 
ung 10)  hervorgeht. 

Die  Niveaulinien  and  die  Linien  grössten  Falles. 

342.  Ist  eine  Fläche  auf  drei  rechtwinklige  Koordinaten- 
ebenen  bezogen,  von  denen  die  einC;  die  ^i/-Ebene,  als  hori- 
zontal betrachtet  wird,  so  heissen  die  horizontalen  Schnitte 
der  Fläche  die  Niveaulinien. 

Für  jede  Niveaulinie  ist  dz^O  oder,  da  dz  ^pdx  +  qdy  ist: 

pdx  +  qdy^O,    -g=--f- 

Diese  Gleichung  sagt  aus,  dass  in  jedem  Punkte  einer 
Niveaulinie  die  Tangente  zusammenfällt  mit  der  horizontalen 
Geraden,  welche  in  der  Tangentenebene  des  nämlichen  Flächen- 
punktes liegt.     Denn  diese  Ebene  hat  die  Gleichung: 

g-^«j,(g-rr)-f  2(iy-y),      • 
und  der  Neigungswinkel  ihrer  horizontalen  Linie  ist  bestimmt 

durch  —  —  • 

2  dy 

Setzt  man  den  obigen  Wert  för  -—-  in  die   Differential- 

ax 

gleichung  der  Erümmungskurven  ein  (§  322),  so  folgt: 
pq{r-t)  +  ig^-p')s^O. 
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Diese  partielle  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  wird 
von  allen  den  Flächen  erfüllt,  für  welche  die  Niveaulinien 
Erümmungskurven  sind. 

Zu  einem  einfacheren  Resultate  gelangt  man  noch,  wenn 

man  als  Horizontalebene  die  a:^-Ebene  wählt.    Dann  ist  für 

dy 
die  Niveaulinien  -7—  «=  0,  und  setzt  man  diesen  Wert  in  die 
dx 

Differentialgleichung  der  Erümmungskurven  ein,  so  wird  die- 
selbe 


Für  die  Flächen,  welche  dieser  Gleichung  genügen,  ist 
die  eine  Bedingung  der  Nabelpunkte  von  selbst  erfüllt.  Diese 
Punkte  sind  also  nur  noch  durch  eine  einzige  Gleichung  be- 
stimmt, und  folglich  besitzt  jede  dieser  Flächen  eine  Eurve 
von  Nabelpunkten. 

343.  Linie  grössien  Falles  auf  einer  Fläche  nennt  man 
jede  auf  der  Fläche  gelegene  Eurve,  deren  Tangente  in  jedem 
Punkte  diejenige  unter  den  Tangenten  der  Fläche  ist,  welche 
dort  den  grössten  Winkel  mit  der  horizontalen  Tangente  bildet. 
Die  Tangente  solch  einer  Eurve  ist  daher  selbst  die  Linie 
grössten  Falles  innerhalb  der  Tangentenebene,  d.  h.  sie  ist 
rechtwinklig  zur  horizontalen  Geraden  in  dieser  Ebene. 

Ist  die  Fläche  auf  drei  rechtwinklige  Axen  bezogen,  von 
denen  die  eine,  nämlich  die  ^-Axe,  vertikal  ist,  so  hat  die 
horizontale   Gerade    in    der   Tangentenebene   den   Bichtungs- 

koeffizienten  —  — ;  die  Differentialgleichung  der  Linien  grössten 

Falles  ist  also: 

dy        q 
dx       p 

Die  Ableitungen  p  und  q  sind  mittelst  der  Flächen- 
gleichung als  Funktionen  von  x  und  y  gegeben. 

Legt  man  durch  einen  Flächenpunkt  die  Niveaulinie  und 
die  Linie  grössten  Falles,  so  sind  die  Tangenten  an  diesen 
Eurven  senkrecht  zu  einander.  Die  Niveaulinien  und  die 
Linien  grössten  Falles  bilden  also  auf  der  Fläche  ein  orthogo- 
nales System, 
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Sind  also  die  Niveaulinien  zugleich  Erümmungskurven, 
so  bilden  die  Linien  grössten  Falles  das  andere  System  von 
Erümmungskurven.  Diese  Thatsacbe  kann  man  auch  dadurch 
bestätigen^  dass  man  in  die  Differentialgleichung  der  Erüm- 

munirskurven  für  -3—  den  Wert  —  einsetzt;  man  findet   dann 
^  ■         dx  p  ' 

dieselbe   partielle   Differentialgleichung,  welche  bei  der  Sub- 
stitution anlässlich  der  Niveaulinien  erhalten  wurde. 

344.  Die  Anwendung  der  Gleichungen  auf  das  EUipsoid 
ergiebt:  Ist 

x^  +  my^  +  m^  =  a* 

die  Gleichung  der  Fläche ,  so  wird 

X  +  nep  «  0,    my  +  nzq  =  0, 
also 

p  X 

Die  Differentialgleichung  der  Linien  grössten  Falles  ist 
demnach: 

^y.:^    oder    '^«'-^''5.-0. 
dx         X  y  X 

Die  linke  Seite  ist  das  Differential  von 

l{y)^ml{x)     oder     i|^. 

Der  Quotient  -~  ist  also  gleich  einer  Eonstante  c,  und  mit- 
hin ist  y  _  ^^» 

die   Gleichung  für  die  horizontalen  Projektionen   der  Linien 
grössten  Falles  auf  dem  Ellipsoide. 


Über  Linienflächen.  Ihre  Uuterscheidung  in  abwickel- 
bare nnd  in  nicht  abwickelbare  Flächen. 

345.  Im  folgenden  sollen  verschiedene  Elassen  von  Flächen 
untersucht  und  die  partiellen  Differentialgleichungen  bestimmt 
werden,  durch  welche  man  alle  Flächen  der  nämlichen  Elasse 
darstellen  kann. 

Unter  den  Flächen,  mit  denen  wir  uns  beschäftigen  wollen, 
sind  vor  allem  die  Linienflächen  zu  beachten,  d.  h.  die  Flächen, 

S er r et,  Differential-  und  Iniegr»]- Beohnung.    I.  Bd.  31 
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welche  durch  eine  bewegliche  Gerade  erzeugt  werden.  Die 
Klasse  der  Linienfiächen  teilt  sich  in  zwei  rerschiedene  Arten; 
die  eine  Art  enthält  die  Flächen,  welche  wir  abtvickelbare  ge- 
nannt haben,  die  andere  nicht  abwickelbare  oder  gekrümmte 
Flächen. 

Bezeichnen  wir  mit  x^y^z  geradlinige  Koordinaten  und 
sind  a^b^a^ß  Funktionen  eines  yariabelen  Parameters,  so  sind 
die  Gleichungen  fiir  die  Erzeugenden  einer  beliebigen  Linien- 
fläche 

1)  X'^az  +  a^    y-^bz  +  ß. 

Es  ist  ersichtlich,  dass  man  als  yariabelen  Parameter  irgend 
eine  der  Grössen  a,  &,  a,  /3,  falls  sie  sich  nicht  auf  einen  kon- 
stanten Wert  reduziert,  wählen  kann.  Man  hat  also  in  dem 
allgemeinsten  Falle  nur  drei  willkürliche  Funktionen. 

Wir  suchen  zunächst  die  Bedingung  dafür,  dass  die 
Gerade  1)  eine  abwickelbare  Fläche  erzeugt.  Da  eine  abwickel- 
bare Fläche  Einhüllende  einer  beweglichen  Ebene  ist,  welche 
die  Erzeugende  enthält,  so  wird  die  Gleichung  dieser  beweg- 
lichen Ebene 

2)  (x-az-a)  +  X{y-bg-ß)^  0, 

wobei  A  eine  bestimmte  Funktion  des  Parameters  sein  muss, 
von  welchem  a,  &,  a,  /S  abhängen.  Diflferentiiert  man  die 
Gleichung  2)  nach  dem  Parameter,  so  folgt: 

3)  -  (^gda  +  da)  -  X  (jsdb  +  dß)  +  dX  {y-bz-ß)^  0, 

und  damit  die  Fläche  eine  abwickelbare  sei,  ist  notwendig 
und  hinreichend,  dass  das  System  der  Gleichungen  2)  und  3) 
die  nämliche  Gerade  darstellt,  wie  das  System  der  Gleich- 
ungen 1).  Die  Gleichung  2)  wird  durch  die  Gleichungen  1) 
befriedigt,  imd  damit  auch  die  Gleichung  3)  dadurch  erfüllt 

{zda  +  da)  +  k{zdb  +  dß)^0 

sein,  bei  allen  Werten  von  z.  Dies  giebt  die  beiden  Be- 
dingungen: 

da  +  A  oft  =  0,     da  +  ldß^O, 

und  demnach  durch  Elimination  von  A: 

4)  dadß  -dbda^O, 
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Diese  Gleichung  drückt  die  Bedingung  für  eine  abwickel- 
bare Fläche  aus.  Der  Weg,  auf  welchem  sie  abgeleitet  ist,  ist 
derselbe,  den  wir  bei  der  Bestimmung  der  Krümmungskurren 
einschlugen.  Ist  diese  Bedingung  nicht  erfüllt,  so  erzeugt 
die  bewegliche  Gerade,  welche  durch  die  Gleichungen  1)  dar- 
gestellt ist,  eine  gekrümmte  Fläche. 

346-  Bezeichnen  wir  den  Parameter,  von  welchem  a,  6, 
a,  ß   abhängen,   mit  6,   und  betrachten   wir   die    beiden   Er- 
zeugenden, welche  den  Werten  0  und  0  -f  A0  des  Parameters 
entsprechen.     Die  Gleichungen  dieser  Erzeugenden  sind: 
x^  ag  +  a,    X  ^(a  +  Aa)  ^  +  («  +  Aa), 
y-bz  +  ß,     y-(6-f  Afe);ef  +  (/S  +  A/S). 
Ist  D  die  kürzeste  Entfernung  der  beiden  Geraden  und  i  der 
Winkel,   den  sie  miteinander   bilden,  so  hat  man  nach  be- 
kannten Formeln: 

AaA/3  — A&Aa 


5) 
also 


D  -        , 

±  VAa«  +  A6«  +{aAb-b  Ao/ 

.    ;              V^a*  +  ^&*  +  (a  ^b  -  b  Aa)* 
sin  t  — ^^ ^— 


^/a«+ 6*  + 1  >^(a  + Aa)*+ (6  + A6)»+ 1 


Aa  A/3      Aft  A« 
A0  A0      AO  AO 


Lässt  man  A0  nach  null  konvergieren  und  geht  zu  den 
Grenzen  über,  so  wird  dieser  Ausdruck,  wenn  man  den  ge- 
meinsamen Divisor  dd^  fortlässt: 

ß.     ..     D       ,  flini.  2  I  j.a  I  i\  dadß  —  dbda 

6)    lim  —  «  ±  —^  (a^+  6* -f  1)  ,  o  ,    ,.i  ,  ,    ■,. — r^-Ti' 
^  z  t    ^  ^  dar+  dlr+  (adh  —  Iddf 

Ist  die  Bedingung  4)  nicht  erfüllt,  so  hat  die  linke  Seite 
dieser  Gleichung  im  allgemeinen  einen  endlichen  von  null 
verschiedenen  Wert,  und  hieraus  schliesst  man  den 

LehrsstB  I.  Bei  einer  nicht  dbmckelbaren  Linienfläche 
sind  die  kürzeste  Entfernung  zweier  unendlich  benachbarter  Er- 
st* 
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zeugenden  und  der  Winkel,  welchen  dieselben  mit  einander  bilden, 
im  allgemeinen  unendlich  Meine  Grössen  gleicher  Ordnung. 

347.  Bei  den  abwickelbaren  Flächen ,  mit  Ausnahme  der 

Cylinder,    konvergiert    das    Verhältnis   -r-  nach   der   Grenze 

null,  d  h.  die  Entfernung  D  wird  von  höherer  Ordnung  un- 
endlich klein  als  der  Winkel  t.  Da  die  Erzeugenden  einer 
abwickelbaren  Fläche  Tangenten  einer  Kurve  sind,  der  Rück- 
kehrkurve der  Fläche,  so  ist  es  zweckmässig,  die  Grossen, 
welche  sich  auf  diese  Kurve  beziehen,  einzuführen.  Bezeich- 
nen wir  also  mit  x,  y,  z  die  rechtwinkligen  Koordinaten  der 
Rückkehrkurve,  mit  a,  ß^  y  die  Winkel,  welche  ihre  Tangente 
mit  den  Axen  bildet,  so  werden  die  Gleichungen  der  Tan- 
gente: j.  , 

cos  a         cos  ß        cos  y 
und  für  eine  zweite  Tangente: 

6  —  a;  —  Ao;  ri  —  y  —  Ay  %  —  z  —  äkZ 


cosa-fAcosa       cos/S -f  Acos/S       cosy-f  Acosy 
Setzt  man 

A  =  cos  ß  .  A  cos  Y  —  cos  y  .  A  cos  /S, 

1)  .B  =  cos  y  .  A  cos  a  —  cos  a  .  A  cos  y, 

C  ==  cos  a  .  A  cos  ß  —  cos  ß  .  A  cos  a, 

so  ist  der  Ausdruck  für  die  kürzeste  Entfernung  D  der  beiden 
Tangenten 

Sind  nun,  wie  früher,  9,^,3^  und  A,  ft,  1/  die  Winkel, 
welche  die  Hauptnormale  und  die  Axe  der  Oskulationsebeue 
der  Rückkehrkurve  mit  den  Koordinatenaxen  bilden,  s  die 
Bogenlänge,  da  und  dx  der  Kontingenz-  und  der  Torsions- 
winkel, so  ist  nach  der  Taylorschen  Formel: 

Ao;  -  rfa;  +  -J-  d^x  +  i  ^^«^  +  •  • ' j 
und  wenn  man  den  Bogen  s  als  unabhängige  Variabele  wählt, 
so  ist  (§  274): 
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dx  —  ds  cos  a, 
(px  —  ds  da  cos  (f, 
d^x  «  dsd^<scos(p  —  dsdo^  cosa  —  d$  da  dt  cosL 

Der  Wert  von  Ax  wird  also,  indem  man  unendlich  kleine 
Grössen  vierter  Ordnung  fortlässt: 

.        /,      dsda^            {dsda     dsd?o\             dsdcdr 
Ax^'ids ^ — jcosa  +  l — ^ — + — ^ — Icosy ^ cosA. 

Nach  derselben  Formel  erhält  man  die  Werte  von  Ay 
und  A^;  wenn  man  a,  g>f  X  durch  ß,  ^^  (i  und  durch  y^  %}  ^ 
ersetzt. 

Da  nun  ^  cos  «  +  i^  cos  /S  +  C  cos  y  =  0  ist,  so  wird  der 
Wert  von  D  bis  auf  unendlich  kleine  Grössen  vierter  Ordnung: 

(dsda      dsd^a\  Acos^>  +  BcosV'  +  Ccos^r 


Z)«(^ 


dsda  dt  ^cosA  +  B  cos\l  +  Ccosv 

Nach  den  Gleichungen  im  §  265  ist  aber: 

-4cos9  +  Bcos^  +  Ccos;c 
=»  —  (cosA  .  A  cosa  +  cos  jk  .  A cos  ß  +  cos  v  .  A  cosy), 

A  cos  A  +  ^  cos  ft  +  Ccos  V 

—  +  (cos  9 .  A  cos  a  +  cos  ^  .  A  cos  j8  +  cos  % .  A  cos  y). 

Ferner  wird  bis  auf  unendlich  kleine  Grössen  dritter  Ordnung: 

A  7  1  j«  /  ,     .  ^^\  äa^  da  dt 

A  cosa  «=  a  cos«  +  \-  dr  cosa  =  [da  +  -^1  cos  9  -  -^  cosa ^  cos  A, 

woraus  ebenso  die  Ausdrücke  für  Acos/S  und  Acosy  durch 
Yertauschung  der  Buchstaben  hervorgehen.  Hieraus  schliesst 
man,  dass 

Acosq)  +  jBcost/;  +  Ccos;^  =  -1-  dadt 

bis  auf  unendlich  kleine  Grössen  dritter  Ordnung,  und  dass 
-^.cosA  +  -BcosjLt  +  Ccosi;  «  da 

bis  auf  unendlich  kleine  Grössen  zweiter  Ordnung  werden. 
Endlich  ist  mit  Vernachlässigung  von  unendlich  kleinen 
Grössen  zweiter  Ordnung 
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und  folglich  wird  der  Ausdruck  für  D  gleich: 

bis  auf  unendlich  kleine  Grossen  vierter  Ordnung.  Bezeichnet 
man  mit  B  und  T  die  Radien  der  beiden  Krümmungen,  so 
kann  man  auch  schreiben: 

^      12ET 
Demnach  hat  man  den 

Lehrsats  IL  Das  Verhältnis  der  kürzesten  Entfernung 
zweier  benachbarter  Tangenten  einer  bdiAigen  Kurve  zur  dritten 
Potenz  der  zwischen  den  Bervhrungspunkkn  enthaltenen  Bogen- 
länge lud  den  zwölften  Teil  des  Btod%üctes  aus  den  büden  Krüm- 
mungen des  Kurvenbogens  zur  Grenze. 

Man  kann  bemerken,  dass  die  Ordnung  der  Grosse  D 
sich  nicht  über  die  dritte  erhebt;  denn  dieses  Glied  dritter 
Ordnung  verschwindet  nicht  aus  der  Gleichung  3),  ausser 
wenn  dt  =  0  ist;  ist  aber  die  Kurve  eben,  so  ist  D  durchaas 
gleich  null.    Hieraus  folgt  der  von  Herrn  Bouquet  bewiesene 

Iiehrsats  IIL  Ist  ein  System  von  Geraden  gegeben,  deren 
Gleichungen  einen  variabelen  Parameter  enthalten  ^  so  wird  die 
h'irzeste  Entfernung  zweier  unendlich  benachbarter  Geraden  im 
allgemeinen  nicht  von  höherer  als  der  dritten  Ordnung  im  Ver- 
gleich zu  dem  Winkel  der  nämlichen  Geraden  unendlich  ktein, 
ausser  wenn  sidt  die  Entfernung  Oberhaupt  auf  null  reduziert. 


Die  CylinderlUelieii  und  ihre  ]Hu*tielle 
Differentialgleieiiiuig. 

348.  Den  einfuchsten  Fall  abwickelbarer  Flächen  bilden 
die  Cylinder.  Die  bewegliche  Ebene,  deren  Einhüllende  die 
Fläche  ist,  und  die  umgekehrt  die  Tangentenebene  der  Fläche 
bildet,  ist  hier  einer  festen  gegebenen  Geraden  parallel  Hier- 
aus lässt  sich  unmittelbar  die  partielle  Differentialgleichung 
der  Fläche  bilden.     Denn  sind 
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die  Gleichungen  der  Geraden,  welche  parallel  zu  den  Er- 
zeugenden durch  den  Anfangspunkt  des  geradlinigen  Eoordi- 
natensystemes  gelegt  ist,  und 

die  Gleichung  der  Tangentenebene  der  Fläche  im  Punkte 
a:,  y,  Zy  so  wird  die  Bedingung  dafür,  dass  diese  Ebene  der 
Geraden  parallel  ist: 

1)  ap  +  hq^  1. 

Dies  ist  die  partielle  Differentialgleichung,  welche  alle 
cylindrischen  Flächen  mit  der  vorgeschriebenen  Richtung  der 
Erzeugenden  erfüllen  müssen. 

Man  kann  dieselbe  auch  ableiten  aus  der  Eoordinaten- 
gleichung,  welche  für  die  cylindrischen  Flächen  besteht. 
Wenn  die  Gleichungen 

2)  X'-^az  +  ay    y^lz  +  ß 

eine  Erzeugende  der  Fläche  darstellen,  so  hängen  a  und  ß 
von  einem  variabelen  Parameter  ab,  und  sind  also  mit  ein- 
ander durch  eine  Gleichung 

3)  *(«,/J)-0 

verbunden,  in  welcher  O  eine  willkürliche  Funktion  bedeutet. 
Die  Elimination  von  a  und  ß  zwischen  den  Gleichungen  2) 
und  4)  liefert: 

4)  a>  (a;  —  az^  y  —  6je?)  —  0 

und  dies  ist  die  allgemeine  Funktionalgleichung  der  Cylinder- 
flächen.  Um  die  partielle  Differentialgleichung  zu  erhalten, 
muss  man  die  Funktion  O  nach  der  Methode  des  §  82  eli- 
minieren. Differentiiert  man  die  Gleichung  3)  oder  4)  par- 
tiell nach  X  sowohl  wie  nach  j^,  so  folgt: 

und  die  Elimination  des  Verhältnisses  -r —  :  -r-r  führt  auf  die 

da     dp 

partielle  Differentialgleichung  1). 
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In  der  iDtegralrechnung  wird  gezeigt  werden,  wie  man 
Yon  der  partiellen  Differentialgleichung  umgekehrt  zu  der 
Funktionalgleichung^  welche  nur  die  Koordinaten  euthält,  zu- 
rückkommt. 

Da  die  cylindrischen  Flächen  abwickelbar  sind,  so  bilden 
ihre  Erzeugenden  ein  erstes  System  von  Krümmungskurven 
(§  327);  das  zweite  System  wird  von  den  zu  den  Erzeugenden 
senkrechten  Schnitten  geliefert. 

Anmerknng.  Die  Funktionalgleichung  4)  ist  allgemeiner 
als  die  partielle  Differentialgleichung  l).  Die  Funktion  <Z>  (er,  ß\ 
welche  die  Leitkurve  des  Cylinders  in  der  rr^- Ebene  bildet^  kann« 
da  <Z>  eine  völlig  willkürliche  Funktion  sein  soll,  so  beschaffen 
sein,  dass  sie  an  keiner  Stelle  eine  bestimmte  Tangentenrichtung 

30   00 

besitzt,   d.  h.  dass   der    Quotient  -tt"'  ;^v  *^  keiner  Stelle   einen 

oa    dp 

bestimmten  Wert  hat.  In  diesem  Falle  führt  auch  die  partielle 
Differentiation  der  Funktionalgleichung  zu  keinen  bestimmten 
Gleichungen,  und  die  Gleichung  l)  besteht  nicht  mehr.  Geome- 
trisch sagt  dies  aus:  Die  CylinderflSche,  welche  durch  Bewegung 
einer  parallelen  Geraden  l&ngs  einer  vorgeschriebenen  Leitkurve 
erzeugt  ist,  kann  nicht  mehr  betrachtet  werden  als  Einhüllende 
eines  Systems  von  Ebenen,  die  einer  bestimmten  Richtung  parallel 
sind;  die  Tangentenebene  des  Cylinders  ist  in  den  Punkten  jeder 
Erzeugenden  völlig  unbestimmt  Dieselbe  Bemerkung  gilt  auch 
für  die  folgenden  Flächenarten. 


Bio  KegelflüGhen  und  Ihre  partielle  Differentialgleichung. 

349.  Die  Kegelfiächen  gehören  auch  zu  den  abwickel- 
baren; die  bewegliche  Ebene ^  welche  von  der  Fläche  ein- 
gehüllt wird,  geht  durch  einen  festen  Punkt;  sie  ist  zu- 
gleich die  Tangentenebene  der  Fläche.  Bezeichnet  man  also 
mit  Xq,  y^,  Zq  die  geradlinigen  Koordinaten  des  festen  Scheitel- 
punktes, mit  Xy  y,  z  die  Koordinaten  der  Flächenpunkte,  so 
muss  jede  Tangentenebene  die  Gleichung  erfüllen: 

1)  ^  -  e^-^p  {x  -x^)  +  q{y^  y^). 

Dies  ist  die  partielle  Differentialgleichung  der  Kegel- 
flächen. Sie  kann  auch  aus  der  allgemeinen  Funktionalgleich- 
ung der  Flächen  abgeleitet  werden.     Sind 
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2)  x-XQ^a{z-z^,    y-y^-h{si-z^ 

die  Gleichungen  der  Erzeugenden^  so  hängen  die  Grössen  a 
und  h  von  einem  Parameter  ab,  d.  h.  sie  sind  unter  einander 
durch  eine  Gleichung 

3)  a>  (a,  &)  =  0 

verbunden,  wobei  O  eine  v^illkürliche  Funktion  bedeutet.  Die 
Elimination  von  a  und  h  ergiebt  die  Gleichung,  welche  zwischen 
den  Koordinaten  Xy  y,  z  einer  Eegelfläche  besteht^  nämlich: 


4)  o(?-=^«-,    ^^^-)-0. 

^  \z-z^      z  —  z^J 


DifiPerentiiert  man  die  Gleichungen  3)  oder  4)  partiell 
nach  X  und  nach  y^  so  folgt: 

-  -^  ff(a:  -  ^o)  +  -^  [(^  -  ^o)  ~  ^(y  -  !/o)]  -  0- 

Die  Elimination  des  Verhältnisses -r— : -^i-  führt  auf  die 

da     CO 

partielle  Differentialgleichung  1),  und  umgekehrt  lässt  sich 
aus  dieser  die  Funktionalgleichung  ableiten,  wie  in  der  In- 
tegralrechnung gezeigt  werden  wird. 

Die  Erzeugenden  der  Eegelfläche  bilden  ein  System  von 
KrQmmungskuryen  (§  327);  das  andere  erhält  man,  wenn,  man 
die  Fläche  mit  allen  Kugeln  durchschneidet,  deren  Mittel- 
punkt der  Scheitel  des  Kegels  ist. 


Die  Konoidflftchen  nnd  Ihre  partielle 
Differentialgleichung. 

850.  Die  Konoidflächen,  welche  zur  nicht  abwickelbaren 
Art  von  Linienflächen  gehören,  werden  von  einer  beweglichen 
Geraden  erzeugt,  welche  stets  eine  feste  Gerade  schneidet  und 
dabei  parallel  zu  einer  festen  Ebene  bleibt.  Die  feste  Gerade 
heisst  die  I>irektrix  oder  Leitgerade,  die  feste  Ebene  die  Leit- 
ebene.  Das  hyperbolische  Paraboloid  ist  ein  Konoid.  Sind 
in  Bezug  auf  drei  beliebige  Axen 
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05  —  Wi?  +  /[t,    y  «  njer  +  1/ 

die  Gleichungen  der  Leitgeraden,  und 

Ax+  By  +  C0^O 

die  Gleichung  der  Leitebene,  femer 

1)  X  ^  a0  +  a^     y  '^bz  +  ß 

die  Gleichungen  der  Erzeugenden,  so  müssen,  damit  dieselbe 
die  Leitgerade  trifft  und  der  Leitebene  parallel  ist,  die  Gleich- 
ungen erfüllt  sein: 


2) 


a—-  m      b  —  n 

^  ä ' 

a  —  fi       ß  —  V 


^  Aa  +  Bb  +  C'-O, 

Diese  Gleichungen  bestimmen  zwei  der  Grössen  a,  6,  a,  ß 
als  Funktionen  der  beiden  anderen,  und  diese  beiden  sind 
durch  eine  willkürliche  Funktion  mit  einander  verbunden. 
Um  die  partielle  Diffierentialgleichung  der  Fläche  zu  bilden^ 
hat  man  die  Bedingungen  aufzustellen,  dass  die  Tangenten- 
ebene in  einem  beliebigen  Punkt  x,  y,  z  der  Fläche,  deren 
Gleichung 

ist,   die   Erzeugende   enthält,   oder   parallel   ist  zur  Geraden 
I ««  ag,  ij  «  ftg;  auf  diese  Weise  erhält  man 

3)  ajp  +  &g  «  1. 

Eliminiert  man  nun  die  yier  Grössen  a,  6,  a,  ß  zwischen 
den  fünf  Gleichungen  1),  2)  und  3),  so  erhält  man  die  partielle 
Differentialgleichung,  nämlich 

.p{X'-mz-yL)  +  q{y'-nZ''v)    Ä(x-mz-fi)-\-B{y-nz-v) 
^  mp  +  nq-l  "  Am  +  Bn  +  C 

Diese  Gleichung  vereinfacht  sich,  wenn  man  die  Leit- 
gerade zur  Z'Axe  und  die  Leitebene  zur  xy-Ehene  wählt; 
alsdann  hat  man: 

w  =  0,    ft«0,    n«0,     i;  =  0,     ^-0,     B  -  0, 

und  die  Gleichung  4)  reduziert  sich  auf 

5)  px  +  qy  «  0. 
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In  diesem  Falle  sind  die  Gleichungen  der  Erzeugenden, 
welche  die  jsr-Axe  treffen,  und  der  a:y-Ebene  parallel  sind: 

6)  13  ^h^     y  ^  gx. 

Die  Grössen  h  und  g  sind  durch  eine  willkürliche  Gleich- 
ung mit  einander  verbunden,  und  setzt  man 

7)  A-9'(l^), 

80  ergiebt  die  Elimination  der  Grössen  h  und  g  aus  den  drei 
Gleichungen  6)  und  7)  als  Gleichung  einer  beliebigen  Eonoid- 
fläche  mit  den  vorgeschriebenen  Bedingungen 

8)  .  =  „(|.). 

Dieselbe  besagt,  dass  ^  eine  willkürliche  homogene  Funk- 
tion nuUter  Ordnung  von  x  und  y  ist  Um  die  Funktion  q>  zu 
eliminieren,  kann  man  also  das  Theorem  über  homogene 
Funktiotien  anwenden,  wodurch  man  wieder  auf  die  Gleich- 
ung 5)  gefuhrt  wird. 

Die  Rotationsflächen  nnd  ihre  partielle  Differential- 
gleichnng. 

351.  Bei  jeder  Botationsfläche  schneidet  die  Normale 
jedes  Flächenpunktes  die  Axe.  Aus  dieser  Eigenschaft  kanr 
man  unmittelbar  die  partielle  Differentialgleichung  diesei 
Flächen  ableiten;  denn  sind  in  Bezug  auf  drei  rechtwinklige 
Axen 

a-^)+i)a-^)-0    und     (ri^y)  +  q{i--z)^0 

die  Gleichungen  der  Normale  im  Punkte  x^  y^  z^  und 

die  Gleichungen  der  Axe  der  Fläche,  so  erhält  man,  indem 
man  g,  97,  g  aus  diesen  vier  Gleichungen  eliminiert: 

1)    (2  +  w)(rc-f  j)j?-fi)-(j)-t-m)(j/-f  g£r-i;)«=0, 

und  dies  ist  die  partielle  Differentialgleichung. 

Man  kann  diese  Gleichung  auch  ableiten  aus  der  Funk- 
tionälgleichung,  welche  die  Koordinaten  der  Flächenpunkte 
erfüllen   müssen.    Die   Rotationsfläche  wird  nämlich  erzeugt 
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durch  einen  Kreis  von  beweglichem  Radius,  dessen  Mittel- 
punkt auf  der  Axe  liegt,  und  dessen  Ebene  senkrecht  zur 
Axe  ist.  Zur  Darstellung  dieses  Kreises  dienen  die  beiden 
Gleichungen: 

^  mx  +  ny  +  z  f=  V. 

Die  erste  repräsentiert  eine  Kugel  mit  yariabelem  Radius, 
deren  Mittelpunkt  der  Fusspunkt  der  Axe  auf  der  a;y-£bene 
ist,  die  zweite  eine  bewegliche  Ebene  senkrecht  zur  Axe. 
Die  Grössen  u  und  v  sind   durch  eine  willkürliche  Gleichung 

3)  0(u^v)  =  O 

mit  einander  verbunden,  welche  die  Gleichung  der  Rotations- 
fläche wird,  wenn  man  u  und  v  durch  ihre  Werte  aus  den 
Gleichungen  2)  ersetzt.  Differentiiert  man  dieselbe  nach  x 
sowohl  wie  nach  y,  so  folgt: 

Die  Elimination  von  -;--' :  -       aus  diesen  beiden  GleichuncreQ 

du      dv  ^ 

ergiebt  die  oben  gebildete  partielle  Differentialgleichung. 

Wählt  man  die  Axe  der  Rotationsfläche  zur  ;?-Axe;  so 
wird  m  —  0,  |Lt  =  0,  w-«0,  i/«0;  die  partielle  Differential- 
gleichung reduziert  sich  auf 

4)  ^^-py-^j 

und  die  Gleichungen  2)  und  3)  ergeben  als  Funktionalgleichung: 

<l>(a;*+y^^)  «  0    oder    ^ -=  9>(a;*+ y*), 
wobei  (p  eine  willkürliche  Funktion  ist. 

352.  Auf  den  Rotationsflächen  bilden  die  Meridiankurven 
und  Parallelkreise  die  beiden  Systeme  von  Krümmungskurven. 
Denn  die  Normalen  der  Fläche,  welche  in  den  Punkten  einer 
Meridiankurve  konstruiert  werden,  liegen  in  der  Meridianebene, 
und  die  Normalen  in  den  Punkten  eines  Parallelkreises  bilden 
einen  Rotationskegel.  Man  kann  dies  auch  vermittelst  der 
allgemeinen  Gleichung  der  Krümmungskurven 
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dp  dq 

dx  +pde  ^  dy  +  qdz 

bestätigen.    Denn  nach  der  Gleichung  5)  wird 

p^2xipXx'  +  y^,    g«2y()pV+!/'), 
demnach: 

dp  ^2  g>'(^  +  y')  dx  +  2x  <p\x^  +  y*)  2(xdx  +  y  dy), 
dq  ^2fp\x^+y^)  dy  +  2yq>\x^+  y^)2(xdx  +  ydy). 
Aus  der  Gleichung  5)  folgt  aber  auch: 

dg  «  (p\x*+  y^)  2{xdx  +  ydy)^ 
und  sonach  ist: 

dp^2(pXx*+y^)dx  +  2xy',  dz,  dq^2(pXx^+y^)dy  +  2y^de. 

Setzt  man  diese  Werte  von  p,  g,  dp,  dq  in  die  Gleichung: 
dp  dq 

dx  +pdz  ^  dy  +  q  dz 
ein,  so  erhält  man: 

dzixdy  -ydx)  \^  -^9'«]  «  0. 
Diese  Gleichung  zerlegt  sich  in  die  beiden: 

'         X 
Für    das    eine    System   der  Erümmungskurven   ist   also 

z  «  konst,  für  das  andere  -  -  »=  konst,  womit  der  ausgesprochene 
Satz  bewiesen  ist. 


Die  partielle  Dlfferentlalglelchnng  der  abwickelbaren 

Fliehen. 

353.  Wenn  die  Gleichung  einer  Flächenfamilie,  welche 
von  den  geradlinigen  Koordinaten  x^  y,  z  und  einem  variabelen 
Parameter  a  abhängt,  eine  willkürliche  Funktion  dieses  Para- 
meters enthält,  also  von  der  Form  ist: 

so  kann  man  aus  den  Gleichungen^  welche  die  Einhüllende 
dieser  Flächen  enthält: 
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f-o,   ^-0, 

die  willkürliche  Funktion  (p  eliminieren.  Man  erhält  auf  diese 
Weise  eine  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung, 
welche  allen  Einhüllenden  angehört,  die  sich  nur  durch  die 
Beschaffenheit  der  Funktion  97  unterscheiden.  Wir  wollen  hier 
diese  Rechnung  nicht  wiederholen,  die  im  §  85  ausreichend 
entwickelt  ist.  Hinsichtlich  der  Fälle  aber,  bei  denen  die 
gegebene  Gleichung  mehrere  willkürliche  Funktionen  des  Para- 
meters a  enthält,  müssen  wir  uns  auf  die  abwickelbaren 
(developpabelen)  Flächen  beschränken. 

354.  Wir  betrachten  eine  bewegliche  Ebene,  welche  durch 
die  Gleichung 

1)  is^ax  +  y(p(a)  +  ^(a) 

dargestellt  ist,  wobei  a  einen  variabelen  Parameter,  g){a)  und 
t{a)  zwei  willkürliche  Funktionen  desselben  bezeichnen.  Die 
Ableitung  der  Gleichung  nach  a  ist 

2)  0  =  x  +  y97'(«)  +  ^'(a) 

und  das  System  dieser  beiden  Gleichungen  repräsentiert  alle 
abwickelbaren  Flächen. 

Der  Wert  des  totalen  Differentiales  dz  wird  erhalten, 
indem  man  die  Gleichung  1)  differentiiert  unter  der  Annahme, 
dass  a,  infolge  der  Gleichung  2),  eine  Funktion  der  Varia- 
belen X  und  y  ist.  Da  aber  infolge  dieser  Gleichung  der 
Koeffizient  von  da  verschwindet,  so  ist 

3)  dz^adx  +  (p(a)dy^ 

wie  wenn  a  konstant  wäre.     Hieraus  folgt,  dass 

4)  !>=-«,     2-=9(«), 

und  nun  lassen  sich  leicht  zwei  partielle  Differentialgleich- 
ungen erster  Ordnung  bilden,  die  allen  abwickelbaren  Flächen 
angehören  und  nur  eine  einzige  willkürliche  Funktion  ent- 
halten. Denn  die  letzten  Gleichungen  ergeben  durch  Elimi- 
nation von  a: 

5)  2-9(p). 
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Trägt  man  die  Werte  für  a  und  g?(a)  aus  den  Gleich- 
ungen 4)  in  die  Gleichung  1)  ein^  so  erhält  man: 

6)  ^'^px  +  qy  +  ^ip). 

Jede  der  Gleichungen  5)  und  6)  enthält  nur  eine  will- 
kürliche Funktion;  und  dies  sind  die  beiden  Gleichungen^ 
welche  wir  bilden  wollten.  Man  kann  noch  bemerken,  dass 
die  Gleichung 

7)  ^-p^  +  qy  +  i^ip,q\ 

wo  ^  eine  willkürliche  Funktion  von  p  und  q  bezeichnet,  nicht 
allgemeiner  ist  als  die  Gleichimg  6);  denn  da  q  eine  Funktion 
von  p  ist,  so  ist  auch  tlf{p^q)  eine  willkürliche  Funktion 
von  ^  allein.  In  der  Integralrechnung  wird  gezeigt  werden, 
dass  auch  umgekehrt  die  Gleichnng  5)  nur  auf  abwickelbare 
Flächen  führt^  und  dass  dasselbe  mit  einer  gewissen  Ein- 
schränkung auch  für  die  Gleichungen  6)  und  7)  gilt. 

355.  Um  die  willkürliche  Funktion,  welche  in  jeder  der 
drei  letzten  Gleichungen  nachgeblieben  ist,  zu  eliminieren^ 
muss  man  die  partiellen  Ableitungen  zweiter  Ordnung  ein- 
führen. Betrachtet  man  zuerst  die  Gleichung  5)  und  diffe- 
rentiiert  dieselbe  total,  so  folgt: 

dq  ==  g?'(p)  dp    oder    $dx  +  t  dy  «=  (r  dx  +  s  dy)  ^'(p). 
Hieraus  gewinnt  man  die  beiden  Gleichungen: 

s  =  r<p^{jß)     und     t^  s<p^ (p), 
also 

8)  rt-s^^O. 

Dies  ist  die  partielle  Differentialgleichung  zweiter  Ord- 
nung, welche  von  allen  abwickelbaren  Flächen  erfüllt  wird. 
Sie  sagt  aus  (§  320),  dass  in  jedem  Punkte  der  Fläche  einer 
der  Hauptkrümmungsradien  unendlich  ist. 

Untersucht  man  ebenso  die  Gleichung.  7),  welche  die 
Gleichung  6)  umfasst,  indem  man  dieselbe  total  differebtiiert, 
so  folgt  die  Gleichung: 

dz  ^(pdx  +  qdy)  +  {x+^)dp+{y  +  |-^)  dq, 
die  sich,  da  dz  ^pdx  +  qdy,  auf 
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(.+|i).,+(,+il).,_„ 

reduziert.  Setzt  man  hier  für  dp  und  dq  ihre  Werte  rdx  +  s  dy, 
und  sdx  +  tdy  ein,  so  folgt: 

■('+:f)'+('+-::^)»-«. 
('+t)»+('+i*)'-»- 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgt  die  Differential- 
gleichung 8);  dabei  ist  indessen  noch  zu  beachten,  dass  diese 
Gleichungen  auch  erfüllt  sind,  indem  man 

setzt.  Eliminiert  man  nun  p  und  q  aus  den  Gleichungen  7) 
und  9),  so  erhält  man  eine  Gleichung  zwischen  x^y,z^  welche 
im  allgemeinen  keine  abwickelbare  Fläche  darstellt  und  doch 
der  Gleichung  7)  genügt.  Doch  wollen  wir  hier  auf  diesen 
Gegenstand  nicht  näher  eingehen,  welcher  der  Integralrechnung 
angehört 

356.  Trägt  man  die  Werte  von  p,  g,  dp,  dq  aus  den 
Gleichungen  4)  und  den  Wert  von  dz  aus  der  Gleichung  3) 
in  die  Gleichung  der  Erümmungskurven 

dp dq 

dx  +pd0  ""  dy  +  q  dz 
ein,  so  erhält  man: 

10)  (i«[{l  +  g?«(«)-ag?(a)9'(a)}rfy  +  {a9>(a)-(l+a«)9>'(a))rfa:]=0. 

Diese  Gleichung  zerlegt  sich  in  die  beiden: 

Die  erste  Gleichung  11)  ergiebt  a  =>  Eonst.;  sie  bestimmt 
die  Erzeugenden  der  Fläche,  welche  das  eine  System,  von 
Erümmungskurven  auf  der  Fläche  bilden,  wie  schon  früher 
(§  327)  bemerkt  wurde.  Die  zweite  liefert  zusammen  mit  der 
Gleichung  2)  die  Differentialgleichung  für  das  andere  System. 
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Die  Eanalflächen. 
357.  Unter  einer  Kanalfläche  Tersteht  man  die  Ein- 
hüllende einer  Kugel  von  gegebenem  Radius,  deren  Mittel- 
punkt eine  willkürliche  ebene  Kurre  beschreibt.  Bezeichnet 
man  mit  a  den  Radius  der  Kugel,  mit  a  einen  Tariabelen 
Parameter,  mit  q)(a)  eine  willkürliche  Funktion  desselben,  so 
folgt  die  Gleichung  der  Flächen  aus  der  Elimination  von  a 
zwischen  den  beiden  Gleichungen 

1)  (x-a)  +  [y-  <p{a)]  <p'(a)  -  0. 

Wir  haben  bereits  im  §  87  die  partielle  Differentialgleich- 
ung erster  Ordnung  gebildet,  welche  zu  diesen  Flächen  ge- 
hört; wir  sahen,  dass  die  erste  der  Gleichungen  1)  ergiebt: 

2)  {x^a)+pz^O,     \y-(p(a)]  +  qz^O, 

und  dass  man  durch  Elimination  yon  q)(a)  und  a  die  Gleich- 
ung erhält: 

Wir  wollen  nun  noch  die  Erümmungskurren  der  Fläche 
bestimmen.    Aus  der  Differentiation  der  Gleichungen  2)  folgt: 

4)    dx  +  p dz  +  z dp  =^  dtt^    dy  +  qdz  +  zdq^  ip' (a) da, 
und  andererseits  hat  man  gemäss  denselben  Gleichungen  und 
der  zweiten  der  Gleichungen  1): 

p  +  q  9'(«)  —  0     oder     ^'(a)  —  —  — . 

Hieraus  gewinnt  man: 

zdp  da 


1  + 

1  + 


dx+pdz        dx+pdz 
z  dq  p         da 


dy  +  qdz  q   dy  +  q  dz 

Die  linken  Seiten  dieser  Gleichungen  sind  aber  für  die 
Erümmungkurven  einander  gleich,  und  mithin  ist  die  Gleich- 
ung dieser  Kurven: 

Q^er  dx+pdz        dy  +  qdz^    ' 

dies  ergiebt:  d +!>*+ ^V^cf«  =  0; 

Serret,  Pifferentiftl-  and  Integral -Beohnmig.  I.  Bd.  32 
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(7  a  — 0  oder  rf.r  =  0, 
a  =»  Eonst.  oder  z  ==  Konst. 
Also  sind  die  Erümnurngskurren  des  einen  Systemes  die 
Charakteristiken  der  Enveloppe,  welche  hier  von  grossten 
Kreisen  der  beweglichen  Kugel  gebildet  werden.  Diese  Kurven 
sind  zugleich  auch  die  Linien  des  grossten  Falles  auf  der 
Fläche,  wenn  man  die  a*y- Ebene  als  horizontal  betrachtet, 
denn  die  Kurven  der  andern  Krümmung  sind  die  Niveaulinien. 


Die  partielle  Differentialgleichung  der  Linienfläehen. 

358.  Zum  Schlüsse  dieses  Kapitels  betrachten  wir  den 
allgemeinen  Fall  der  Linienfläehen.  Die  Gleichungen  der  Er- 
zeugenden enthalten  drei  willkürliche  Funktionen  und  die 
Elimination  derselben  erfordert  die  Einführung  der  partiellen 
Ableitungen  dritter  Ordnung.  Wir  bezeichnen  wie  früher: 
dz  ^pdx  +  qdi'f  iJp  —  rdx  +  srfy,  dq  =  sdx^  tdy^ 
und  setzen  weiter: 

dr  ^udx  -^v dy,    ds  ^vdx  +  w dy^    dt^  wdx  +  cSdy, 
Femer  seien: 

1)  x^aB  +  a,    y^hz  +  ß 

die  Gleichungen  der  Erzeugenden  der  Fläche. 

Dififerentiiert  man  dieselben  nach  x  und  y,  und  bezeichnet 
man  mit  a',  6'^  u\  ß*  die  Ableitungen  von  a,  6,  a,  ß  in  Bezug 
auf  den  Parameter  6,  von  welchem  diese  Gleichungen  abhängen, 


so  wird 


2) 


O-bp  +  ib'z  +  ß')^'^, 

3) 

l-b<j  +  {b'z  +  ß')l^. 

Hieraus  folgt: 

also:                     ^ 

dB  ^od  ^ap-l  ^      hp 
dx  '  dy           aq      ^  63  —  1  ' 
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4) 

ap  +  bq^  1, 

dB      ,  aO 

5) 

^  dx^°  dy 

Die  .Ableitungen  a\  V,  a\  /)'  treten  in  diesen  Gleichungen 
nicht  aui. . 

Differentiiert  man  nun  die  Gleichung  4)  nach  x^  ferner 
auch  nach  y,  so  erhält  man: 

{as  +  'bt)  +  {a^p  +  Vq)~y  -0. 

Addiert  man  diese  beiden  Gleichungen,  nachdem  man  sie 
zuvor  mit  a  und  h  multipliziert  hat;  so  folgt  auf  Gfrund  der 
Gleichung  5) 

6)  a^r  +  2a6  s  +  Vt  «  0. 

Differentiiert  man  dann  diese  Gleichung  nach  x  und  nach  y^ 
so  erhält  man: 

(a*ti  +  2abv  +  Vw)  +  -^= -^ ^  .  —  ^Q^ 

{a^v  +  2ahw  +  Vci)  +  ^ -^ ^— —   =0. 

Addiert  man  endlich  diese  beiden  Gleichungen,  nachdem 
man  sie  mit  a  und  h  multipliziert  hat,  so  wird 

7)  a»w  +  3a«6t'  +  ^db^w  +  6«©  -  0. 

Die  Gleichungen  6)  und  7)  enthalten  nur  die  beiden  Funk- 
tioDen  a  und  b,  sie  sind  überdies  homogen  und  reichen  also 
zur  Elimination  derselben  aus.     Setzt  man  zur  Abkürzimg 

8)  ^_-.4-1^^, 

80  folgt  aus  der  Gleichung  6)  &  — aM,  und  substituiert  man 
diesen  Wert  in  die  Gleichung  7),  so  erhält  man 

9)  w  +  3t;M  +  3M;M«+<3M8«0 

als   partielle   Differentialgleichung    dritter    Ordnung   für   alle 
Linienflächen.  

82* 
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Über  Funktionen  einer  komplexen  Variabelen. 


Die  Darstellung  komplexer  Tariabelen  und 
die  explieiten  algebraischen  Funktionen. 

359.  Bisher  haben  wir  nur  reelle  Grössen  betrachtet; 
nunmehr  stellen  wir  uns  die  Aufgabe,  die  allgemeine  Theorie, 
welche  wir  in  den  ersten  Kapiteln  entwickelt  haben^  auch  auf 
den  Fall  auszudehnen,  dass  die  Eonstanten  oder  die  Variabelen 
beliebige  komplexe  Werte  haben.  Der  Fall,  dass  eine  Funk- 
tion die  Form  hat  u  +  v  Y—  1,  wobei  u  und  v  gegebene  reelle 
Funktionen  von  reellen  Variabelen  sind,  erfordert  kein  neues 
Prinzip.  Denn  es  ist  folgerichtig,  das  Differential  dieser 
Funktion  zu  definieren  als  die  Summe  aus  den  Differentialen 
du  und  dv,  wenn  dv  noch  zuvor  mit  dem  Faktor  )/—  1  mul- 
tipliziert wird.  Das  Differential  du  +  dv  )/—  1  wird  also  ge- 
bildet, indem  man  so  verfährt,  als  ob  )/*—  1  eine  reelle  Kon- 
stante wäre,  und  demnach  lassen  sich  alle  Regeln,  welche  für 
die  Differentiation  reeller  Funktionen  aufgestellt  wurden,  ohne 
weiteres  auf  Funktionen  von  der  Form  u  +  v )/—  1  ausdehnen, 
solange  die  unabhängigen  Variabelen  reell  bleiben. 

Funktionen  komplexer  Variabelen  aber  können  in  die 
Analysis  nur  unter  der  Bedingung  eingeführt  werden,  dass 
sie  genau  definiert  sind.  Wir  mOssen  also  hierbei  in  ähnlicher 
Weise,  wie  bei  den  reellen  Funktionen  vorgehen. 

Jede  explicite  Funktion  wird  erhalten,  indem  man  eine 
bestimmte  Anzahl  von  elementaren  Operationen  mit  den  Varia- 
belen und  mit  gegebenen  konstanten  Grössen  ausfährt.  Ge- 
nügt eine  einzige  dieser  Operationen,  so  ist  das  Resultat  eine 
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einfache  Funktion  der  einen  Variabelen;  anderen  Falles  er- 
giebt  das  Resultat  der  ausgeführten  Operationen  eine  zu- 
sammengesetzte Funktion  mner  oder  auch  mehrerer  Variabelen. 
Die  impliciten  Funktionen  dagegen  sind  definiert  durch  Gleich- 
ungen, welche  die  Art  ihrer  Abhängigkeit  von  den  unab- 
hängigen Variabelen  ausdrücken.  Die  linken  Seiten  solcher 
Gleichungen  sind  also  explicite  Funktionen  der  verschiedenen 
Variabelen;  sie  werden  gebildet,  indem  man  mit  diesen  Varia- 
belen solche  Operationen  nach  einander  ausführt,  von  denen 
jede  für  sich  eine  elementare  oder  einfache  Funktion  liefert. 
Es  genügt  also,  die  elementaren  Funktionen  einer  einzigen 
Variabelen,  welche  man  in  die  Analysis  einführen  will,  zu  de- 
finieren, um  einen  genauen  Begriff  von  der  Gesamtheit  aller 
expliciten  Funktionen  zu  gewinnen,  welche  man  zu  betrachten 
hat;  wir  sagen  ausdrücklich  der  expliciten  Funktionen,  denn 
die  Gleichungen,  von  welchen  die  impliciten  dann  abhängen, 
definieren  diese  Funktionen  im  allgemeinen  noch  nicht  in 
vollständiger  Weise.  Elementare  Funktionen  sind  aber  bis- 
her für  uns  nur  in  sehr  kleiner  Anzahl  vorhanden;  sie  be- 
stehen erstens  aus  den  Funktionen,  welche  aus  einer  der  al- 
gebraischen Rechnungsoperationen  hervorgehen  (§  2);  zweitens 
aus  der  Exponentialfunktion  und  dem  Logarithmus;  drittens 
aus  den  Ereisfunktionen.  Wir  wollen  nun  diese  verschiedenen 
Funktionen  für  den  Fall,  dass  die  unabhängige  Variabele 
komplex  ist,  definieren, 

360.  Mit   z   bezeichnen   wir   die   unabhängige   Variabele 
und  setzen 

^  -  ^  +  y  y^  -x  +  iy,      (i  -  V'^\ 

wobei  dann  x  und  y  reelle  Variabele  sind.  Zieht  man  zwei 
rechtwinklige  Eoordinatenaxen,  so  stellen  x  und  y  die  Ko- 
ordinaten eines  Punktes  M  der  Ebene  dar,  und  man  kann 
daher  mit  Cauchy  sagen,  dass  jedem  Werte  der  Variabelen 
z  ein  bestimmter  Punkt,  und  umgekehrt  jedem  Punkte  ein 
komplexer  Wert  entspricht.  Sind  p  und  cd  die  Polarkoordi- 
naten des  Punktes  My  wobei  der  Winkel  m  von  der  positiven 
Abscissenaxe  an  im  Sinne  der  Drehung  zur  positiven  Ordi- 
natenaxe   als   positiv   von   0   bis   2n   (bei    entgegengesetzter 
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Drehung  als  negativ  von  0  bis  —  23r)  gerechnet  werden  soll, 
80  ist 

X'^  Q  008  0),    y  «  9  sin  (0, 
und  folglich 

z  "^  Q  (cos  o)  +  i  sin  ©). 

Die  Grössen  p  und  cd  heissen  der  Modul  (absolute  Be- 
trag) und  das  Argument  der  Variabelen  0. 

Damit  die  Yariabele  z  alle  möglichen  Werte  annimmt, 
muss  man  nach  einander  alle  Punkte  der  Ebene  darstellen; 
dazu  genügt  es,  der  Grösse  p  alle  Werte  von  0  bis  +  00  bei- 
zulegen, und  der  Grösse  o  alle  Werte  von  0  bis  2}r  oder 
besser  die  Werte  von  —  sr  bis  +  n.  Alsdann  entsprechen 
einem  gegebenen  Werte  von  je,  d.  h.  gegebenen  Werten  von  x 
und  y,  bestimmte  Werte  von  q  und  o.  Eine  Ausnahme  macht 
der  Fall,  dass  i^  —  0  und  x  negativ  ist.  Dann  hat  man 
cos  CD  —  —  1  und  sin  CD  -»  0,  und  man  kann  nun  beliebig 
(o  ^  +  7t  oder  cd  —  —  ä  setzen.  Diese  Zweideutigkeit  kann 
man  beseitigen,  wenn  man  festsetzt,  dass  der  Winkel  cd,  welcher 
zwischen  +  x  und  --  %  liegt,  sich  zwar  der  unteren  Grenze 
—  n  beliebig  nähern  kann,  dieselbe  jedoch  nicht  erreicht 

361.  Eine  ganze  Funktion  von  z  ist  ein  Polynom  f{z)\ 
dasselbe  lässt  sich  immer  auf  die  Form 

9  {^7  y)  +  it  (^,  y) 

bringen,  wobei  q>  (a;,  y)  und  ^  (x,  y)  Polynome  mit  reellen 
Koeffizienten  sind.  Jede  rationale  Funktion  von  z  ist  gleich 
einem  Quotienten  zweier  ganzer  Funktionen,  und  man  kann 
derselben  auch  noch  die  Form  geben: 

9>  (^,  y)  +  »>  (a;,  y). 

Hierbei  sind  dann  9  (a;,  y)  und  ^  (x^y)  rationale  gebrochene 
Funktionen  mit  reellen  Koeffizienten.  Führt  man  an  Stelle 
der  rechtwinkligen  Koordinaten  Polarkoordinaten  ein,  so  wird 
eine  rationale  Funktion  immer  von  der  Form 

wobei  P  und  Q  rationale  Funktionen  von  (>,sincD  und  coso 
sind. 
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362.  Der  einzige  Fall  unter  den  expliciten  algebraischen 
Funktionen,   den   wir   näher   zu   untersuchen   haben,   ist   die 

Funktion  z^,  in  welcher  m  ein  gebrochener  Exponent  —  ist, 
dessen  Nenner  q  positiv  sein  soll. 

Bezeichnet   man   mit   h  eine    beliebige   ganze   Zahl   und 
setzt  man 

z  ^  Q  (cos  o  +  ?  sin co)  «=  ()  [cos  (co  +  2ä«)  +  f  sin  (cd  +  2  ä «)], 
so  hat  man  nach  der  Moiyr eschen  Formel: 

gm  ^  Qfn  [cos  m  (©  +  2  Ä  «)  +  f  sin  w  (cd  +  2  Aä)], 
oder 
jsm^  Qm  [-^Qg  (^  Q,)  ^  i  gin  (^fl,)]  [cos  (2  w  Aä)  +  i  sin  (2  w  A«)]. 

Dabei  ist  p">  eine  reelle  und  positive  Grösse.  Dieser  Aus- 
druck för  z^  kann  q  verschiedene  Werte  annehmen  bei  jedem 
festen  Wertsystem,  welches  man  den  Grössen  p  und  co  erteilt 
hat  Diese  q  Werte  ergeben  sich,  wenn  man  der  ganzen  Zahl  A 
z.B.  die  q  auf  einander  folgenden  Werte  0,1,  2...(g  — 1) 
beilegt.  Die  obige  Formel  umfasst  also  q  verschiedene 
Funktionen ,  deren  einfachste  dem  Werte  A  — »  0  entspricht. 
Führt  man  diesen  Wert  ein,  so  erhält  man 
gm  «.  Qm  (cQg  fncD  +  i  sin  mo), 

und  die  Funktion  z^  ist  also  vollständig  definiert  und  ein- 
deutig, wenn  man  der  Grösse  w  alle  Werte  von  +  n  bis  — «, 
mit  Ausnahme  des  Wertes  —  ^,  selber  beilegt. 


llnendliehe  Reihen  mit  komplexen  Olledem. 

L  Wenn  die  beiden  Reihen 


^'0?  ^H  ^2)  •  •  •  ^'«  —  1?  •  •  "f 

deren  Glieder  reell  sind,  konvergieren  und  ihre  Summen  be- 
züglich U  und  V  sind,  so  sagt  man,  dass  auch  die  Reihe 

konvergent  ist,  und  dass  ihre  Summe  den  Wert  U  +  iV  hat. 
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Die  nämliche  Reibe  heisst  dagegen  divergent,  wenn  die 
reellen  Teile  ihrer  Glieder  oder  auch  die  mit  i  multiplizierten 
divergente  Reihen  bilden. 

LehrsatB  I.  Eine  Eeihe  ist  Tconvergent,  wenn  die  Moduln 
ihrer  Glieder  eine  konvergente  Reihe  bilden. 

Denn  heisst  die  gegebene  Reihe 

W0+W1  +  W2  +  •••  W«-i  +  ..., 

und  bezeichnen  wir  mit  Qn  und  co»  Modul  und  Argument  des 
allgemeinen  Gliedes  ti„,  so  dass  also 

w«  «  p«  (cos  cjn  +  i  sin  co«) 

ist,  so  wird  der  Voraussetzung  nach  . 

(>0+Pl+P2+-"+  Pn-1  +  .-. 

eine  konvergente  Reihe;  die  beiden  Reihen 
Qq  cos  ©0  +  Pi  cos  ©1  +  Pa  cos  «2  +  . . .  +  pn-i  cos  ©»«1  +  .  .  . 
Po  sin  <0q  +  p,  sin  ©1  +  P«  sin  a^^  +  •  •  •  +  Pn-i  sin  CDn^i  +  .  - . 

sind  dann  ebenfalls  konvergent  (§97^  Satz  B,  und  §  96^  Folge- 
satz 1),  folglich  konvergiert  auch  der  Definition  gemäss  die 
ursprüngliche  Reihe. 

Eine  Reihe,  bei  welcher  die  Moduln  der  Glieder  eine 
konvergente  Reihe  bilden,  heisst  eine  unbedingt  konvergente. 

364.  LehrsatB  n.     Sind 

jN  "0  +  U,  +  Ug  +  .  .  .  Un_l  +  •  •  . 

^0+  Vi  +  V2+.'.  Va-1  +  -.. 

iswei  unbedingt  konvergente  Reihen,  und  sind  die  Werte  ihrer 
Summen  bezüglich  S  und  S\  so  konvergiert  die  Reihe 

2)  Wo  +  Wi  +  Wg  +  •  .  •  Wn-l  +  .  .  ., 

deren  dUgefneines  Glied  Wn_i  den  Wert  hat: 

Wn-l  —  UoVn-i  +  UjVn-a  +  U^Vn-s  +  •••  Un-2  Vi+Un-i  V^, 

und  ihre  Summe  ist  gleich  dem  Produkte  SS'. 

Dieser  Satz  wurde  im  §  104  für  Reihen  mit  reellen 
Gliedern  bewiesen;  hier  wird  diese  Beschränkung  aufgehoben. 
Bezeichnen  wir  mit 
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gv  (>o+  Pi+  P2+  •••  Pn-i  +  ..-, 

die  mit  den  Moduln  der  Reihen  1)  gebildeten  Reihen,  und 
setzen  wir 

rn^l  ^  Qo  ^^n-l  +  Qi  <Jn-2  +  P2  ^n-3  +  •  •  •  +  Pii-8  (^i  +  Pn-1  ^or 

SO  konvergiert  die  Reihe 

4)  To  +  ri  +  1^8  +  •  •  •  '^n-l  +  . .  • 

und  ihre  Summe  ist  gleich  dem  Produkt  aus  den  Summen 
der  Reihen  3)  (§  104).  Sind  nun  S«  und  S'«  die  Summen 
der  n  ersten  Glieder  in  den  Reihen  1),  und  ebenso  S"n  die 
Summe  der  n  ersten  Glieder  der  Reihe  2),  sind  ebenso  die 
Grössen  £„,  ^\^  ^"n  die  Summen  aus  den  n  ersten  Gliedern 
der  Reihen  3)  und  4),  so  wird 

Sn  S\  —  S"n^Un-lVn-l  +  (u„_it?„_,  +  M„_8t;„_i) 

+  .  .     (m„-i  t'i  +  U„-2  Vi  +  • .  •  Wi  t;„«i), 

2:nE\-  2;"«-()n-l<^n-l+  (pn-l<yn-2  +  P«-8<y»-l) 

+  .  .  .  (()„^i  öl  +  p„-2  ^2+     .  .  Pi  <^n-l). 

Da  nun  der  Modul  einer  Summe  von  komplexen  Werten 
niemals  grösser  sein  kann  als  die  Summe  aus  den  Moduln 
der  einzelnen  Glieder,  so  erkennt  man^  dass  die  Differenz 
Sn  Ä'n  —  Ä"n  ihrem  Betrage  nach  kleiner  oder  höchstens  gleich 
ist  der  Differenz  27»  Z\  —  -£"„.  Diese  letztere  aber  konver- 
giert, wie  wir  eben  sagten,  bei  beliebig  wachsenden  Werten 
von  n  nach  null;  also  konvergiert  auch  der  Modul  der  Differenz 
Sn  S\  —  Ä"n  nach  null.  Wenn  aber]  der  Modul  eines  komplexen 
Wertes  null  wird,  so  werden  auch  der  reelle  und  der  imagi- 
näre  Bestandteil  desselben  null;  es  ist  demnach 

\im{SnS\-S\)^0,   d.h.   SS'-^S''. 

Der  bewiesene  Satz  gilt  nicht  mehr  ohne  weiteres,  wenn 
die  beiden  Reihen  nicht  mehr  unbedingt  konvergieren,  d.  h. 
nicht  mehr  konvergent  bleiben,  falls  man  die  einzelnen  Glieder 
durch  ihre  Modulwerte  ersetzt.  In  diesem  Falle  muss  man 
untersuchen,  ob  die  Reihe  2)  überhaupt  konvergent  ist. 
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365.  Wir  wollen  hier  noch  einen  wichtigen  Satz  be- 
weisen,  von  dem  wir  bald  eine  Anwendung  za  machen 
haben. 

LehrsatE  m.  Ist  m  eine  ganze  positive  ZcM,  z  ein  ge- 
gebener komplexer  Wert,  Z  eine  Variabele,  welche  die  Grrenge  z 
hat,  wenn  m  unendlich  mrd,  so  konvergiert  der  AMsdruck 


('+!)■ 


nach  einer  bestimmten  Grenze,  nämlich  nach  dem  Summenwert 
der  konvergenten  Reihe 

z         z'        z*^  z** 

1)  l  +  T  +  2!  +  3!  +  -^  +  -' 

wenn   man  die  ganze  positive  Zahl  m  über  jeden  Betrag  hinaus 
wachsen  lässt 

Zuvorderst  erkennt  man,  dass  diese  Reihe  konvergent 
ist,  denn  bezeichnet  man  den  Modul  von  z  mit  q,  so  konver- 
giert die  Reihe 

l+^.  +  ^'+^-V      91  + 
^+  1  +2!  +  3!  +  ---n!+-" 

nach  einer  endlichen  Grenze,  nämlich  nach  dem  Werte  e^. 

Bezeichnen  wir  nun  mit  S  die  Summe  der  Reihe  1)^  mit 
Sn  die  Summe  ihrer  n  ersten  Glieder,  und  setzen  wir 

2)  S^Sn  +  Rn, 

80  ist 

^*  "  ,71  L  ^  +  V+\  +  (n  +  1)  (n  +  2)  +  ••']• 

Der  Modul  der  in  der  Klammer  enthaltenen  Summe  ist 
kleiner  als  der  Modul  der  Summe 

14-^4-^'  + 

welche  man  erhält,  indem  man  z  durch  seinen  Modul  p,  und 
die    Divisoren    (w  +  1),  (n  +  2)  •  ••  durch    n    ersetzt.      Diese 

Summe  ist  gleich •     Ist  also   ö   irgend  eine   komplexe 
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Grösse y    deren    Modul    kleiner    als    1    ist,    so    kann    man 
schreiben: 

7?       1-1-- 

3)  ^"^'l^^* 

n 

Wenn  wir  nun  die  ganze  Zahl  m  grosser  als  n  annehmen, 

und  die  Potenz  llH — j  nach  der  Binomialformel  fiir  ganze 

und    positive    Exponenten   entwickeln  ^   welche  für   komplexe 
Werte  von  0  ebenso  wie  für  reelle  lautet,  so  wird 

4)  (l  +  D'-S'.  +  ü'., 

wobei  wir  mit  S'«  die  Summe  der  n  ersten  Glieder,  und  mit 
R^n  die  Summe  der  übrigen  bezeichnen,  d.  h.  es  ist 

«•.-(-i)(-i)-('-"-^)s['+ti'+-]- 

Der  Modul  von  Z  heisse  P.  Für  die  in  der  Klammer 
enthaltene  Summe,  deren  Gliederzahl  eine  endliche  ist,  wird 
der  Modul  kleiner  als  die  Summe  der  imendlicben  Reihe 

p         Vi  1 

5)  i  +  ^_  +  ?,  +  ...  =  ^^l^. 

n     . 
Bezeichnet  man  also  mit  6  eine  komplexe  Grösse,  deren 
Modul  kleiner  als  1  ist,  so  hat  man: 


«■-(•4)('-»^)-0- 


n-i\Z'    e 


m    ^nl  P 

w 

Setzt  man  endlich 

so  wird 
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S\  —  iS„  —  f,  +  «2  +  «8  H ^n 

and  also 


7)     (l- 


TU/ 


Lässt  man  nun  m  über  alle  Grenzen  hinaus  wachsen, 
während  n  einen  festen  beliebig  gross  gewählten  Wert  be- 
hält^ so  konvergieren  die  Grössen  e  nach  der  Grenze  nnU^ 
gemäss  der  Gleichung  6)^  weil  Z  der  Annahme  zufolge  nach 
dem  Werte  z  konvergiert.  Der  Wert  von  iZ'«  wird  nach 
Gleichung  5): 

z-      0' 
, 

n 

wobei  0'  ein  komplexer  Wert  ist,  dessen  Betrag  zwischen 
0  und  1  liegt.  Also  konvergiert  die  rechte  Seite  der  Gleich- 
ung 8)  nach  einer  Grenze ,  die  man  durch 

z-  B'-e 

n 

bezeichnen  kann.     Dieser  Wert  ist  aber  seinem  Betrage  nach 

beliebig  klein;  denn  die  willkürliche  Grösse  n  kann  von  vom- 

z^ 
herein  so  klein  gewählt  werden ;  dass  —  dem  Betrage  nach 

beliebig  klein  wird.    Hieraus  folgt,  dass 
lim(l  +  |)'"-5 
wird,  womit  die  Behauptung  des  Satzes  bewiesen  ist. 

Definition  der  Exponentialfunktion  einer 
complexen  Tariabelen. 

366.  Da  die  Reihe 

z        z^       Z^  Z^"^ 

^"'■T'^2!"'"3l'^'*'«-1!  ■^**' 

bei  jedem  reellen  oder  komplexen  Werte  von  z  konvergent 
ist,  so   ist   der   Grenzwert   ihrer  Summe    eine   Funktion  der 
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Yariabelen  z.    Bezeichnet  man   diese  Funktion   mit  q>{e\  so 
ist  ihre  Definition: 

Wählt  man  für  z  eineü  andern  Wert  ;e?j,  so  ist 

Da  diese  beiden  Reihen  unbedingt  konvergieren,  so  kann 
man  ihr  Produkt:  9  (^).  9(^0  durch  eine  neue  Reihe  dar- 
stellen, deren  erstes  Glied  den  Wert  1,  und  deren  allgemeines 
Glied  die  Form  hat: 

n-l      ^n-2!    l^w-3!  2!^      1    m-2!^      «-1! 
Dieser  Ausdruck  ist  aber  gleich: 

j^  +  hY^' 

n-l! 

Mithin  hat  die  neue  Reihe  den  Wert  9(^  +  ^1)»  und  folglich 
besteht  die  Gleichung: 

2)  g^C^  +  ^J-^W-^'W- 

Man  kann  diese  grundlegende  Gleichung  auch  ohne  das 
Multiplikationstheorem  zweier  Reihen  beweisen,  wenn  man 
den  im  §  365  bewiesenen  Satz  anwendet.  Denn  bezeichnet 
man  mit  m  eine  ganze  positive  Zahl,  so  ist 

\        m/    \        mJ        V  m         y 

Lässt  man  nun  m  beliebig  wachsen,  so  erhält  man  als  Grenze 


zz.  \  *" 


am  (1  +  L):  ,i„  (,  +  J.)-_  „„  (l  +  '--.^  )  , 

oder  nach  §  365 

9  W.g?(2fJ«  9(^  +  ^1). 

Bezeichnet  man  also   mit  ^e^, ^i,;?a  •••  ^/<— 1  irgend  welche 
komplexe  Werte,  so  ist 
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9^  W  9>(0  9(^2) . . .  9>(^^-i)  -  9>(^  +  ^1  +  ^2  +  •  •  •  ^^-1), 
and  nimmt  man 

an^  so  erhält  man 

3)  [9 {")}■- <p(ß^), 

wobei  fi  irgend  eine  ganze  positive  Zahl  ist. 

V 

Ist  IS  ein  positiver  oder  negativer  Bruch  ±  —  ?  so  vtdrd 

[<p{±^)]'-<p(.±V-[<pi±l)Y. 

Die  Gleichung  2)  aber  giebt  flir  e  "1,  ^^,  —  —  1 

9(-l).9(+l)-9'(0)-l, 
also 

9.(-i)-[9.(i)rs 

und  folglich  ist: 

Zieht  man  die  fi^  Wurzel  aus,  so  wird 


9'(±^)-[9'(l)]*^'- 


und  schreibt  man  z  an  Stelle  von  ±  — )  so  ist 

9(^)-[9(+i)y. 

Aus  der  Funktionalgleichung  fp{z),q) (je^i)  — 1 9 (je?  +  z^)  kann 
man  demnach  schliessen^  dass  die  Funktion  q>{z)  bei  jedem  po- 
sitiven oder  negativen  rationalen  Wert  von  z  eine  Exponential- 
funktion ist,  deren  Basis  die  Eonstante  q){+l)  bildet. 

Aus  der  Gleichung  1)  für  fp(z)  aber  folgt  weiter: 

9'Cl)-l+|  +  2!  +  ^!  +  --^' 

also  ist  bei  jedem  rationalen  reellen  Wert  von  ^,  und  ebenso 
auch  für  jeden  irrationalen 

Die  Gleichung  2)^  welche  die  charakteristische  Eigen- 
schaft der  Funktion  q)(z)  ausdrückt,  besteht  bei  allen  Werten 
der  Variabelen  z.    Es  ist  demnach  angezeigt,  dass  man  die 
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für  einen  reellen  Wert  von  z  gültige  Bezeichnungsweise  auf 
alle  Werte  ausdehnt^  und  demnach  setzt 

z       z^      z^ 
5)  c.  =  l.+  y  +  2,  +  3j  +  ... 

Diese  Gleichung  liefert  die  Definition  der  Exponentialfunk- 
tion e*  auch  für  komplexe  Werte  der  Variabelen  z\  die  charak- 
teristische Eigenschaft  derselben  besteht  in  der  Gleichung  2): 


Definition  der  direkten  Kreisfunktionen  einer 
komplexen  Tariabelen. 

867.  Ist  die  Variabele  z  reell,  so  sind  die  Punktionen 
cos;8^  und  sin;s^  in  konvergente  Potenzreihen  entwickelbar,  und 
man  erhält  die  Gleichungen,  durch  welche  diese  Funktionen 
analytisch  definiert  sind,  näuilich: 


1) 


z'^      z^      z^ 
cos^«l-2j  +  4j-gj+- 


z"" 


«7 


"°*'-^-3!  +  5!-7!+- 


Diese  Reihen  bleiben  konvergent,  auch  wenn  z  einen  be- 
liebigen komplexen  Wert  bezeichnet;  ja  man  kann  hinzufügen^ 
dass  sie  unbedingt  konvergent  bleiben.  Denn  bezeichnet  q 
den  Modul  von  ^,  so  sind  die  Reihen  gebildet  aus  den  Moduln 
der  Glieder  der  beiden  vorigen: 

Q^        Q^        Q^ 

^  +  2!  +  4r'*'"6r  +  '"' 

9^        Q^        p' 
und  diese  Reihen  konvergieren  nach  den  Grenzen 
___     und     —2—. 

Ist  also  z  eine  komplexe  Variabele,  so  definieren  wir  die 
Funktionen  cosz  und  ^mz  als  die  Grenzen  der  konvergenten 
Reihen 
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Z^       ^       z^ 
2!  ^4!      6!^ 
^»  ,   ^*      z''  , 
31^5!      7!^ 
Die    übrigen    direkten    Kreisfunktionen    werden    alsdann 
dnrch  die  Gleichungen  definiert 

J.V  .                sin;ef        .            cosif                    1  1 

Z)  tangj?  == )  cotg;8^  «=  -: — ?  sec;e  = ->  cosec;e:  « 


cos£:  sin;e^  cos^er  sm^er 

Beziehnngen  zwischen  den  Exponentialfunktionen 
nnd  den  goniometrischen. 

368.   Setzt  man  in  der  Gleichung 

z        z^       sfi 
e'=l+-l+2!  +  3l  +  - 

für  z  den  Wert  iz  und  —  iz  ein,  so  folgt: 

— o-i-;+ir-)-(i-i;+^4 

d,h. 

c*''=  cosjsr  +  t  siujer, 

1)  .    . 
e~*'=  cosj?  —  t  sin£r. 

In  diesen  Gleichungen  bezeichnet  z  irgend  einen  reellen 
oder  komplexen  Wert.    Aus  denselben  folgt  : 

2)  cosjsf  «= ^ >     smz  = ^- — ) 

also 

3)  tang ^  «  ^  ,.-,+  ,-.•.  -  -  ^  ^TT+^rr, • 

Die  goniometrischen  Funktionen  lassen  sich  also  ver- 
mittelst Exponentialfimktionen  darstellen ,  und  umgekehrt  kann 
man  die  Exponentialfunktionen  durch  goDiometrische  ersetzen. 
Bezeichnet  h  eine  beliebige  ganze  Zahl,  so  ist,  gemäss  den 
Gleichungen  1): 
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369.  Ersetzt  man  in  der  Fandamentalgleicliaiig: 

z  und  z^  durch  iz  und  iz^^  ferner  durch  —  iz  und  —iz^^  so 
wird  nach  den  Gleichungen  1): 

cos  {z  +  z^  +  i  sin  {z  +  ;8fi)  ^  (cosz  +  i  sin^g?)  (cos z^  +  i  sin^fj), 
"^  cos (z  +  Zi)'-i sin (jsr  +  z^) «=  (cosje? -- isiniSf) (cos z^  —  i Binz^), 
Hieraus  folgt: 

cos  (z  +  Zi)  —  cos z  cosZi  —  ßinz  sin je^u 
.    ^  sin  (;8f  +  4?i)  —  sin0  co8;eri+ cosjßf  sinjBTj, 

Dies  sind  die  Grundgleichungen  der  Trigonometrie.  Sie 
gelten,  wie  hier  bewiesen  ist,  fQr  zwei  beliebige,  reelle  oder 
komplexe  Werte  von  z  und  z^]  demnach  bleiben  auch  alle 
Formeln,  welche  in  der  Trigonometrie  für  reelle  Werte  der 
Yariabelen  aus  diesen  beiden  abgeleitet  werden,  bei  komplexen 
Werten  bestehen. 

Nach  der  Gleichung  3)  des  §  366  ist^  wenn  man  mit 
(i  und  V  positive  ganze  Zahlen  bezeichnet: 

(.±.)--  (/?-y-  ie^rf  G*^)'-  [.*e-±'T^)]'. 

Ersetzt  man  z  durch  iz^  und  zieht  man  die  fi*®  Wurzel 
aus,  so  wird 

7)  (co8  0±*ßmj9)'"-=co8l  — jei  ± j±tBm\—z  ± 1- 

Dies  ist  die  Moi  vre  sehe  Formel  f&r  den  Fall  eines  be- 
iz 
liebig  gebrochenen  reellen  Exponenten  —  und  ausgedehnt  auf 

eine  beliebige  komplexe  Yariabele  z.  Nimmt  man  v  und  ft  als 
relativ  prim  an,  so  hat  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  fi  ver- 
schiedene Werte,  welche  den  positiven  Werten  0,  1,  2,  ... 
ft  —  1  der  Zahl  k  entsprechen. 

370.  Die  vorigen  Formeln  lassen  jede  der  Funktionen 
e*,  cosj»,  sin;?,,  tangjsr ...  der  komplexen  Yariabelen  z  ^  x  +  iy 
auf  die  Form  p  +  iq  bringen. 

Denn  es  wird: 

8)  c*  —  e*+'»  —  e* .  c'y  —  e*  (cos  y  -f  i  sin  y), 
und  nach  den  Gleichungen  6): 
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COS  z  —  COS  {x  +  iy)  =-  cos  x  cos  {iy)  —  sin  x  sin  {iy\ 
sin  z  ^  %m{x  +  iy)  «  sin  a;  cos  (iy)  +  cos  x  sin  {iy\ 
also  nach  den  Gleichungen  2) 

cos;?  —  cos(a;  +  ly)  «*  cosa;  — ^ *  sma:  — ^ — i 


2 

sm  z  =  sm (X  +  tf/)  =  sin x ^ h  *  cosx  — ^ 


9) 

Ebenso  wird 

/     .    .  N       sin  (x  +  iy)      2  sin  (a?  +  iy)  cos  (x  —  iy) 

tang ix  +  ty)  « ;    T  .  ;  -=-  75 )    T  •  n 7 ^»     . 

°  ^         ^^      cos  (a;  +  ty)       2  cos  (a;  +  ty)  cos  (a;  —  »y) 

oder  ^2y_g-.2y 

•    o     I    •   /o-  \       sm2a:  +  t ^ 

tani?  (x  4-  it/^      sm2a;+sin(2ty)       2 

*  ^^   "^  ^^"^  cos2a;  +  cos(2iyj'"  ,  g«y  +  e~«y'  ' 

cos  ^X  ~f**  ^ 

Für  a:  —  0  ergeben  die  Gleichungen  9): 

10)  cos  (ty)  « 2 ,    sm  (ty) ^ 1, 

hieraus  folgt  durch  Division: 

11)  tang(ty)=^^^-j-^^.. 


Der  Logarlthmns  und  die  InTersen  Kreisfünktionen 
einer  Icomplexen  Tariabelen. 

371.  Als  den  natürlichen  Logarithmus  eines  gegebenen 
Wertes  z^  x  +  iy  bezeichnet  man  jede  komplexe  Zahl  u  +  iv, 
für  welche 

1)  e«  +  '''=a:  +  iy 

wird.     Setzt   man  x  ^  q  cos  O;   y  ^  q  smcD,   wobei  q  positiv 
ist  und   G7  zwischen  den  Grenzen  ~  tc  unJ  +  %  liegt;  so  ist 

x  +  iy  ^  Q  (cos  fö  +  i  sin  cö)  =«  p  c*®, 
und  die  Gleichung  1)  wird: 

e"(cos  t;  +  i  sin  r)  =-  q  (cos  w  +  i  sin  cd). 

Damit  diese  Gleichung  besteht,  müssen  die  Moduln  beider- 
seits gleich  sein   und   die  Argumente   sich  nur  um  positive 
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oder  negative  Vielfache  der  Kreisperipherie  unterscheiden.    Es 

muss  also  sein 

c~«p,    d.h.    u^I(q), 
und 

V  «=  Ö3  +  2ÄÄ, 

wohei  k  eine  unbestimmte,  positive  oder  negative  ganze 
Zahl  ist. 

Hieraus  folgt ,  dass  eine  komplexe  Zahl  0'^Qe*^  unend- 
lich viele  natürliche  Logarithmen  besitzt,  welche  durch  die 
Gleichung  bestimmt  sind: 

2)  l{z)  —  1{q)  +  (cd  +  2kn;)i. 

Setzt  man  Z;  -»  0,  so  erhält  man,  nach  einer  Bezeichnung  von 
C auch 7,  den  Hauptwert  des  Logarithmus  von  0,  und  die 
Gleichung 

3)  l(0)^l(Q)  +  (Di, 

in  welcher  o  zvrischen  —  %  und  +  ^  liegt,  definiert  also  eine 
eindeutig  bestimmte  Funktion  der  Variabelen  z^  -wenn  man 
den  Grenzwert  —  %  ausschliesst.  In  den  Gleichungen  2)  und  3) 
bezeichnet  {((>)  den  arithmetischen  Wert  des  natürlichen  Loga- 
rithmus der  positiven  Zahl  p. 

Ist  der  Modul  q   gleich   eins,   so  ist  {(p)  null  und   die 

Gleichung  3)  ergiebt: 

l{£)  ^  ico. 

Ist  insbesondere  ;er »  —  1,  so  wird  das  Argument  a>  gleich  sr, 
und  die  Gleichung  4)  ergiebt  für  den  Hauptwert  des  Loga- 
rithmus der  Zahl  —1: 

i(-l)-*3r. 

37S.  Die  Ausdrücke 

arc sin 0^  arc cos 0^  arc tang z  ,,. 
repräsentieren  für  jeden  reellen  Wert  von  z  unendlich  viele 
Werte.  Bei  den  ersten  beiden  war  der  Wert  von  z  (§  45) 
auf  das  Intervall  von  —  1  bis  + 1  beschränkt,  bei  den  Übrigen 
war  er  unbeschränkt.  Ebenso  erhalten  die  Ausdrücke  unend- 
lich viele  Werte^  wenn  z  eine  unbeschränkte  komplexe  Varia- 
bele  ist.  Wir  wollen  hier  nur  angeben,  wie  man  diese  ver« 
schiedenen  Werte,  welche  einem  gegebenen  Wert  von  z  ent- 
sprechen, erhält,  und  wählen  als  Beispiel  die  Funktion  arc  cos;?. 

33* 
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Es  sollen  zwei  reelle  Grössen  u  und  v  bestimmt  werden, 

derart,  dass  /     ,    •  \ 

'  cob{u  +  tv)  '^  0  ^  X  +  »y, 

wenn  x  und  y  gegebene  reelle  Grössen   sind.    Diese  Gleich- 
ung wird  -  ,       -  «  - 

COS  u ^ i  sin  m ^ —  a;  +  iy, 

und  demnach  müssen  die  beiden  Unbekannten  u  und  i;  den 
Gleichungen  genügen: 


ß*  -4"  ß"~*  ß^  ~~  ß""" 

1)  COSM s "=  ^>        81^  W ^ —  —  y. 

Hieraus  folgt: 

2)  ^.«-^ y_,     ^-r_..^  +  _iL. 

^  cosu       sinu  costi       sinu 

Multipliziert  man  dieselben,  so  wird: 

cos  M*       sin  w*         ' 
sin*M  —  (1  —  a;*—  y*)  sin*u  —  y*-«  0. 
Löst  man  die  Gleichung  auf^  so  wird: 


Die  Quadratwurzel  muss  mit  dem  positiven  Zeichen  genommen 
werden,  damit  sin^u  positiv  wird. 
Ebenso  wird 

cos*M  —  (1  +  ic*  +  y*)  cos*t*  —  a;*  -=  0, 


also: 


,^_l±^±^_Wn±E±E7i 


i+^+|/(l+^)'_^. 


Zieht  man  auf  beiden  Seiten  die  Quadratwurzel  aus  und 
beachtet,  dass  cosu  nach  der  Gleichung  1)  dasselbe  Vor- 
zeichen hat  wie  x^  so  wird 

3)   cos  u  « -y 

+  [i±4±J!^  +  ^/(I±4±ül)"_^]' 
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Das  Vorzeichen  der  im  Nenner  stehenden  Quadratwurzel 
ist  positiv  zu  nehmen,  damit  cosu  dem  Betrage  nach  kleiner 
als  1  werde.     Setzen  wir  nun: 

4)     Wq  —  arc  cos • ^ ; 


[i±4±»^+l/(i±4±ü!)'_^]- 

,,_l„g(-^ J!_), 


wobei  Uq  eine  Grösse   zwischen  0  und  n  bedeutet,  so  folgt 
aus  der  Gleichung  3): 

5)  M  — 2Äjr±Mo, 

wobei  h  jede  ganze  Zahl   sein   kann,  und  nach  den  Gleich- 
ungen 2): 


cosUq       sinUo  cosUq       smu^ 

also 

6)  t;  =  ±  Vo, 

Das  zweideutige  Zeichen  ±  ist  dabei  ebenso  wie  in  der 
Gleichung  5)  zu  bestimmen.     Demnach  hat  man 

7)  arc  cos  (x  +  iy)  -=  2  i«  ±  (u^  +  iv^. 

Wenn  also  zwei  reelle  oder  "komplexe  Zahlen  den  näm- 
lichen Kosinus  besitzen  j  so  ist  die  Summe  oder  Differenz  derselben 
gleich  einem  ganzen  Vielfachen  der  Kreisperipherie. 

In  dem  besonderen  Falle,  dass  y  *  0  ist,  ergiebt  die 
Gleichung  3): 

COS  u  «  ^  * 

Ist  nun  a;^  <  1 ,  so  hat  man 

X 
C08  U  — 


l-iC»1^ 


[i^  +  ^] 


also 

cos  Wq  -=  a?,  M0  —  arc  cos  x  und  v^  —  0. 
Mithin  ist 
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arc  C08X  ^2Jcx  ±  Uq. 
Ist  aber  a;^>l,  so  hat  man 

X  X 


COSM  «= 


+[4^+ 


rc^-n» 


-^-  ^  +  x' 


also  wenn  x  positiv   ist,  und  zwischen  + 1  and  +  oo  liegt, 
so  ist 

und  es  wird  nach  Gleichung  1): 

2 

demnach 


-=Xj    also  e*' «  a;  +  y^;*  —  1,    v  «  i(a; +  }/a;*— 1), 


arc  cos x^2Jc7C  +  il(x+  j/a;*— 1). 
Ist  dagegen  o;  negativ,  zwischen  —  1  und  —  oo  gelegen,  so  ist 

COStto 1,      tto-=Ä, 

und  es  wird  nach  Gleichung  1): 


2 

demnach 


X, 


-x+yx^-i,  v^i(-x+\^-ii 


arc  cos  x  =«  (2Ä;  +  1)  ä  +  iZ  (—  a;  +  Yx^  —  1). 

373.  Die  Funktionen  2  (i?),  arc  sin je^,  ...  gehören  ebenso, 
wie  die  irrationalen  expliciten  algebraischen  Funktionen  zur 
Klasse  der  impliciten  Funktionen  u,  welche  durch  eiiie  Gleich- 

definiert  werden  können,  deren  linke  Seite  eine  eindeutige 
Funktion  der  beiden  Yariabelen  u  und  z  ist,  die  sich  nicht 
auf  die  Form  bringen  lässt  u  «/'(^),  wobei  f(/)  eindeutig  be- 
stimmt ist.  Diese  Gleichung  lässt  vielmehr,  bei  jedem  Werte 
von  si,  eine  endliche  oder  unendliche  Anzahl  versdiiedener 
Lösungen  für  u  zu,  die  mit  z  variieren,  um  eine  dieser  Lo- 
sungen u  als  Funktion  von  0  betrachten  zu  können,  muss 
man  sie  von  den  Übrigen  Lösungen  unterscheiden*,  unter 
diesen  kann  es  aber  auch  solche  geben,  die  für  gewisse  beson- 
dere Werte  von  z  mit  der  betrachteten  Lösung  zusammen- 
fallen. 
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Die  Stetigkeit. 

374.  Die  Definition  der  Stetigkeit,  welche  im  §  12  ge- 
geben wurde,  lässt  sich  auch  auf  Funktionen  einer  komplexen 
Variabelen  anwenden-,  nämlich  folgendermassen: 

Eine  eindeutig  bestimmte  FunJction  f(z)   der  komplexen 
Variabelen  z  heisst  stetig  für  die  Werte  von  z,  welche  inner- 
halb eines  gegä>enen  Bereiches  der  Ebene  x,  y  liegen  ^  wenn  für 
jeden  dieser  Werte  von  z  der  Modul  der  Differenz 

Af(z)-f(z  +  Az)~f(z) 
Bugleich  mit  dem  Modul  von  Az  unendlich  abnimmt,  oder  was 
dasselbe  besagt,  mit  Az  unendlich  klein  unrd. 

Diese  Forderung  besagt:  zu  jeder  noch  so  kleinen  absoluten 
Grösse  d  muss  sich  um  den  betrachteten  Punkt  x,  y^  welcher 
dem  Werte  e  =^  x  +  iy  entspricht,  als  Mittelpunkt  ein  Kreis  mit 
dem  Radins  Q'^mod{^z)  ermitteln  lassen,  so  dass  alle  Funk- 
tionswerte, welche  zu  den  Punkten  im  Innern  dieses  Kreises  ge- 
hören,  von  dem  Werte  f(js)  um  eine  Grösse  unterschieden  sind, 
deren  Modul  kleiner  ist  als  d. 

Zerlegt  man  die  Funktion  f(e)  in  ihren  reellen  und  ima- 
ginären Bestandteil:  P-f  iQ,  so  sind  die  Grössen  P  nnd  Q  Funk- 
tionen der  beiden  reellen  Variabelen  x  imd  y^  und  die  Forderung 
der  Stetigkeit  Iftsst  sich  auch  so  formulieren:  Die  Funktionen  P 
und  Q  müssen  stetige  Funktionen  der  beiden  Variabelen  x  und  y 
sein.  Denn  beschreiben  wir  um  den  Punkt  x^y  als  Mittelpunkt 
einen  Kreis  mit  dem  Radius  9,  so  wird  ein  im  Innern  dieses 
Kreises  gelegener  Punkt  die  Koordinaten  x  +  Ax,  y  +  Ay  erhalten, 
wobei 

yAx«  +  Ay««e.9 

ist,  wenn  S  einen  Bruch  zwischen  0  und  1  bedeutet.     Der  Wert 
der  Funktion  an  dieser  Stelle  werde  mit 

bezeichnet,  so  dass 

£if{z)^^P  +  i^Q. 

Der  Modul  dieses  Ausdruckes  ist 


mod [£if(z)\  « yÄjF+Ae^. 

Soll   derselbe   durch  Wahl  yon  ^  kleiner   sein  als   eine   beliebig 
yorgegebene  Grösse  d,  so  muss  auch 
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abe  [AP]  <  d    und     abs  [^Q]<d 

sein,  womit  die  Stetigkeit  der  Funktionen  P  und  Q  ausgesprochen 
ist  (§  32);  und  ebenso  folgt  aus  der  Stetigkeit  dieser  Funktionen 
auch  die  Stetigkeit  von  P  +  iQ, 

Aus  der  Definition  der  Stetigkeit  kann  man  leicht  be- 
weisen^ dass  jede  ganze  algebraische  Funktion  bei  allen  Werten 
Yon  0  stetig  ist;  dasselbe  gilt  auch  von  der  Funktion  €*]  denn 

68  ist:  6«+^'-e'-e'(e^'-l). 

Bezeichnet  man  also  mit  h  den  Modul  von  A;er,  mit  6 
einen  Wert,  dessen  Modul  zwischen  0  und  1  liegt,  so  kann 
man  setzen  (§  365):  qa^ 

und  es  ist  leicht  ersichtlich,  dass  der  Modul  dieser  Differenz 
gleichzeitig  mit  dem  Modul  von  Az  unendlich  klein  wird. 

Die  Funktionen  cos;?  und  sin^r  sind  Summen  von  Ex- 
ponentialfunktionen, und  folglich  sind  sie  auch  stetige  Funk- 
tionen bei  allen  Werten  der  Variabelen. 

Die  rationalen  gebrochenen  Fimktionen^  sowie  die  Funk- 
tionen tangjer,  cotgje^,  secjgr,  cosec^  werden  nur  unstetig,  wenn 
sie  durch  unendliche  Werte  hindurchgehen. 

Dies  gilt  aber  nicht  mehr  fiir  die  irrationalen  Funktionen; 
und  da  die  Stetigkeit  ein  Haupterfordernis  ist  für  die  Eni- 
wickelung  einer  Funktion  in  Potenzreihen,  so  mQssen  wir,  um 
die  Begriffe^  die  hier  in  Betracht  kommen,  genau  zu  fixieren, 
wenigstens  einen  sehr  einfachen  Fall  vollständig  diskutieren. 

Wie  wir  schon  sagten,  kann  die  Variabele 
g  ^  X  +  iy  =^  Q  (cos  o  -f  i  sin  ©) 
alle  möglichen  Werte  annehmen,  wenn  man  der  Grösse  q  die 
Werte  von  0  bis  +  oo ,  und  der  Grösse  cd  die  Werte  von  —  x 
bis  +  ^  erteilt.    Demnach  muss  eine  stetige  Funktion  von  js 
zugleich  auch   eine  stetige  Funktion  von  q  und  p  sein,  und 
dabei  muss  femer,  wenn  s  einen  reellen  beliebig  kleinen  Wert 
bezeichnet,  die  Differenz  der  Werte,  welche  die  Funktion  för 
x?=()[cos(-Ä+«)+i8in(-3r+«)]  und  ief«()[cos(+3r-e)+»sin(+Ä--f)] 
annimmt,  mit  s  beliebig  klein  werden,  weil  ja  die  Differenz  dieser 
Werte  von  jgr,   nämlich  2ipsin£   selbst   beliebig    klein  wird; 
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umgekehrt  ist  auch  mit  diesen  beiden  Bedingungen  die  Stetig- 
keit der  Funktion  gesichert.  Die  zweite  Bedingung  kann  man 
auch  dadurch  ausdrücken,  dass  man  sagt^  die  Funktion  muss 
für  ©  «=  —  Ä  und  für  o  «  +  ä  dieselben  Werte  erhalten. 

375.   Betrachten  wir  nun  den  Ausdruck 

(l  +  ^n 
in  welchem  m  ein  rationaler  Bruch  sein  soll,  dessen  Nenner 
grösser  ist  als  1.     Setzt  man: 

e  -=-  Q  (cos  «D  +  i  sin  o),     1  +  j?  —  f  (cos  if  +  i  sin  ^), 

und  unterwirft  dabei  ^,  ebenso  wie  c},  der  Bedingung;  dass  <o 
zwischen  den  Grenzen  —  ä  und  +  ä  bleiben  soll,  ohne  die 
untere  Grenze  zu  erreichen,  so  wird 

1  +  ^  cos  c}  — >  r  cos  ^,    p  sin  CO  «"  r  sin  ^^ 
daher: 

r^yi  +  2QCOB(o  +  Q^j     cos^  — ' }    sin^—-^^ 

T  T 

Damit  ist  der  Modul  r  und  das  Argument  ^  vollständig  be- 
stimmt.    Die  Werte  der  Punktion  (1  +  i)^  werden  nun: 

r^ (cos  m^  +  %  sin  m^)  (cos  2  w  ää  +  i  sin  2m  ää), 

wobei  A;  eine  ganze  Zahl  ist.    Um  unter  diesen  yerschiedenen 

Werten  eine  Funktion,  die  wir  betrachten  wollen,  zu  definieren, 

setzen  wir: 

(1  +  zf  =- 1^  (cos  m^  +  t  sin  m^). 

Von  dieser  Funktion  behaupten  wir:  sie  ist  stetig,  so- 
lange der  Modul  von  z  kleiner  als  1  ist;  sie  wird  dagegen 
auch  unstetig  in  einem  Gebiete,  in  welchem  der  Modul  von  z 
grösser  als  1  ist. 

Denn  die  obigen  Gleichungen  zeigen,  dass  r  und  ^  sich 
stetig  ändern,  wenn  ^  und  o  stetig  yariiert  werden,  und  zwar 
bei  allen  Werten  von  q  und  o.  Wenn  aber  p  kleiner  als  1 
ist,  so  sieht  man,  dass  cos  f^  stets  positiv  ist;  mithin  bleibt  ^ 

zwischen  —  -^  und   +  — j  und  da  sin^  «  0  ist  für  o  —  ±  ä, 

so  wird  der  Winkel  ^  null  für  co  —  —  ä  und  o  =»  +  ä.  Lässt  man 
also  bei  einem  festen  Werte  von  r  den  Winkeil  m  von  +  « 
bis  —  n  variieren,  so  variiert  t  vom  Werte  0   bis  zu  einem 
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bestimmten  Maximalwert^  nimmt  dann  wieder  ab  und  wird  0, 
wenn  co  «*>  0  ist,  wird  dann  negativ  bis  zu  einem  Minimal- 
wert, wenn  o  negativ  wird,  und  erreicht  den  Wert  0  f&r 
o  -=  —  sr.  Hieraus  folgt  auch,  dass  die  Funktion  (1  +  e)"^  stetig 
mit  Q  und  (o  variiert,  und  dass  sie  überdies,  wenA  q  konstant 
bleibt,  für  o  «  —  jt  und  für  o  «  +  ^t  denselben  Wert  erhält-, 
sie  ist  also  eine  stetige  Funktion  von  0, 

Nehmen  wir  aber  nun  an,  dass  e  Werte  erhält,  deren 
Modul  grösser  ist  als  1.  Giebt  man  o  die  Werte  —(»  —  «) 
und  +  (ä  —  f),  wobei  e  beliebig  klein  wird,  so  konvergiert 
cos^  in  beiden  Fällen  nach  —  1,  und  sin^  nach  0;  aber  im 
ersten  Falle  konvergiert  der  Sinus  nach  dieser  Grenze,  indem 
er  negative  Werte  durchläuft,  im  zweiten  Falle,  indem  er 
positive  Werte  durchläuft.  Hieraus  folgt,  dass  für  co  ==  —  sr, 
if  gleich  —  «,  und  für  ©  ■=  +  jr  auch  ^  =  +  ä  wird.  Folglich 
erhält  die  Funktion  (1  +  je?)"»  für  cd  =  —  ä  und  o  -=  +  ä  zwei 
verschiedene  Werte,  deren  Differenz  gleich  2*V"  sinmÄ  ist; 
diese  Differenz  ist  nur  null,  wenn  m  eine  ganze  Zahl  ist,  und 
folglich  ist  in  jedem  andern  Falle  die  Funktion  unstetig. 

Die  nämlichen  Betrachtungen  lehren  auch,  dass  die  Funk- 
tion ?(1  +  z)  stetig  bleibt  für  alle  Werte  von  ;ei,  deren  Modul 
kleiner  als  1  ist,  dass  sie  aber  unstetig  wird,  wenn  0  Werte 
annimmt,  deren  Modul  grosser  ist  als  1. 


Die  Ableitung  nnd  das  Differential  einer  Funktion 
einer  komplexen  Yariabelen. 

376.  Die  Definitionen  der  Ableitung  und  des  Differentiales, 
welche  für  Funktionen  einer  reellen  Variabelen  gegeben  wor- 
den sind,  lassen  sich  auch  auf  Funktionen  einer  komplexen 
Variabelen  ausdehnen.  Bezeichnet  f{z)  eine  Funktion  der 
komplexen  Variabelen  is  =^  x  +  iy,  d.  h.  nach  unserer  engeren 
Definition  eine  Variabele,  welche  durch  die  elementaren  ex- 
pliciten  Operationen,  der  algebraischen  sowohl  wie  der  trans- 
scendenten,  ausgeführt  mit  der  komplexen  Variabelen  z  definiert 
ist,  oder  wie  vrir  gleich  sagen  wollen,  um  alle  diese  Fälle  zu 
umfassen,  eine  Variabele,  die  als  Potenzreihe  gebildet  mit  der 
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Variabelen  z  definiert  ist,  so  ist  die  Ableitung  f(/)  die  Grenze, 
welcher  der  Quotient 

^z 
oder 

f{x  +  iy  +  Aa;  +  ?  Ay)  -  f{x  +  iy) 

Ax  +  i^y 

zustrebt,  wenn  A;e?  »  Are  +  i^y  nach  null  konvergiert.  Letz- 
teres erfordert,  dass  Lx  und  Ay  zugleich  null  werden. 

Über  den  Wert  dieser  Ableitung  ist  nun  folgendes  zu 
bemerken:  Betrachten  wir  zunächst  allgemein  die  Funktion 
f{z)  als  Funktion  der  reellen  Variabelen  x  und  y,  so  ist 

f{z)  ^u  +  iv    und    f{z  +  Ajet)  «=  u  +  Au  +  i{v  +  Av), 

wenn  man  mit  Au  und  At;  die  Inkremente  der  Funktionen 
u  und  V  bezeichnet,  welche  zu  den  Werten  x  +  Aa;,  y  +  Ay 
der  Variabelen  x  und  y  gehören.     Es  ist  also 

f{z  +  ^z)  —  f{z)      Au  +  tAt;      Au  /       1       \  ,   .  At;  / 1_ 

A^  ""Aa;-fiAy"~ 


Die  Differenzenquotienten  -^  und  -^  gehen,   wenn  Ao; 

und  Ay  gleichzeitig  nach  null  konvergieren,  in  die  totalen 
Differentialquotienten  der  Funktionen  u  und  v  über,  wenn  wir, 
wie  dies  bei  den  regulären  Funktionen  im  allgemeinen  der 
Fall  ist,  die  partiellen  Ableitungen  der  Funktionen  u  und  v 
als  stetige  Funktionen  der  beiden  Variabelen  x  und  y  an- 
nehmen; demnach  wird 

'  ^^^^\dx  '^  dy'  dx)  ^   .   .  dy  '^^\dx  ■*■  äy  *  da;/  ,   ,   ,  dy' 

'  +  'dx  '  +  'lx 

d.  h.  die  Ableitung  der  Funktion  f(z)  ist,  wenn  keine  nähere 
Annahme  über  die  Beschaffenheit  der  Funktion  gemacht  wird, 

Am 

von  dem  Grenzwerte  des  Quotienten  -r-^i  dem  Differential- 
quotienten  -p  abhängig. 
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Insbesondere  kann  aber  der  Quotient 

von   diesem  Differentialqaotienten   ganz  unabhängig  werden; 
dies  tritt  ein,  wenn 

,    . dv\       du   ,    .  dv 

also 

du  _dv_      du  dv 

Jx  ~  Jy^    Jy^      Jx 
ist. 

Jede  Funktion  q>{xy  y)  der  beiden  Variabelen  x  und  y 
kann,  wie  dies  auch  Cauchy  getban  hat^  als  Funktion  der 
komplexen  Variabelen  x  +  iy  «^  0  betrachtet  werden,  insofern, 
als  einem  bestimmten  Werte  von  e  auch  ein  bestimmter  Wert 
der  Funktion  zugeordnet  ist.  Für  solch  eine  Funktion  aber 
hängt  der  Wert  von 

d<p{x,y')  _  j.^  q){x  +  ^x,y  +  Ay)  -  q)(x,  y) 
dz       '^  Lx-\-  i  Ay 

im  allgemeinen  von  der  Gfrenze  —-  ab,  nach  welcher  -r-^  kon- 
^  dx      '  Are 

vergiert,  wenn  Ao;  und  Ay  null  werden.  Unter  diesem  Gesichts- 
punkt kann  man  die  Funktionen  der  komplexen  Variabelen  s  in 
zwei  Klassen  teilen,  die  eine  umfasst  ganz  allgemein  die  Funk- 
tionen der  Variabelen  x  und  y,  bei  denen  die  Ableitung  an 
jeder  Stelle  verschiedene  Werte  erhält,  je  nach  dem  Werte 

dy  . 
von  -^;  die  andere  umfasst  diejenigen  Funktionen,  deren  Ab- 
leitung von  diesem  Werte  ganz  unabhängig  ist.  Diese  letz- 
teren bezeichnet  man  als  die  eigentlichen  Funktionen  einer 
komplexen  Variabelen ,  weil  zu  ihnen  alle  Funktionen  gehören, 
die  sich,  wie  im  Eingange  dieses  Paragraphen  gesagt  wurde, 
durch  die  elementaren  Operationen  definieren  lassen,  und  weil, 
wie  weiterhin  gezeigt  werden  soll,  nur  diese  Funktionen  sich 
in  Reihen  entwickeln  lassen,  welche  nach  Potenzen  der  kom- 
plexen Variabelen  0  fortschreiten. 

Die  Regeln  für   die  Pifferentiation   der   expliciten   alge- 
braischen Funktionen  erleiden  nämlich  keine  Änderung,  wenn 
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die  Variabele  komplex  wird.  Daraus  folgt,  dass  diese  Funk- 
tionen Ableitungen  besitzen,  die  yon  dem  Werte  des  Quotienten 

-=^  unabhängig  sind. 

Dasselbe  gilt  auch  von  den  Exponentialfonktionen,  dem 
Logarithmus  und  den  Kreisfanktionen,  denn  die  auf  diese 
Funktionen    bezüglichen   Regeln    beruhen    einzig    und   allein 

darauf,  dass  die  Ausdrücke  — 7 — >     —r-  nach   dem   Werte 

h  h 

eins  konvergieren,  wenn  h  null  wird^  und  dies  ergiebt  sich 
unmittelbar  aus  den  Definitionen  der  Funktionen  a*  und  sinj? 
bei  komplexen  Werten  von  0.  Man  erkennt  demnach,  dass 
alle  Funktionen^  welche  aus  den  elementaren  zusammengesetzt 
sind,  zur  zweiten  Klasse  gehören,  d.  h.  eine  bestimmte  ledig- 
lich von  den  Werten  0  abhängige  Ableitung  besitzen,  und  im 
folgenden  sollen  überhaupt  nur  Funktionen  untersucht  werden, 
welchen  diese  Eigenschaft  zukommt 

877.  Ist  f(e)  eine  Funktion  der  Variabelen  £f  —  a;  +  ty? 
für  welche  f\0)  einen  eindeutig  bestimmten  Wert  hat,  so  ist 

dx  Ao?  A£f       Aa?         ^  "^  dx 

iM  _  ,ta  Mi  _  u„^ .  |1  _  „,)  |£, 

dy  Ay  Az       Ay      '  ^  ^  dy^ 


femer  ist 
also  ist 

mithin 


dz      .      _?£_  • 
dx^    '     8y~*' 

Setzt  man  /"(«)  —  m  +  t»,  so  ist  also 

{du  ,   .  ar\       .{du  ,   .  dv\      ^ 

und  mithin  ergiebt  sich  wie  vorhin: 

-V  du       dv       du  dv 

^  dx^  dy^     dy''      dx' 
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Differentiiert  man  diese  Gleichungen  nach  x  und  y,  wobei 
Toransgesetzt  wird,  dass  auch  die  zweiten  Ableitungen  der 
Funktionen  u  und  v  regulär  sind,  so  wird 

du?    ^  dxdy^     dxdy  *"        doi?  ' 
d^u  d^v  d*u  d^v 


also  ist: 


dxdy         dy^  dy^  dxdy^ 


d^u       dH  _  ^*^    .    ^'t;_o 

Die  partielle  Differentialgleichung 

dx^  ^  dy^^ 

wird  also  befriedigt,  indem  man  fQr  6  sowohl  die  Funktion  tc, 
als  auch  die  Funktion  v  substituiert;  und  man  hat  den  Satz: 
Bezeichnet  u  den  reellen  und  v  den  Faktor  des  imaginä 
ren  Bestandteiles  einer  „FunJctian  der  komplexen  Variabden 
z  —  X  +  iy '*  iw  eigentlichen  Sinne ^  d.  K  einer  Funktiofi,  welche 
innerhalb  eines  gegebenen  Bereiches  der  Ebene  eindeutig  und 
stetig  ist,  und  dort  überall  eine  bestimmte  lediglich  von  z  ab- 
hängige Ableitung  besitzt,  welche  ebenfalls  eine  stetige  Funktion 
von  z  ist,  so  genügen  die  Funktionen  u  und  y  stets  den  Be- 
dingungen  ^      ^      ^^  ^  _^1 

^  dx^  dj      dj  dx 

sowie  auch  den  Bedingungen 

^^  öx«+&y*    "'   ax»  +  ay*    "• 

Für  diese  letzteren  beiden  Bedingungen  ist  zunächst  noch 
vorausgesetzt^  dass  die  Funktionen  u  und  t;  zweite  partielle 
Ableitungen  besitzen,  welche  stetige  Funktionen  der  beiden 
Variabelen  sind.  Indessen  werden  wir  diese  Voraussetzung  spä- 
terhin als  eine  notwendige  Folge  aus  den  Gleichungen  1)  be- 
weisen. 

878.  Wir  wollen  nun  noch   eine   andere    Gleichung  ab- 
leiten, welche  uns   von  Nutzen   sein  wird.     Führt  man   die 
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Polarkoordinaten  q  und  oi  an   Stelle   der  rechtwinkligen   ein^ 

indem  man 

z  ^  Q  (cos  o  +  i  sin  w)  —  ge*^ 

setzt,  so  ist 

dz  .        z       dz        ,      . 

—  e*'"  « -;     —    —  ^pc'"' =»  *£?. 
dg  Q       du) 

Besitzt  also  die  Funktion  f{z)  die  eindeutige    bestimmte 
Ableitung  /'(^),  so  ist 

oder 

df{z)  dz   ^  df(e)  dz 

dg     d(o  "da     dg' 

d^z 
Addiert  man  auf  beiden  Seiten  den  Wert  f(z)  ^   ^    y  so  folgt: 

^  ^  dgdio  ° 

dz  dz^ 

oder 

ap  acj 

Dies  ist  die  Gleichung,  welche  wir  ableiten  wollten;  ersetzt 

man  in  derselben  noch  -r—  und  -^r-  durch    ihre  oben    ange- 

d(o  dg 

gebenen  Werte,  so  wird 


[!«•)] 


3)  !jkir^..iiMf)i, 

da  dg 


Beweis  eines  Fandamentalsatzes  ron  Cauchy. 

879.  Es  sei  f(x)  eine  reelle  Funktion  der  reellen  Varia- 
belen Xy  welche  für  die  Werte  von  x  innerhalb  eines  Inter- 
valles  Ton  Xq  bis  X  stetig  ist. 

Wir  bezeichnen  nun  mit  x  einen  beliebigen  Wert  zwischen 
diesen  Grenzen,  teilen  sodann  das  Intervall  x^  x^inn  gleiche 
oder  ungleiche  Teile,  die  wir 
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Xi      Xqj  x^      x^y  x^      5/2J  •  •  •  ^a;  —  Xn—l) 
nennen,  und  bilden  die  Summe: 

+  (X'-Xn^l)f(Xn-l). 

Diese  Summe  konvergiert  nach  einer  bestimmten  Grenze, 
wenn  die  Anzahl  n  unbegrenzt  wächst  und  jede  dieser  Diffe- 
renzen Xi^  Xq,x^--  Xj^ ...  nach  null  konvergiert  (§§  187  und 
188).  Diese  Grenze  ist  eine  Funktion  von  x,  die  wir  durch 
F(x)  ausdrücken.  Konstruiert  man  die  Kurve,  deren  Ordinate 
f{x)  ist,  in  Bezug  auf  zwei  rechtwinklige  Axen,  so  ist  die 
Grenze  F(x)  die  Fläche,  welche  von  der  Kurve,  der  Abscissen- 
axe  und  den  Ordinaten,  die  den  Abscissen  Xq  und  x  ent- 
sprechen, eingeschlossen  ist.  Folglich  hat  man 
dF(x)^f{x)dx. 

Sind  die  Intervalle  x^  —  x^^  x^  —  x^  . . .  sämtlich  unter 
einander  gleich,  und  bezeichnet  man  ihre  gemeinsame  Länge 
mit  h,  so  ist 

und  ebenfalls  ,-n/  n 

ausserdem  hat  man: 

Fix,)^0. 

Sind  /i  (x)  und  f^  (x)  zwei  reelle  und  stetige  Funktionen 
der  Variabelen  x  innerhalb  des  Intervalles  Xq  bis  Z,  so  giebt 
es  zwei  bestimmte  Funktionen,  F^(x)  und  ^^2(^)5  welche  zu 
den  Funktionen  f^  und  /,  in  der  angegebenen  Beziehung 
stehen.  Demnach  gelten  dieselben  Gleichungen  auch  ftir  die 
Funktionen 

f{x)'^f,(x)  +  if^(x)    und    F(x)^F,{x)  +  iF,(x). 

380.  Es  sei  nun  0  eine  eindeutig  bestimmte  Funktion 
der  Variabelen 

0^  Q  (cos 0  +  i sin (ö)  —  ^e*", 

welche  stetig  bleibt  innerhalb  eines  gewissen  angegebenen 
Bereiches  um  den  Mittelpunkt,  insbesondere  also  bei  allen 
Werten  von  o,  solange  q  innerhalb  gewisser  Grenzen  bleibt. 
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Erteilt  man  nun  dem  Modul  q  einen  bestimmten  festen 
Wert  innerhalb  dieser  Grenzen,  so  hängt  die  Funktion  f{z) 
nur  noch  yom  Argumente  o  ab.  Giebt  man  der  Grösse  o 
die  n  Werte,  welche  eine  arithmetische  Reihe  bilden: 

27C  .  4;r  2  Jen;  .  2(«— 1)ä 

'  n  n  n  n 

und  bezeichnet  man  mit 

die  Werte  von  z,  welche  diesen  Argumenten  entsprechen,  so 
konvergiert  das  arithmetische  Mittel  der  entsprechenden  Werte 
der  Funktion  f(j8),  nämlich: 

n 

0 

nach  einer  bestimmten  Grenze,  welche  Cauchy  den  mittleren 
Wert  der  Funktion  f  (z),  welcher  zum  Modul  q  gehört^  genannt 
hat.  Wir  stellen  diesen  Wert  durch  M  [f(z)]  dar;  er  ist  defi- 
niert durch  die  Gleichung: 

M [/•(.)]  -  lim  ^("o)  +  ^^^'^  +  fjf^^  +  ■••  f^'-'^ fflr  «==00. 

881.  Der  grösste  Modul  einer  Funktion  f{z),  während  z 
den  konstanten  Modul  q  hat,  ist  der  grösste  Wert,  den  der 
Modul  von  f(z)  annimmt,  während  o  von  —  jr  bis  +  ä  vari- 
iert. Da  nun  der  Modul  einer  Summe  nicht  grösser  wird  als 
die  Summe  aus  den  Moduln  der  einzelnen  Summanden,  so 
folgt  aus  der  obigen  Gleichung,  dass  der  Modul  des  mittleren 
Wertes  fA[f{z)]  nicht  grösser  ist  als  der  grösste  Modul  der 
Funktion  f{z). 

Ist  f(z)  «=  Z'^,  und  ^  eine  positive  oder  negative  ganze 
Zahl,  so  wird 

1  +  e    n      -\-  e     n      +...6  » 


tA[zf]  =  Qf'e-'f"'\im 


,qH   ß-if*Tt,    IJßj. 


n 
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Ist  nun  ft  nicht  gleich  null^  so  folgt  aus  dieser  Gleich- 
ung, dass  die  rechte  Seite  schon  bei  jedem  endlichen  Werte 
von  n  null  wird,  dass  also  auch 

ist.  MC^O-O 

882.  Die  bisher  eingeführten  Begriffe  reichen  aus,  um 
einen  grundlegenden  Satz  zu  beweisen,  welcher  von  Cauchy 
zuerst  gegeben  worden  isi 

Derselbe  lautet  folgendermassen: 

LehTBatB.  Ist  f(z)  ei7i€  eigentliche  FunJction  der  kom- 
plexen Varidbelen  z«()e*%  welche  stetig  ist  für  alle  Werte 
von  z,  deren  Modul  gleich  oder  kleiner  ist  als  eine  gegebene 
Grösse  R,  und  deren  Ableitung  f'(z)  in  diesem  Gebiete  nur 
von  dem  Werte  z  abhängt  und  sich  ebenfalls  mit  der  Varia- 
belen  z  stetig  ändert^  so  ist^  wenn  Z  den  Wert  bezeichnet, 
dessen  Modul  gleich  R  ist,  der  mittlere  Wert  der  Funktion 
Zf(Z)  gleich  nully  d.  h.  in  unserer  Bezeichnung,  es  ist 

Wir  setzen:  M[Zf(Z)J-0. 

1)  izf{z)^ip{Q,m),    ^AW-V'Cfto), 

so  ist  nach  der  Gleichung  3)  in  §  378 

Betrachten  wir  p  als  konstant,  so  ist  9)((>,  o)  der  Vor- 
aussetzung nach  eine  stetige  Funktion  von  o;  setzt  man  also 

o  «=  —  jr  +  na, 
wobei  n  eine  beliebig  wachsende  Zahl  und  (o  einen  festen  Wert 
zwischen  —  n  und  +  n  bezeichnet,  so  ist: 

eine   bestimmte   Funktion  von   ©,  welche   für  co  —  — «  null 
wird  und  für  welche 

Ebenso  wird,  wenn  man  o  als  konstant  ansieht,  da  V^Cp^gi) 
eine  stetige  Funktion  von  p  ist,  solange  p  <  oder  « 12  ist, 
für  einen  bestimmten  Wert  von  p  -=  nd 
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»BÖS  H 

eine  besidminte  Funktion  von  p,  welche  f&r  (>  »  0  ebenfalls 
null  wird,  und  der  Gleichung  genügt 

6)  '-^> -♦(»,»). 

Differentiiert  man  nun  die  Gleichung  4)  nach  q  und  die 
Gleichung  6)  nach  o,  was  gestattet  ist,  da  der  Voraus- 
setzung nach  die  Funktion  f(0)  eine  bestimmte  Ableitung  be- 
sitzt, die  ebenfalls  stetig  ist^  so  wird  nach  Gleichung  2): 

dgddo  dgdfo  ' 

oder 


L      dg dQ      J 


Diese  Gleichung  lehrt,  dass  die  Funktion 

8^(ft  o)       a^(p,  0) 
ap  dp 

von  CD  unabhängig  ist.    Man  erhält  demnach  gleiche  Werte, 
wenn  man  a>  ^  —  tc  und  o  ^  +  jt  setzt;  es  ist  also 

g^((>,  +  ^)      g  y(p,  +  n)  ^  a<P(p,  -  gg)      8  ^(p,  -  gr) 

ap  ap  dQ  dQ 

Nun  hat  nach  unserer  Annahme  die  Funktion  ^  {q,  coi) 
denselben  Wert  fttr  co  —  —  ä  und  für  cd  —  +  «;  dasselbe  gilt 
folglich  auch  nach  der  Gleichung  5)  für  ¥''(p,  o),  sowie  für 

j^ — '*    Die  vorige  Gleichung  reduziert  sich  also  auf 

d0{Qj  +  gg)  ^  ^^(P?  —  ^) 

ap       ""       ap      * 

Femer  ist  9(q,  —  n)  gleich  null  bei  allen  Werten  von  q,  und 

folglich  ist  auch  ^ bei  allen  Werten  Ton  p  gleich 

null;  mithin  ist  ^ 

d0(Q,+7t) 
dQ 

34« 
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bei  allen  Werten  von  p,  d.  h.  ^(p,  +  ^)  ist  eine  Eonstante. 
Man  erhält  demnach 

7)  0{R,z)^0(O,7c). 

Da  nun  f(is)  stetig  ist  bei  allen  Werten  von  sf^  deren 
Modul  den  Wert  B  nicht  überschreitet,  so  wird  diese  Funk- 
tion auch  nicht  unendlich  für  p  *»  0;  hieraus  folgt  ^  dass  das 
Produkt  »>/•(,) -.g,(p,a,) 

für  p  »  0  null  wird,  und  das  gleiche  gilt  auch  ftlr  die  Funk- 
tion 4>(p^  cd)  gemäss  der  Gleichung  3).     Demnach  ist 

*(JJ,«)-0, 
oder  was  dasselbe  besagt: 

8)  M[Z/-(Z)]-0, 

womit  die  Behauptung  des  Satzes  bewiesen  ist. 

FolgoBatB  I.  Ist  F(z)  eine  Funktion  der  komplexen  Va- 
riäbeUn  z  —» pe**",  welche  ebenso  wie  ihre  Ableitung  stetig  bleibty 
solange  der  Modul  p  von  z  eine  bestimmte  Grösse  R  nicht  über- 
schreitet^  und  bezeichnet  man  mit  Z  die  Werte  von  z,  welche  eum 
Modul  R  gehören^  mit  x  eine  beliebige  reelle  oder  komplexe  Kon- 
stante,  deren  Modul  r  zwischen  0  und  R  liegt,  so  ist: 


m[zI^f(Z)]-f(x). 


Denn  da  die  Funktion  F{0)  nebst  ihrer  Ableitung  stetig 
ist,  solange  die  Grosse  p  nicht  grösser  als  R  ist,  so  gilt  das- 
selbe auch  von  der  Funktion 

9)  f^,)^m:=JM. 

^  '  ^  ^  Z  --  X 

Diese  Funktion  ist  stetig,  solange  z  von  x  verschieden 
ist;  für  Z'^  X  aber  geht  sie  stetig  in  den  Wert  f(x)  — =  F\x) 
über^  welcher  der  Voraussetzung  nach  eine  bestimmte  end- 
liche Grösse  ist. 

Demnach  kann  man  den  vorigen  Satz  auf  die  Funktion 
f(z)  anwenden,  und  man  erhält  nach  der  Gleichung  8): 


oder 


M[ZftZ)l-M[z3a^]_0, 


10)        m[247^H--^«m[2§^]-0. 
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Nun  ist 


^V       z_^        ^^Z^Z«^  Zn-1^ 


'O-D 


Der  mittlere  Wert  von  —  ist  null,  wenn  |it  nicht  gleich 
null  ist  (§  381),  und  gleich  1  für  ^  «  0,  also  ist 


Z 


(-1) 


a?" 


Der  Modul  von  M r  ist  nicht  grösser  (§  380) 

als  der  grösste  Modul  der  Funktion -z r->  und  dieser  ist 

gleich   dem    Produkte  von  l-^^ I    mit    dem    grössten    Modul 
von Da  nun  \-^)  nach  null  konvergiert,  wenn 

n  unbegrenzt  wächst,  so  ist 

"[zi.]-'- 

Die  Gleichung  10)  ergiebt  demnach: 

12)  F{x)  -  M  [-^—  FiZ)]' 

FolgesatB  IL  Unter  denselben  Bedingungen  wie  im  vori- 
gen Satze  hat  die  ft**  Ableitung  der  Funktion  P(x)  an  der 
Stelle  X  im  Innern  des  definierten  Bereiches,  für  welchen  r  —  R 
ist,  einen  bestimmten   Wert,  welcher  der  Gleichung  genügt: 

13)  F^(x)-ft!M[^^_^^^^,F(Z)]- 

Diese  Gleichung  ist  die  Verallgemeinerung  der  Gleich- 
ung 12),  welche  letztere  sich  fttr  ft  =  0  ergiebt.  Um  also 
diese  Gleichung  zu  beweisen,  genügt  es  ihre  Gültigkeit  durch 
den  Schluss  von  (i  auf  (i  +  1  darzuthun.  Ersetzt  man  zu 
diesem  Zwecke  x  durch  x  +  h  ia  der  Gleichung  13),  so  folgt: 
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8.180  * 

Enirwickelt  man  den  Zahler  nach  Potenzen  von  h,  so  folgt: 

+  ((t  +  l\h'(e-xy->-...-(-iy-'h>'+^; 
also  ^irird: 

r    (^+i)»/>^F(z)  (^  +  i)3A^zF(z) 

^     L{z-xy{z^x-hy+'    {z--xy{z-x-hy-^^ 


(-iy-^}u^zF(z)    n 

"'"(Z-:t)«+^(Z-a;-A>"+U' 


Die  Mittelwerte  aller  der  Grössen,  welche  den  Faktor  h 
haben,  erhalten  einen  Modul,  der  jedenfalls  nicht  grösser  ist 
als  der  grösste  Modul  der  Ausdrücke^  aus  welchen  sie  zu 
bilden  sind.  Der  grösste  Modul  dieser  Ausdrücke  wird  aber 
gleich  dem  Produkte  aus  dem  Modul  von  h  (oder  einer  Potenz 
dieses  Moduls)  und  einem  endlichen  Werte.  Folglich  konver- 
gieren diese  grössten  Moduln  und  ebenso  die  Moduln  der  ge- 
nannten Mittelwerte  mit  h  gleichzeitig  nach  null.  Es  ist  demnach 

A«o  A  L{Z—x){Z-'X-'hy+^J 

Man  erkennt  aber  leicht,  dass 

!!S"[(z-.)f/-a»-^.]-4(-gP-.] 

wird;  denn  die  Differenz 

M  ^ZF{Z)  ^z~x)(z-x-hy+'-  ~  {z-xy+'i 

-  M  [zF(z^  (z-xy+^-(z-x-hy+n 
M  izF{Z)  (^z-xy+\z-x-hy+^  J 

wird  mit  h  beliebig  klein,  weil    der  Zähler    wiederum    pro- 
portional der  Grösse  h  wird.    Sonach  ist 
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Die  Entwickelnng  der  Funktionen  in  Potenzreihen. 

383.    Aus   den   vorigen   Gleichungen  hat   Cauchy   den 
schönen  Satz  abgeleitet: 

Jede  Funktion  F(x)  einer  komplexen  Variabelen  x  lässt 
sich  in  eine  konvergente,  nach  steigenden  ganzen  Potenzen  von  x 
geordnete  Reihe  entwickeln,  solange  der  Modul  der  reellen  oder 
komplexen  Variabelen  x  einen  Wert  behält,  der  kleiner  ist  als 
der  Wert,  für  welchen  die  Funktion  F(x)  und  ihre  Ableitung 
F'(x)  aufhören  stetig  au  sein. 

Zum  Beweise   dieses  Satzes   braucht   man   bloss   in   der 

Gleichung  12)  des  vorigen  Paragraphen  den  Quotienten  -^ 

durch  die  Entwickelnng  11)  zu  ersetzen;  man  erhält  alsdann: 


1)  F(x)^M[F{Z)]+xM[^P]+...x'-m\^^  +  Rn, 


wobei 

2)  Rn-M\~ 


ist.     Der  Modul  von  x  ist  der  Voraussetzung   nach  kleiner 

als  B;  demnach  konvergiert  der  Faktor  f -^j  nach  null,  wenn 

n  unbegrenzt  wächst,  während  der  andere  Teil  von  Rn  jeden- 
falls einen  endlichen  Wert  behält;  also  ist 

und  folglich:  "        ' 

Die  Gleichungen  12)  und  13)  ergeben  für  a:  —  0 
JF'(0)-M[F(Z)], 

Man  kann  demnach  die  Gleichung  3)  schreiben: 


X 


8 


4)   F(^x)-F(0)  +  xF'(0)  +  ^^F"(0)  +  ^F"iO)  +  ..  . 
und  dies  ist  die  Mac-Laurinsche  Entwickelung. 
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884.  Die  Funktionen  (1  +  ^)"*  und  1(1  + ß)^  welche  tär 
jer  -»  0  bezüglich  den  Wert  1  und  0  besitzen  sollen  und  in  der 
irfiheren  Weise  definiert  sind,  sind  ebenso  wie  ihre  ersten 
Ableitungen  stetig  für  alle  Werte  von  z,  deren  Modal  kleiner 
als  eins  ist    Demnach  ist  für  diese  Werte: 

/i   I    N«,     1   .  *w      .  w(w  — 1)    j  ,  w(m  — l)(tn  — 2)   ,  , 
(^  +  ")"-^  +  T^+       172      ^+  1.2.3 '^+-' 

Schreibt  man  Qe*^  an  Stelle  von  £,  so  wird  die  zweite 
Gleichung:  • 

l{l  +  QCOBG>  +  Q%  sm  o)  «  ^ -^-g h  — g h  •  •  • 

Setzt  man 

1  +  ^  cos  CO  -^  r  cos  V',     p  sin  ö  «  r  sin  V', 

SO  ist  der  Winkel  V'  zwischen  —  —  und  +  -^  enthalten,  weil 

p  <  1  ist;  er  ist  folglich  durch  seine  Tangente  bestimmt  und 
fQr  diese  wird 

,                     p  sin  o 
tang  if  -»  -:r-r 

^  1  +  9  cos  CO 

Femer  ist 


r  —  yi  +  2p  cos  CO  +  p* 
und 

Z(l  +  p  cos  CO  +  pi  sin  co)  -*  l(r)  +  t>, 
also  ist: 


,-/.   ,  o  ' ; — 9  .    •       j.  p  sin  CO  ge*" 

lyi  +  2p  cos  CO  +  p*  +  «  arctanff-:r~- =  -^-r— - 

°l+pcosco  1 

p*c*<"'    ,    Q^e^''     , 

2-  +  -3-  +  - 

Indem  man  die  reellen  und  imaginären  Teile  beiderseits 

gleich  setzt,  folgt: 

,,A   ,  o ; — ?      pcosco      p*cos2co  ,  p'cosSco 

i|/l  +  2pcosco  +  p^-^^-^ 1 — g +  ^—^ +  '-! 

.  psinco  p  sin  CO      p' sin  2(0  ,  p^sin3co 

arc  tang  -5—; —  — ; ^ ^r h  •  •  • 

'^l  +  pcosco  1  2  3 

Diese  Gleichungen  gelten  für  jeden  Wert  von  p,  der  kleiner 
ist  als  1,  wenn  in  der  zweiten  Gleichung  der  Bogen  zwischen 
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—  -jr  und  +  "ö  genommen  wird.  Setzt  man  in  der  zweiten 
Gleichung  9  sin  cj  «  rc,  p  cos  o  —  0,  also  o  —  ±  -^;   so  folgt 

X       a^   ,   x^      x'^ 
arctangrc  ^Y"-3"  +  "5"~"7"'  *' 

und  setzt  man  x  »  tang  z^  so  wird 

tangjef  ^  tang*£?       tang^j?  _  tang^je?       ^ 

^      j         3~~"*""~5         r~"^ 

Diese  letzte  Gleichung  besteht  für  diejenigen  reellen  Werte 
von  Zy  welche  zwischen  —  ^  und  +  -j-  liegen. 

385.  Da  die  Funktionen  e*j  cosj?,  sin;9  ebenso  wie  ihre 
ersten  Ableitungen  ftir  alle  Werte  von  0  stetig  sind,  so  sind 
sie  auch  ftir  jeden  Wert  von  e  durch  Potenzreihen  darstellbar. 
Dabei  ist  zu  bemerken,  dass  diese  Reihen  für  uns  zugleich 
die  Definitionen  dieser  Funktionen  waren,  so  dass  sich  also 
kein  neuer  Satz  an  dieselben  knüpfen  lässt.  Dagegen  würde 
die  Entwickelung  in  eine  Potenzreihe  für  die  Funktion  e*  z.  B. 
ein  neuer  Satz  sein^  wenn  man  als  Definition  dieser  Funktion 
die  Gleichung 

e*  «  e*+**'  «•  €'  (cos  y  +  i  sin  y) 
gewählt  hätte. 

Die  Funktionen  -^ — -r  und  -^  cotg  -5-   werden   nur  un- 

stetig,  ebenso  wie  ihre  ersten  Ableitungen,  wenn  sie  unendlich 
werden;  dies  tritt  bei  der  ersten  Funktion  ein,  wenn  z  ein 
ganzes  Vielfaches  von  2  in  ist,  bei  der  zweiten,  wenn  z  ein 
ganzes  Vielfaches  von  2n  ist.  Also  lassen  sich  diese  Funk- 
äonen in  konvergente  Potenzreihen  entwickeln  für  alle  Werte 
von  i?,  deren  Modul  kleiner  ist  als  2n.  Ebenso  bleibt  die 
Funktion  tang  z  stetig  für  alle  Werte  von  z^  deren  Modul 

kleiner  als  -^  ist.     Sie  lässt  sich   also  für  diese  Werte  nach 

der  Mac-Laurinschen  Formel  entwickeln.  (Ich  habe  diese 
Entwickelungen    in    meinem    Lehrbuche   der    Trigonometrie 
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{5.  Ausgabe]  durch  eine  spezielle  Methode  bewiesen,  und  ver- 
weise in  Bezug  auf  die  Einzelheiten  dieser  Reihenentwickel- 
ungen auf  dieses  Werk.) 

±  1 

Die  Funktionen  js^,  Iz^  e*  sind  unstetig  für  den  Wert 

null  des  Modul,  und  daher  nicht  entwickelbar  in  Reihen  mit 

positiven  ganzen  steigenden  Potenzen  von  z. 


Die  Belhenentwickelung  ron  Lagrange. 

386.  Wir  bjszeichnen  mit  x  eine  gegebene  Eonstante, 
mit  t  eine  reelle  oder  komplexe  Yariabele,  und  betrachten 
die  Gleichung 

1)  z^x-^tf{z), 

in  welcher  z  die  Unbekannte,  und  f{z)  eine  stetige  Funktion 
von  z  ist,  unabhängig  von  x  und  ^,  mit  der  eindeutigen  und 
stetigen  Ableitung  f{z).  Diese  Gleichung  hat  bei  jedem  Wert 
von  t  eine  begrenzte  oder  unbegrenzte  Anzahl  von  Lösungen, 
je  nachdem  f{z)  eine  algebraische  oder  transscendente  Funktion 
ist.  Für  ^ »  0  reduziert  sich  eine  dieser  Losungen  auf  x  und 
die  andern  werden  unendlich. 

Die  Wurzeln  der  Gleichung  ändern  sich  im  allgemeinen 
stetig  mit  t  Denn  giebt  man  t  einen  Wert  t^  und  bezeichnet 
man  mit  z^  eine  der  Wurzeln  der  Gleichung  1),  von  denen 
wir  annehmen,  dass  sie  für  t^t^  alle  von  einander  verschieden 
sind,  so  hat  man 

Wählt  man  nun  einen  andern  Wert  z^^  ^z^^  wobei 
A^o  einen  beliebig  kleinen  Modul  haben  möge,  so  ist  der 
zugehörige  Wert  ^o+  A^oj  ^^^  welchem  Zq+  AZq  eine  Wurzel 
der  Gleichung  ist,  zu  bestimmen  durch  die  Relation 


^o+A^o« 


Zq  -HA^o  -  ^ 


A^o  +  A^o) 
Die  Differenz  der  beiden  Werte  von  t  ist  also: 


Digitized  by 


Google 


Funktionen  einer  komplexen  Variabelen.  539 

/^W/"K  +  A«p) 
_A;gp-e  1/(^0 +Agp)-/-(irp)] 
/(^o+A;^p) 

Da  die  Funktion  f{z)  als  regulär  vorausgesetzt  ist,  so 
kann  man  sie  nach  der  Mac-Laurinschen  Reihe  entwickeln; 
es  ist  also  bis  auf  Grössen,  die  von  zweiter  Ordnung  im  Ver- 
hältnis zu  Aje^o  unendlich  klein  werden: 

At^LlJofli^A.       oder     Aji  ,  ^^^^^         Ai 

Solange  also  der  Nenner  1  — /^^/''(jefo)  von  null  ver- 
schieden ist,  so  wird  A0q  mit  At^  gleichzeitig  unendlich  klein, 
und  es  ist 

''""a^p      1-<pA^p)' 

d.  h.  es  ist  nicht  nur  e  eine  stetige  Funktion  von  ^,  sondern 

dz 
auch  die  Ableitung  -=1    hat   überall   einen   bestimmten,   sich 

stetig  ändernden  Wert 

Auszuschliessen  sind  aber  von  vornherein  alle  die  Stellen, 
für  welche  gleichzeitig 

2)  z-^x  +  tfiz)    und     l-^tr{0)'^O, 

also 

wird.  Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind  unabhängig  von  U 
Bezeichnen  wir  dieselben  mit  OiC"»*,  a^e^% ...  und  tragen  wir 
diese  Werte  in  die  Gleichung  1)  ein,  so  wird 

4)  ^-TvAsrÄ'    *"       ^ 


Diese  Gleichungen  geben  zugleich  die  Werte  von  t  an, 
für  welche  mindestens  zwei  Wurzeln  der  Gleichung   1)  ein- 
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ander  gleich  werden.  Denn  soll  die  Gleichung  1)  bei  einem 
bestimmten  Werte  von  t  zwei  gleiche  Regeln  haften^  so  folgt, 
dass  bei  einem  Werte  t^  +  AtQ  Wurzeln  vorhanden  sind,  die  von 
dem  Werte  Zq,  'der  zu  ^^  gehört,  beliebig  wenig  unterschieden 
sind.     Es  ist  demnach 

Subtrahiert  man  die  beiden  Gleichungen,  so  folgt 

A'xr  -  A"i?  «  (^0  +  AO  •  [/"K  +  A'^)  -  n^o  +  A"^)], 
oder  wenn  man  wiederum  auf  der  rechten  Seite  die  Glieder 
erster  Dimension  entwickelt: 
A'0-A"0^(t,  +  At)fXjs,)[A'z-A^'0l  also   l^(t,  +  At)r{js^). 

Lässt  man  A^  und  mit  ihm  A'z  und  A"ß  nach  null  kon- 
vergieren, so  muss  1  =  ^  f'Cz) 

sein,  wie  vorhin  gefunden  wurde. 

Bezeichnet  man  mit  R  den  kleinsten  unter  den  Moduln- 
werten von  t  in  der  Reihe  4),  so  ist  die  Yariabele  0,  solange 
der  Modul  von  t  kleiner  bleibt  als  i2,  eine  stetige  Funktion 
der  komplexen  Yariabelen  t  mit  stetiger  erster  Ableitung, 
welche  für  ^=0  den  Wert  x  hat,  und  nach  der  Mac-Laa- 
rinschen  Formel  entwickelt  werden  kann. 

387.  Nach   den  bisherigen   Ergebnissen   muss   sich   also 
fOr  J8  als  Funktion  von  t  eine  Reihe  ermitteln  lassen: 
t  {dts\       f  /<jp0\       fi  f^e\ 

wenn  wir  mit  z^,  {-ji)  •  •  •  die  Werte  von  z^  \~jt)  •  •  •  für  ^ -=  0 

bezeichnen.  Und  wenn  F{z)  eine  kontinuierliche  Funktion 
der  komplexen  Yariabelen  z  bezeichnet,  die  von  i  und  x  an- 
abhängig ist,  so  muss  noch  allgemeiner  sein: 

Die  Koeffizienten  dieser  Entwickelung  sind  zu  bestimmen. 
Zu  dem  Zwecke  betrachten  wir  nun  den  Parameter  x  als  eine 
Yariabele.  DiflFerentiiert  man  die  Gleichung  1)  zuerst  nach  f, 
sodann  nach  rr,  so  folgt: 
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6)      [1 -*/•'«] If-z'W,   [i-tf'{z)]^£^i, 

und  hieraus: 

Differentiiert  man  die  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  nach  x, 
und  multipliziert  sie  sodann  mit  einer  willkürlichen  Funktion 
g){z)  Yon  Zy  so  erhält  man: 

J0 


^i^)~^-v{^) 


[«•)|] 


dt      ^^^       dx 

Addiert  man  diese  Gleichung  zur  Gleichung  7),  nachdem  man 
dieselbe  mit  ^^  —  =-  ^  ^  multipliziert  hat,  so  ergiebt 
sich 

oder  _  _         -.  _ 


8) 


a^  aa; 


Diese   Gleichung   lehrt,    dass   man    die  Ableitung   eines 

dis 
Ausdruckes  von   der   Form    q>üi)  — -   nach   t  dadurch   erhält» 

ox 

dass  man  ihn  mit  f(0)  multipliziert  und  die  Ableitung  dieses 
Produktes  nach  x  bildet. 

DiflFerentiiert  man  die  Gleichung  8)  n  —  2  mal  nach  t^ 
so  kann  man  auf  der  ersten  Seite  die  Ordnung  der  Differen- 
tiationen nach  t  und  x  yertauschen,  und  man  erhält: 

a^»-i       ^  dx  a^»- « 

Aber  auf  der  rechten  Seite  kann  jede  Differentiation  nach 
t  ersetzt  werden  durch  eine  Differentiation  nach  x^  wenn  man 
vorher  einen  Faktor  f(js)  hinzufügt;  also  wird: 


9) 


a--^  [<p  W  ^£]    ^^"^  [[/- W]--^  9  w  1^] 


a^"-^  dx 


n  — 1 
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Setzt  man.  nun 

also  auf  Grund  der  Gleichung  7): 

/  \  ^^        TPtr  \  ^^        dF(z) 


SO  folgt 


10) 


Wird  jetzt  schliesslich  ^ »  0  gesetzt,  so  ist  nach  Gleich- 
ung 1) 

femer  nach  Gleichung  6): 


also 


■»0  ^''•"0 

und  die  Gleichung  10)  ergiebt: 


\dJ^F{zy\ 

L  a^»  J. 


da;"-^ 


so  dass  die  Entwickelung  5)  die  Form  erhält 

11) . 


^(.)-^(.)  +  |,(.)^'(.)+^^Mf^ 


<"  d-M[A«)]'-P"(«))  , 
"^■■'n!  (Jap— 1  "^•■" 

Diese  Entwickelung  heisst  die  Beihe  von  Lagrange.   Redu- 
ziert sich  die  Funktion  F{ii)  auf  e,  so  hat  man 


12) 


^-«  +  YrW  +  2!      dx      +31      da;« 


+ 


Bemerkung.    Da  auch  die  Ableitung  F\e)  eine  stetige 
Funktion  der  komplexen  Yariabelen  g  ist,  solange  der  Modul 
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von  t  kleiner  ist  als  der  Wert  22,  bis  zu  welchem  die  Reihe  11) 

konvergiert,  so  ist  auch  die  Funktion  F\z)  —  "^  ^  __  ,  /. A  v 

entwickelbar  in  eine  konvergente,  nach  steigenden  Potenzen 
von  t  geordnete  Reihe  fttr  alle  Werte  von  ^,  deren  Modul 
kleiner  ist  als  R.  Um  diese  Entwickelung  zu  erhalten,  braucht 
man  bloss  in  der  Gleichung  9)  q>{0)  durch  F\z)  zu  ersetzen, 

und  dann  ^  «  0,  je:  —  rc,  —  —  1  zu  setzen.  Man  erhält  auf 
diese  Weise: 

^W^^      ^Wi"!  ^^  +2!  dx^ 

t^d-[{f{x)yF\x) 

und  dies  ist  das  Resultat  der  Differentiation  der  Gleich- 
ung 11)  nach  X. 


Anwendungen  der  Reihe  von  Lagrange. 

388.   Wir   stellen   uns   die  Aufgabe,   die  kontinuierlich» 
Funktion  z  von  t^  welche  durch  die  Gleichung  definiert  ist 

Z^  X  +  tz""^ 

in  welcher  m  eine  ganze  positive  Zahl  ist,  in  eine  Potenzreihe 

der  Variabelen  t  zu  entwickeln.    Die  Gleichung  3)  des  §  386 

wird  hier 

z  ^  x-h^—    oder    z  «- -) 

m  w—  1 

und  die  Gleichung  2)  desselben  Paragraphen  giebt  folglich 

(w-1)^-^ 


t 


nr"  x" 


Wir  müssen  demnach  t  beschränken  auf  die  Werte,  deren 
Modul  kleiner  ist  als  der  numerische  Wert 

^__       (m-l)-i. 
Alsdann  wird  der  Wert  von  z: 
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.     m^  .   2w    «^    .  ,„  ,  3f»(3w— 1)   ,„    ,^, 
^I  o! 

w! 
Das  allgememe  Glied  dieser  Reihe  hat  den  Wert: 

ww(nm— l)..-(nm  — n  +  2)  ^,    «^w. 
nl 
und  folglich  ist: 

w«         n+1       (nm  —  n  +  2)"-(nm  —  n  +  in) 
Die  Grenze  dieses  Verhältnisses  für  n»QO  ist  gleich: 

7 i\m    t^^^     oder    ±-o-? 

und  man  erkennt  also,  nach  den  gewohnlichen  Regeln,  dass 
die  erhaltene  Reihe  in  der  That  nur  konvergent  ist  fdr  die 
Werte  von  t,  deren  Modul  kleiner  als  R  ist. 

389.  Die  Lagrange'sche  Reihe  lässt  sich  auch  oftmals 
verwerten,  um  die  Reihenentwickelung  fttr  explicite  Funktionen 
zu  erhalten.     Wir  wollen  hier  zwei  Beispiele  dafür  geben. 

Es  soll  erstlich  die  Funktion 

1 


Vl-2tx  +  i^ 

in  welcher  x  eine  reelle  gegebene  Grösse  bezeichnet,  deren 
Modul  kleiner  ist  als  eins,  nach  ganzen  Potenzen  von  t  ent- 
wickelt werden. 

Man  betrachte  zu  diesem  Zweck  die  Gleichung  zweiten 
Grades:  , 

1)  U'-^x  +  t  — 2 — , 

deren  Wurzeln  bestimmt  sind  durch  die  Gleichung: 


l±Vl^2tx  +  t' 
Damit  die  Gleichung  1)  gleiche  Wurzeln  bekommt,  muss 
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1  -2tx  +  t^^0 
sein;  also 

Da  X  reell  ist  und  zwischen  —  1  nnd  +  1  liegt;  so  ist 
der  Modul  dieser  beiden  Werte  von  t  gleich  der  Einheit 
Folglich  ist  für  alle  Werte  von  ^,  deren  Modul  kleiner  als 
eins  ist,  diejenige  unter  den  Wurzeln  der  Gleichung  1),  welche 
für  ^  >—  0  den  Wert  x  bekommt,  in  eine  konvergente  Reihe  ent- 
wickelbar. Nehmen  wir  t  reell  an,  zwischen  —  1  und  + 1) 
so  ist  nach  der  Lagrangeschen  Reihe 

l-yi-2tx  +  t*  3^-1  ^   "V   2   /     <»  \   2   J     t' 

t  ^^2  dx        21  dx^-'        nr     ' 

und  differentiiert  man  diese  Gleichung  nach  x^  so  folgt  (§  378, 
Bemerkung): 

^^=^==_.  +  X.,  +  2.,.+  ...X.«.  +  .... 
wobei 

"'"n!2«        da:« 
390.  Es  soll  zweitens  die  Funktion 

nach  ganzen  Potenzen  von  t  entwickelt  werden.  Wendet  man 
die  Reihe  von  Lagrange  auf  die  Gleichung 

1)  e-t+tm 

an,  wobei  js  eine  Funktion  der  Yariabelen  t  Qi^d  t  bezeichnet, 
und  f(xf)  eine  beliebige  Funktion  der  komplexen  Variabelen  j?, 
so  folgt: 

-^w  -2,  ^  — di^i — ' 

und  differentiiert  man  nach  g: 

S  e  r  T  e  1 1  Differential  -  und  Integral  •  Beohnong.    L  Bd.  36 

Digitized  byLjOOQlC 


546     Elftes  Kapitel.   §  890.    Funktionen  einer  komplexen  Variabelen. 

Es  sei  nun 

F'{0)^0"'    und     f(0)^g-l, 

so  ergiebt  die  Gleichung  1): 

^-t       dz  1 


1-r    dt     i-t 

und  folglich  wird  die  Gleichung  2): 

eine  Gleichung,  welche,  wenn  m  eine  positive  ganze  Zahl  ist^ 
Air  alle  Werte  von  t  gilt,  deren  Modul  kleiner  ist  als  eins. 
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Zerlegimg  der  rationaleii  Fnnktionen  in  Partialbrüche. 


Lehrsätze  Aber  die  Zerlegung  der  rationalen 
Funktionen. 

391.  Die  Zerlegung  der  rationalen  Funktionen  ist  ftir  die 
Analysis  von  grosser  Bedeutung^  und  wir  werden  besonders 
in  der  Integralrechnung  Gelegenheit  haben,  sie  anzuwenden. 
Auch  halte  ich  es  für  notwendig,  hier  alle  auf  diese 
Theorie  bezüglichen  Entwickelungen  anzugeben,  welche  ich 
meinem  ,,Lehrbuch  der  höheren  Algebra''  dargestellt  habe. 

Wir   werden   zuerst   beweisen,    dass   sich   eine   rationale 

Funktion  ^}  A  deren  Zähler  und  Nenner  beliebige,  aber  rela- 
tiv prime  Polynome  sind,  d.  h.  keinen  gemeinschaftlichen 
Divisor'  besitzen,  zerlegen  lässt  in  eine  ganze  Funktion  (welche 
auch  null  sein  kann)  und  in  Partialbrüche j  deren  Zähler  kon- 
stant, und  deren  Nenner  die  verschiedenen  Potenzen  der 
linearen  Faktoren  sind,  in  welche  das  Polynom  f{x)  geteilt 
werden  kann.  Wir  werden  dann  weiter  zeigen,  dass  die  ratio- 
nale Funktion  sich  so  nur  auf  eine  einzige  Weise  zerlegen 
lässt,  und  werden  endlich  den  Weg  angeben,  diese  Zerlegung 
auszuführen. 

392.  LehrsatB  I.  Bezeichnet  a  eine  Wurzel  der  Gleichung 
f(x)  «=  0,  a  den  Grad  ihrer  Vidfachheit  derart ^  dass 

f(x)-.(x-a)«f^(x) 

ist,  wobei  i^Cx)  ein  Polynom  von  x  bedeutet,  welches  nidvt  mehr 

F(x) 
durch  X  —  a  teilbar  ist,  so  liann  die  rationale  Funktion  -^— f  ? 

f(x) 


36" 
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tvelche  als  irreducibel  vorausgesetzt  wird,  in  zwei  Teile  der 
folgenden  Art  zerlegt  werden: 

F(x)  A  Fi(x)  

f(i)       (x-a)»'^(x-a)«-ifi(x)' 
A  bedeutet  dabei  eine  Konstante,  F,(x)  ein  ganges  Polynom. 

Denn  es  ist  identisch,  was  auch  der  Wert  von  Ä  sein  mag: 

ffl .         ^(^)  ^         .   F{x)^Äf,(x) 

fix)       {X  -  aYf,{x)  ^  {x^  ay  "^  (o;  -  aff.ix)  ' 

und  damit  das  zweite  Glied  der  rechten  Seite  in  seinem 
Nenner  nur  die  a  —  1**  Potenz  von  x  —  a  enthält,  muss  der 
Zähler  F{x)  —  Af^{x)  durch  x  —  a  teilbar  sein,  d.  h.  fttr 
X  ^  a  verschwinden.     Setzen  wir  also: 

F(a)-Af,ia)-'0, 
80  Wird 

,  _  F{a) 

Dieser  Wert  von  Ä  ist  endlich  und  von  null  verschieden, 
weil  /i(a)  und  F{a)  nicht  null  sind.  Wählt  man  also  fdr  A 
diesen  Wert  und  setzt  man 

F{x)-Äf,ix)^ix-a)F,{x), 
SO  ist 

Fjx)  A  F,{x) 

fix)       {x-aY^  i^x-ay-^ax) 
FolgesatB.    Ist  • 

f(x)  -=  (x  -  a)«  (x  -  b>»  (x  -  c))'...  (x  -  1)S 

wobei  a,  b,  c . . .  1  verschiedene  Grössen,  und  a,ß  ...X  positive 

Ffx"i 
ganee  Zahlen  sind,  so  kann  die  rationale  Funktion  .}>  in  folgen- 
der Weise  zerlegt  werden:  ^  ' 
F(x)           A                   Ai          •         A„-i 
f(x)  "  (x  -  a)«       (x  -  a)«-»  "^  ■'■  X  -  a' 

^  (x  -  b)/»  ^  (x  -  b)"-»  ^      X  -  b' 

ft'o^'  A,  A, . . .  B,  Bj . . .  L,  Lj . . .  /iTonstofi^  ^ne?,  t<nd  E(x)  eine 
ganze  Funktion  ist. 
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Denn  setzt  man  wie  vorhin 

f{x)=-(x-ayax\ 

80  ist  nach  dem  obigen  Satze: 

Fix) A  F,(x) 

{X  -  ayf,{x)  {X  -  ay     "^  (X  -  a)«-Vi(^) 

F^jx)  A,  F,{x)  • 

(iC-a)«-ViW  ^  (x^a)^-^  "^   {x-ay-^f,(x)  ' 

Fa-i{x)  _  Aa-i  Fa{x) 

{x^a)fXx)      ^      x-a  fy{x) 

Ay  A^  ...  Aa^i  sind  endliche  nnd  bestimmte  Eonstanten, 
Fi{x)^  F^{x)  ...Fa{x)  ganze  Funktionen.  Zu  bemerken  ist 
nur,  dass,  während  die  Eonstante  A  niemals  gleidi  null  ist^ 
die  Grössen  A^^A^...Aa--\  auch  null  werden  können,  denn 
die  Polynome  F^{x)y  F^{x)  . . .  können  durch  x  —  a  teilbar 
sein.     Addiert  man  die  Gleichungen,  so  folgt 

F{x) A__      A, Ag^,       Fa(x) 

(x  -  ayfi{x)  ^  {x-  aY       {X"  a)«-^  x-a        f^{x)  ' 

Setzt  man 

ax)^{x-byux) 

Fa(x) 
und  verfahrt  mit  dem  Quotienten    ^  /  /  in  derselben  Weise, 

so  erhält  man  einen  Ausdruck  von  der  Form: 

Fajx)         Fg(x) B  B,  B^^,    Fg^ßjx)^ 

fi(x)    {x-byf^{x)  {x-by'^ {x-by-^'^    x-b     f^{x)  ' 

folglich  ist 

Fix)  A  A, ^g-l 

fix)   ^  {x-  ay       iX"  ay-^  x  —  a 

JL  ?. +  ?1 +  ...^(^-^  +  Fa^pix)^ 

ByB^...  sind  bestimmte  Eonstante  und  Fa^ß{x)  eine  ganze 
Funktion.  Man  kann  auch  leicht  beweisen,  dass  B  stets  von 
null  verschieden  ist.  Fährt  man  so  fort,  so  erhält  man  die 
zu  beweisende  Gleichung. 
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39ä  LehrsatB  n.  Eine  rationale  Funktion  lässt  sich  nur 
auf  eine  einzige  Weise  in  eine  ganze  Funktion  und  in  Pariial- 
hrüche  zerlegen. 

Die  Eindeutigkeit   der   Zerlegung   folgt  aus   der  eindeutigen 

Bestiininung  eines  jeden  Wertes  Ä^  Ä^^  ,..,  B,  B^  ...  lässt  sich  aber 

auch    in    noch    allgemeinerer  Weise   durch   folgende   Üherlegong 

direkt  bestätigen: 

F(t\ 
Nimmt  man  an,  dass  für  den  Quotienten    ^/  /  zwei  ver- 

schiedene  Zerlegungen  gefunden  sind:  ^  "^ 

^       j Äi B        ,  Bi  IT  /"  ^ 

(x  -  a)"  '^  (x-  a)«-»  '^"'  (x-by^  (x-  6)/*-»  "^  "  ^"^^^ 
and 

^'        ,         A  .  B  B, 

{X  -  ay  "^  (a;  -  a)«'-»  "^       {x  -  ly  '^  (x-  by-^  '^"      ^  ^' 

so  ist  also 

a  und  a'  sollen  die  höchsten  Potenzen  von  x  —  a  auf  beiden 
Seiten  angeben;  dann  ist  zu  beweisen,  dass  a^d  und  A^^A! 
ist.  Wenn  nämlich  a  und  cl  verschieden  sind,  und  a>  ol 
ist,  so  entnehmen  wir  aus   dieser  Gleichung   den  Wert  von 

-f r;;^  und  bringen  alle  übrigen  Glieder  auf  den  gleichen 

Nenner.    Alsdann  wird 

A  Kp{x) 

(x  -  ay  '^  "(^-a)«-*^(a;)' 


oder 


^      {x-a)q){x) 
t(x) 


<p(x)  und  t{x)  sind  Polynome,  von  denen  das  zweite  nicht 
durch  X  --  a  teilbar  ist.  Andererseits  ist  A  eine  Konstante; 
es  folgt  also,  dass  der  Wert  null  sein  muss,  denn  für  rr»  a 
ergiebt  die  Gleichung  den  Wert  A^O.  Ist  also  A  nicht  gleich 
null,  so  kann  man  nicht  annehmen,  dass  a  >  a'  ist;  es  ist  also 
a « a'.  Daraus  aber  geht  weiter  hervor,  dass  A^  A'  ist 
Denn  die  Gleichung  zwischen  den  beiden  Zerlegungen  ei^ebt 
nun,  wenn  a!  ^  a  ist: 
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Auch  hier  sind  q}(x)  und  ^(a;)  zwei  Polynome,  von  denen 
das  zweite  durch  x  —  a  nicht  teilbar  ist.  Die  DiflFerenz  A  —  A' 
ist  also  gleich  null  für  o; »  a. 

Da  sonach  die  Glieder,  welche  die  höchste  Potenz  von 
X—  a  im  Nenner  enthalten,  nach  beiden  Seiten  einander  gleich 
sind;  so  kann  man  dieselben  fortlassen,  und  die  Reste  sind 
einander  gleich.  Indem  man  nun  diese  Reste  ebenso  behandelt, 
erkennt  man,  dass  auch  die  Glieder^  welche  im  Nenner  die 
höchste  Potenz  desselben  Binomes  x  —  a  oder  irgend  eines 
anderen  enthalten^  gleich  sein  müssen,  und  fahrt  man  so  fort, 
so  erkennt  man  weiter,  dass   überhaupt  die  Partialbrüche  in 

F(x) 
den  beiden  Ausdrücken  für  den  Quotienten  ^//  einzeln  unter 

einander  gleich  sind.   Daraus  folgt  auch  schliesslich  die  Gleich- 
heit von  E(x)  und  E^x). 

Folgemng.    Die  gange  Funktion,  tvelche  bei  der  Zerlegung 

F(x) 
eines  rationalen  Bruches  -jt^  auftritt,    ist  gleich  dem  ganzen 

Quotienten,  der  bei  der  Division  von  F(x)  durch  f(x)  erhalten  unrd. 
Denn  bezeichnet  man  mit  E(x)  diesen  Quotienten  und  mit 
q>(x)  den  Rest  dieser  Division,  so  ist 

fix)       ''^^^+fix) 

Da  der  Zähler  des  Bruches   ,,/  J  von  niederem  Grade  ist 

als  der  Nenner,  so  wird  diese  Funktion  für  a;-=  oo  gleich  null, 
folglich  kann  sie  keine  ganze  Funktion  mehr  erhalten. 


Zerlegung  ffir  den  Fall^  dass  der  Nenner  aus  lauter 
einfachen  Faktoren  besteht. 

894.  Es  sei  f{x)  —  (o;  —  a)  (a;  —  6) . . .  (o;  —  J),  und  a,  6, . . .  Z 
seien  lauter  verschiedene  Werte.  Bezeichnet  F(x)  ein  beliebiges 
Polynom,  so  wird  nach  den  vorigen  Sätzen: 
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Ä^B^,..  L  sind  bestimmte  Eonstante,  JE{x)  eine  ganze  Funktion. 
Wie  wir  schon  sagten,  kann  man  das  Polynom  E{x)  da- 
darch  erhalten,  dass  man  die  Division  von  F(x)  durch  f(x^ 
ausfahrt,  falls  die  Ordnung  des  Zählers  gleich  oder  grosser 
ist  als  die  des  Nenners.  Sonach  hat  man  nur  die  Grössen 
A^  B^ ...  L  zu  bestimmen.  Multipliziert  man  die  Gleichung  1) 
mit  f(x\  so  folgt: 

und  diese  Gleichung  ist  eine  identische,  d.  h.  sie  gilt  bei  allen 
Werten  von  x.  Setzt  man  x  gleich  a,  so  werden  alle  Glieder 
auf  der  rechten  Seite  null,  mit  Ausnahme  des  ersten.  Dieses 
wird  gleich  Af\a)^  wenn  man  mit  f{x)  die  Ableitung  der 
Funktion  f{x)  bezeichnet.    Folglich  ist 

J'(a)-4/'(a),  al80^-Ä 

Da  nun  a  irgend  eine  Wurzel  der  Gleichung  f{x)  =  0  ist, 
so  hat  man 

2^  ^-^,    i'-^     .L-^, 

und  die  Gleichung  1)  wird: 

Fix)  F(a)  Fjb)  F(t) 

Ist  die  Ordnung  von  F{x)  kleiner  als  die  Ordnung  m 
von  f{x\  so  wird  die  ganze  Funktion  null,  und  es  ist: 

4^     J'Cx)  F{a)  F(b)  F(l) 

^     m      na)(x-a)^  fQ>){x-V)^       fKUx-T) 
Es  sei 

F{x)  -  PoaJ"»-*+  Pia;'»-«+  ...  P„.^,a;  +  P,n-i. 

Multipliziert  man  die  Gleichung  4)  mit  f{x)  und  ordnet 
die  rechte  Seite  nach  abnehmenden  Potenzen  von  x^  so  wird 
der  Koeffizient  von  a;"»-*  gleich 


Digitized  by 


Google 


Paxtialbruchzerlegang.  553 

diese  Summe  ist  gleich  dem  Koeffizienten  von  x"*"^^  auf  der 
linken  Seite,  also  gleich  Pq;  es  ist  also 


^^  ^  rix)   ^^' 


wobei  das  Summenzeichen  Z  die  Bedeutung  hat,  dass  man  x 
durch  jede  der  m  Wurzeln  der  Gleichung  f(x)  «  0  ersetzen 
und  die  Summe  der  erhaltenen  Werte  bilden  solL  Ist  die 
Funktion  F(x)  höchstens  vom  Grade  m  —  2,  so  ist  die  Grösse 
Pq  gleich  null,  und  man  erhält  in  diesem  Falle: 

F{x) 


6)  yfl^^-0 


eine  Gleichung,  welche  bei  vielen  algebraischen  Untersuch- 
ungen nützlich  ist. 

Man  kann  der  Gleichung  6)  eine  erweiterte  Form  geben. 
Nimmt  man  an,  dass  der  Nenner  f(x)  gleich  dem  Produkte  zweier 
Polynome  <p(x)  und  flf{x)  ist,  von  denen  das  eine  vom  Grade  m^, 
das  andere  vom  Grade  m^  ist,  wobei  mi+  m^'^'m  ist.  Alsdann 
wird 

f{x)  -g>(x)i> (x),     f\x)  -  <p (x)  ^{x)  +  <p'{x)  rl> (x), 

und  68  ist  ^  Fjx) 

2j  ,,(a;)V(a:)  +  9>'(:r)t(x)— '^' 

wenn  die  Ordnung  von  F{x)  höchstens  gleich  Wi  +  «ij— 2  ist, 
und  die  Summe  für  alle  w,  +  m^  Wurzeln  der  Polynome  y  {x) 
und  'p{x\  gebildet  wird.  Setzt  man  aber  die  Wurzeln  der  Gleich- 
ung 9(a;)«0  in  diesen  Ausdruck  ein,  so  reduziert  sich  derselbe 
auf  cüe  Form!  _.  . 

_Z(?)_, 

und  setzt  man  die  Wurzeln  von  t/;(x)  «  0  ein,  so  reduziert  er 
sich  in  ähnlicher  Weise.     Es  ist  sonach 


oder 
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Die  linke  Seite  bezieht  sich  auf  die  m^  Wui-zeln  der  Gleich- 
ung g>(x)  ^  0,  die  rechte  auf  die  m^  Wurzeln  der  Gleichung 
^(x)  «  0.  Die  Gleichung  6)  geht  aus  dieser  hervor,  wenn  man 
annimmt,  dasB  die  Funktion  F(x)  durch  t^(jr)  teilbar  ist. 

Die  Partialbruchzerlegung  für  den  allgemeinen  Fall. 

395.  Der  erste  Lehrsatz  des  §  392,  durch  welchen  die 
Möglichkeit  der  Zerlegung  nachgewiesen  ist,  enthält  zugleich 
die  Methode  dieselbe  auszuführen.     Denn  setzt  man 

80  erhält  man  /"(*)  "  (^  "  «)"  /i(^)' 

Fjx)  ^      A  F,(x) 

y{x)      {z-a)'^  {x-ay-^ax)' 

indem  man  ^.  . 

^  =  £W     „„d     F,{x) tM 

/i(a)  *^  ^  x  —  a 

setzt.  Man  hat  auf  diese  Weise  einen  Partialbruch,  und  man 
findet  die  übrigen,  wenn  man  den  nämlichen  Satz  auf  den 
Quotienten  p  /^\ 

anwendet.  Hat  die  Gleichung  f{x)  —  0  lauter  einfache  Wurzeln, 
so  gelangt  man  auf  diese  Weise  auch  wieder  zu  der  vorhin 
aufgestellten  Formel.  Aber  abgesehen  von  diesem  Falle,  er- 
fordert die  Ausführung  dieses  Prozesses  ziemlich  umständliche 
Rechnungen. 

396.  Man  kann  auch  die  Methode  der  unbestimmten 
Koeffizienten  anwenden^  die  wir  schon  im  §  394  benutzt  haben. 

F(x) 
Man  setze  den  irreducibelen  Quotienten  j,;  /?  dessen  Nenner 

durch   {x  —  a)"  teilbar   sein   soll,    aber   durch   keine   höhere 

Potenz  von  x  —  a,  gleich: 

F{x)      _Ä  _      A, Aa^       {x^aYFajx) 

f{x)  ^  (x-ay'^  (x-a)—^'^"'  x-^-a^  f{x) 

gemäss  des  Lehrsatzes  I.    Multipliziert  man  dann  die  Gleichung 

mit  f{x)j  und  ersetzt  man  zugleich  x  durch  a  +  Ä,  so  folgt: 
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Nun  ist  nach  der  Taylorschen  Entwickelang: 

und  trägt  man  diese  Werte  ein,  so  wird: 

F(a)+^-F'ia)  +  ^F"ia)  +  ^..-^F''-Ka)+-. 

+ 

+  Aa-1  [^  fia)  +•••]  +  h'Faia  +  h). 

Diese  Gleichung  gilt  für  jeden  Wert  von  h;  setzt  man 
also  die  Koeffizienten  der  gleichen  Potenzen  von  h  auf  beiden 
Seiten  einander  gleich,  bis  zur  Potenz  «  —  1,  so  erhält  man: 


^     r«-Ka)  +  öAn  ^'"-*(«)  +  •  •  •  ^%Tr  /■"+'(«) 


2a-l!'  ^  ''  '  2a-2\'         ^^  '         a  +  ll 

Aus  diesen  Gleichungen  kann  man  nach  einander  die 
Werte  Ä^A^^A^...  berechnen,  und  diese  Werte  sind  endlich 
und  bestimmt,  weil  f"(a)  der  Annahme  nach  von  null  ver- 
schieden ist.  So  ergeben  sich  alle  Partialbrüche,  welche  den 
verschiedenen  Wurzeln   der   Gleichung  /(a?)  =  0   entsprechen, 
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und  die  ganze  Funktion  kann  von  vornherein  durch  Division 
von  F{x)  durch  f{x)  ermittelt  werden. 

Man  kann  die  Rechnung  auch  in  folgender  Weise  aus- 
fdhren:  Nachdem  man  durch  Division  die  ganze  Funktion  be- 
stimmt hat,  setzt  man  den  übrigen  echt  gebrochenen  Teil  gleich 
der  Summe  von  Partialbrüchen,  in  welche  sich  derselbe  zer- 
legen lassen  muss,  wobei  die  Zähler  dieser  Brüche  noch  un- 
bestimmt sind.  Entfernt  man  nun  durch  Multiplikation  alle 
Nenner  und  setzt  man  die  Koeffizienten  gleicher  Potenzen  auf 
beiden  Seiten  einander  gleich,  so  erhält  man  die  zur  Bestim- 
mung dieser  Koeffizienten  notwendigen  linearen  Gleichungen. 

397.  Endlich  kann  man  auch  die  Zerlegung  durch  ein 
Verfahren  gewinnen,  welches  nur  algebraische  Divisionen  er- 
fordert.    Denn  setzt  man  wie  vorhin 

und  schreibt  man  a  H-  /»  an  Stelle  von  x^  so  wird  die  Gleich- 
ung des  vorigen  Paragraphen,  multipliziert  mit  h^: 

und  man  erkennt,  dass  das  Polynom 

A  +  A^h  +  A^V+  . . .  .rl„-iÄ«-i 

der  Quotient  ist,  welchen  man  aus  der  Division  von  F{a  +  h) 
mit  fi{a  +  K)  gewinnt,  wenn  der  Quotient,  geordnet  nach 
Potenzen  von  A,  bis  zu  dem  Rest  von  der  Ordnung  a  ent- 
wickelt wird.  Durch  diese  Division  findet  man  also  die 
Partialbrüche,  welche  zur  Wurzel  a  gehören. 

In  gleicher  Weise  kann  man,  unabhängig  von  einander, 
die  Partialbrüche,  welche  zu  den  verschiedenen  Wurzeln  ge- 
hören, bestimmen,  noch  einfacher  aber  wird  es  sein,  die  näm- 

Fa(x) 
liehe  Methode  auf  den  Bruch     °\^  anzuwenden,  welcher  aus 

dem  Reste  der  ersten  Division  entsteht.  Alsdann  erhält  man 
die  Glieder,  welche  sich  auf  eine  zweite  Wurzel  beziehen, 
nebst  einem  dritten  Quotienten,  mit  dem  das  Verfahren  fort- 
zusetzen ist. 
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398.  Die  Yorige  Methode  hat  überdies  den  Vorteil,  dass 
man  für  die  Zähler  der  Partialbrüche  zugleich  ihren  all- 
gemeinen algebraischen  Ausdruck  kennen  lernt.  Denn  die 
Division  der  Polynome  F{a  +  h)  und  fi(a  +  h),  welche  wir 
zur  Bestimmung  der  Koeffizienten  Ä^  Ä^y  Ä^.,,  ausfähren,  ist 

dieselbe  wie  die  Entwickelung  der  Funktion  7->     ,   i{  in  eine 

nach  wachsenden  Potenzen  von  h  geordnete  Reihe,  und  da 
sich  eine  Funktion  nur  auf  eine  einzige  Weise  in  solch  eine 
Reihe  entwickeln  lässt,  so  erhält  man  dasselbe  Resultat  auch 
nach  der  Mac-L  aurin  sehen  Formel.     Setzt  man  also 

SO  Wird 

wobei  MR^  den  Rest  der  Reihe  bedeutet.    Man  erhält  also 

und  folglich  den  allgemeinen  Satz: 
Ist 

f(x)  -  (x  -  a)«(x  -  by ...  (x  -  \y 

wnd  F(x)  eine  ganze  Funktion^  welche  durch  f  (x)  dividiert  den 
ganzen  Quotienten  E(x)  und  eine  echt  gebrochene  Fu/nktion 
liefert f  so  wird,  wenn  man 


f(i)    ^  ''"^(x-a)«"^(x-a)— 1     2!(x-a)''-«"^  a-l!(x-a)' 

t(h)  H/Cb)  i>"(h)  0^-'(b) 

(x-b>'(x-b)f-»2!(x-b)''-'  ♦/?-!!  (x-b)' 

(5(1)  £•{!)  o»"(l)  6^-\\) 

(x-iy  ■*'(x-iy-»  ■^"2!(x-l>-»  ^  A-l!(x-l) 
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Neue  Form  der  Darstellung  einer  rationalen  Funktion 
durch  ihre  Partialbrüche. 

399.  Dem  gewonnenen  Resultate  kann  man  noch  eine 
andere  sehr  einfache  und  elegante  Form  geben,  welche  wir 
noch  aufstellen  wollen.  Man  bezeichne  mit  F{x)  eine  rationale 
Funktion,  mit  t     ^        t 

die  verschiedenen  Wurzeln  der  Gleichung 

F(^  "*  ^' 
und  mit 

die  Ordnungen  der  Vielfachheit  dieser  Wurzeln.   Femer  werde 

der  Kürze  halber        ,  .       .  x«  t-»/  x 

ip  (x)  =^(x—  x^y^  F{x) 

gesetzt,  wobei  (p{x)  eine  Funktion  bezeichnet^  die  &üc  x  ^  x^ 
einen  endlichen  von  null  verschiedenen  Wert  hat. 

Denkt  man  sich  die  rationale  Funktion  F{x)  in  ihre 
Partialbrüche  zerlegt,  so  ist  die  Summe  der  zu  der  Wurzel  x^ 
gehörigen  Brüche 

Folglich  ergiebt  sich  diese  Summe,  wenn  man  in  dem  Ausdruck 

die  Grosse  £;  gleich  null  setzt.  Die  Funktionen  ^>\x^  +  5)* 
^"(^1  +  Ö  •  •  •  können  aber  als  die  Ableitungen  von  tp  {x^  +  Q 
nach  der  Variabelen  %  betrachtet  werden,  und  man  erkennt 
leicht,  dass  der  vorige  Ausdruck  sich  auf 

reduziert,  wenn  mj  —  1 !  das  Produkt  der  m  —  1  ersten  ganzen 
Zahlen  bedeutet,  falls  mj>l  ist,  und  die  Zahl  1  bedeutet 
för  iiii  — 1. 
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ist,    80    ist    die   Summe   der   auf   die  Wurzel  x^    bezüglichen 
Partialbrüche  gleich  dem  Werte,  den  der  Ausdruck 

e-iL^i  +  ö 

1  {x^x,^^) 


f»i  — 1!  dg''»'-* 

für  g«0  annimmt.  Wenn  also  die  rationale  Punktion  F(x) 
keinen  ganzen  Bestandteil  enthält,  so  ist 

In  dieser  Formel  ist  nach  den  Diflferentiationen  g  «  0  zu 
setzen,  und  das  Summenzeichen  bezieht  sich  auf  alle  Wurzeln 
x^^x^,,,x^.  Es  ist  wohl  kaum  nötig  hinzuzufügen,  dass^ 
wenn  der  Grad  einer  Wurzel,  z.  B.  von  x^^  gleich  eins  ist, 
die  Ableitung  m^  —  1*®'  Ordnung  sich  auf 

reduziert.  * 

Enthält  die  Funktion  F{x)  eine  ganze  Funktion  E{x\ 

und  der  Wert  von  E(x)  lässt  sich  folgender massen  bestimmen. 
Bezeichnet  n  den  Überschuss  des  Grades  des  Zählers  von  F(x) 
über  den  Grad  des  Nenners,  so  wird  n  der  Grad  der  Funk- 
tion E(x),  Setzt  man  nun  in  der  Gleichung  an  Stelle  von  x 
den  Wert  y  und  multipliziert  man  beide  Seiten  mit  £^,  so  folgt: 

Hieraus  erkennt  man,  dass  wenn  0'*F(^^  in  eine  Reihe 
entwickelt  wird,  welche  nach  wachsenden  Potenzen  von  z  fort- 
schreitet, die  Summe  aller  Glieder,  deren  Ordnung  nicht 
grosser  ist  als  n,  gleich  if«J?(~-)  ist 
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Bezeichnet  nun  g  eine  Grosse,  welche  null  wird^  so  hat 
man  nach  der  Mac-Laurinschen  Formel 

also  ist 

^^(l)-g.i^(i)-.4^[g.F(|)]+|;|[s-p(|)]+...^^[e-n4)], 

oder 

£W-».[S-i'(4)]-f«-^[PF(|)]+^^[fJ'(i)] 

Man  kann  auch  einen  anderen  noch  einfacheren  Ausdruck 
für  das  Polynom  E{x)  finden.  Der  Koeffizient  von  5"^'  in 
der  Entwickelung  von  S"i^(i)  nach  ganzen  wachsenden  Po- 
tenzen von  t  is^  nämlich  gleich  dem  Koeffizienten  von  ^  in 
der  Entwickelung  von  S"+*JP(j).  Andererseits  sind  diese 
Koeffizienten  die  Werte,  welche  die  beiden  Ausdrücke 

—  und 


n  —  i\       dg"-^  n!  df 

fQr  g  -=  0  annehmen.     Also  ist  flir  g  «  0 

1      d*-'f  F(|)       1  d«e"+'-P(7) 
n  — i!       dt""'        ""  n]         dg» 
Für   den   Fall  n  —  i  reduziert   sich   der  Ausdruck   links 
auf  trF{\} 

Demnach  wird  der  Wert  von  E(x): 

^^'"'^  ^  ^  C"  t^^^^^  (1  +  ea;  +  g*^  +  • . .  g»x-)} 

Endlich  kann  man,  da  für  g  —  0  und  für  i>  n 

-^.[S-*-'^(t)]-o 

wird,  auch  schreiben: 
oder 


^^^^      H!rft-Ll_tarJ 
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Demnach  hat  man  die  folgende  Formel ,  welche  die  Zer- 
legung einer  beliebigen  rationalen  Funktion  in  eine  ganze 
Funktion  und  in  Partialbrüche  darstellt: 

Die  Grösse  S  muss  nach  den  Differentiationen  gleich  null 
gesetzt  werden. 

Spezielle  Art  der  Zerlegung  rationaler  und  reeller  Quo- 
tienten, deren  Nenner  komplexe  Faktoren  besitzt. 

400.  Die  entwickelte  Theorie  gilt  für  alle  rationalen  ge- 
brochenen Funktionen,  die  Koeffizienten  mögen  reell  oder 
komplex  sein.  Wenn  aber  die  Koeffizienten  reell  sind,  und 
unter  den  Wurzeln  des  Nenners  f{x)  ■»  0  befinden  sich  kom- 

F(x) 
plexe  Werte^  so  enthält  auch  die  Zerlegung  des  Bruches  77^ 

/  w 
komplexe  Konstanten.  In  diesem  Falle  sucht  man  die  Zer- 
legung so  abzuändern^  dass  auch  die  einzelnen  Brüche  eine 
reelle  Form  bekommen. 

401.  Die  Möglichkeit  solch  einer  Zerlegungsform  ergiebt 
sich  aus  dem  folgenden  Satze: 

Lehrsatz  L     Ist  x^+fx  +  q  das  Produkt  der  beiden 

konjugiert  komplexen  Faktoren  des  reellen  Polynomes  f(x),  und 

n  die  höchste  Potenz  dieses  Trinomes,  welches  einen  Faktor  von 

f  (x)  Uldet,  so  dass 

f(x)-(x»+px  +  q)-/;(x) 

F(x) 
ist,  so  kann  der  reelle  rationale  Quotient  -pT-y-  in  folgender 

Weise  zerlegt  werden:  ^  ^ 

F(x)^        Px  +  Q  F,(x) 

f(x)        (x«+  px  +  q)-  "^  (x^+  px  +  q)— ^fi(x)  ' 
wobeie  und  Q  reelle  Konstanten  und  V^(x)  ein  reelles  Polynom  ist. 
Denn  es  ist  identisch: 
F(x)  F{x)  ^     Px  +  Q         F(x)-^(Px  +  Q)f,(x) 

f(x)  {x^^px^-qyf^{x)'^{x^-\-px  +  qy  {^^-^px+qYf^ix)  ' 
und  man  kann  P  und  Q  so  bestimmen,  dass  der  Zähler  des 
zweiten  Teiles  auf  der  rechten  Seite  durch  x^  +  px  +  q  teilbar 

S  er  rat,  Differential- und  Integral -Bechniuig.   1.  Bd.  86 


Digitized  by 


Google 


562  Zwölftes  Kapitel.    §§  401  bis  403. 

wird,   d.  h.   dass   er  verschwindet,  wenn   man  fiir  x  jede   der 
beiden  Wurzeln  der  Oleichong 

x^  +  px  +  q  ^  0 

einsetzt.   Bezeichnen  wir  diese  Wurzeln  mit  h  +  ik  und  h  —  i  Ar, 
und  setzen  wir 

F{h  ±  ik)  -  [P{h  ±  ik)  +  Q]  f,(h  ±  ik)  =  0, 
SO  wird 

Die  Grossen  üf  und  N  sind  reell  und  haben  bestinuute 
endliche  Werte,  weil  der  Annahme  nach  f^{x)  nicht  mehr  teil- 
bar ist  durch  x*  +  px  +  q.  Die  Gleichung  zerlegt  sich  dann 
in  die  beiden 

Ph  +  Q^M,    Pk^N, 

welche  für  P  und  k  die  reellen  und  endlichen  Werte  ergeben: 

N  Mk-Nh 

1.  '     V  ' 


k'    ^  k 

Nachdem   die  Werte  von  P  und  Q  auf  diese  Weise  be- 
stimmt sind,  setzt  man 

Fix)-iPx  +  Q)f,(x)    '^ 

x^  +  px  +  q  ^^  ^' 

und  Fi{x)  wird  ein  reelles  Polynom,  und  man  erhält: 

F{x)  Px  +  Q  F,(x) 

{x^  +  px  +  qy  t\{x)  ^  {x^  +  i)a;  +  q)-  "^  {x^  +  px  +  ö)— Yi(^)  ' 
was  zu  beweisen  war. 

Folgerong.     Die  rationale  gebrochene  Funktion  -öf\  ^^ws^ 
sich  in  folgender  Weise  zerlegen:  ^  ^ 

F(X)  Px  +  Q         ■  PiX  +  Qi  Pn-lX  +  Qa     1       F,(x) 

f(x)  "(x«+px  +  q)'^"^(x«+px  +  q)»-^^'*'  (xHpx  +  q)^"^  i\{x)  ' 

wobei  P,  Q,  Pi,  Qi  ...  reeUe  Konstanten  und  Fn(x)  ein  reeUes 
Polynom  bezeichnen, 

402.  Verbindet  man  diesen  Satz  mit  dem  analogen  des 
§  392,  so  erhält  man  den  folgenden: 
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LehrsatB  n.     Zerlegt  man  das  reelle  Polynom  f(x)  in 
seine  reellen  Faktoren,  ersten  und  eweiien  Grades,  derart  dass 

f(x)  =  (x -  «)« (x  - ^)/^ ...  (x - ly  (x«+  px  +  g)°...  (x«+  rx  +  s)- 

F(x) 
ist,  so  kann  man  die  rationale  Funktion  -öf^  w  folgender 

Weise  darstellen:  ^ 

Tw"^w+(r:r^+(x-«)---^+'-*r=^' 
+ 

■*"  (x  -  ly  "^  "(x  -  ly-i'  "^  "•  X  -  l' 

Px  +  Q  Pix  +  Qi  Pn-irr  +  Qn-i 

"^(x^+px  +  q)"^     (x*+px  +  q)»*-i     ""     x*+px  +  q     ' 

Rx4-S         R^x  +  Si  Rm-ix  +  S„»^i 


(x*+rx  +  8)"^     (x^+rx  +  s)"»-*  (x*+rxH-s) 

E(x)  besfeichnet  eine  ganze  Funktion,  die  auch  null  sein  kann, 
die  Grössen  A,  Ai...L,  Lj.-.P,  Q,  Pj,  Qi...  sind  reelle 
Konstanten, 


Lehrsatz  m.    Die  rationale  Funktion  kann  nur  auf 

eine  einzige  Weise  in  der  angegebenen  Form  zerlegt  werden. 

Angenommen,  es  seien  zwei  Werte  fQr  die  nämliche  ratio- 

F(x) 
nale  Funktion  ^}  /  gefunden.    Wie  im  §  393  kann  man  als- 

.  '^^^ 
dann   die   Gleichheit  der  Partialbrüche  beweisen,  welche   zu 

linearen  Faktoren   des   Nenners  gehören.    In  gleicher  Weise 

lässt  sich  dieselbe  aber  auch  fQr  die  Faktoren  zweiten  Grades 

Px  +  0 
beweisen.    Ist  nämlich  7-5-; 7—^  das  Glied,  dessen  Nenner 

die  höchste  Potenz  von  x^  +  px  +  q  in  der  ersten  für  -77^ 

P'rc  +  0'  ^^^ 

gefundenen  Zerlegung  enthält,  und   ,—5— .     >  ,  das  ana- 

K^  +px+  q)"" 

löge  Glied  in  der  zweiten,  so  muss  n^^n^  sein.   Denn  nimmt 

man  an,  dass  n>  n^  wäre,   so  würde  aus  der  Gleichheit  der 

beiden  Formeln  für  -77^  eine   Gleichung   für  den  Wert  von 
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Px  4-  Q 
7-5-- T—7Z  folgen.    Dieser  Wert  würde  durch  eine  Summe 

von  Grossen  dargestellt  sein^  von  denen  keine  in  ihrem  Nenner 
eine  Potenz  von  x^  +  px  +  q  enthält,  deren  Exponent  grosser 
ist  als  n  —  1.  Bringt  man  diese  Glieder  alle  auf  gleichen 
Nenner,  so  erhält  man  eine  Gleichung  von  der  Form: 


oder 


Px+Q <p{x) 

{x^  +  px  +  qY  "*  {x^  +  px  +  5)"-^^(a;)' 

Px  +  Q^{x'  +  px  +  q)^^^ 


(p(x)  und  '^{x)  bezeichnen  Polynome,  von  denen  das  zweite^ 
rl>{x\  durch  x^  +  px  +  q  nicht  teilbar  ist.  Diese  Gleichung 
ist  aber  unmöglich;  denn  die  Gleichung  P:i:  +  Q  —  0  müsste 
die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung  x^  +  px  +  q^O  zulassen, 
was  nicht  eintreten  kann,  da  P  und  Q  der  Voraussetzung  nach 
nicht  beide  gleichzeitig  null  sind.  Man  kann  daher  weder 
n>  fi  noch  ri  >  n  annehmen,  folglich  ist  n'  «=  w. 

Weiter  ist  zu  zeigen,  dass  auch  P^  P^  und  C  —  C'  is^- 
Denn  betrachtet  man  wiederum  die  Gleichung,  welche  zwischen 

7J7/„\ 

den  beiden  Formen  von  -fr-\'  besteht,  und  vereinigt  man  auf 

•  Q-.      A'      WA         rp^^^'^P^Q  .         P'X  +  Q' 

emer  Seite  die  beiden  Terme  7-5 ^^-  und  7-5 ^^» 

{pir-\-px  +  qy  {x^-\-px  +  g)* 

auf  der   anderen   die   übrigen,    deren   Nenner   keine    höhere 

Potenz   von  x^  -^  px  -^  q   als   die  n  —  1*®  enthält,   so   ergiebt 

sich  die  Gleichung 

(P-POa:  +  ig-g^ y(^) 

{x^  +  px  +  q)""  (ar*  +  jpa;  +  g')*-i^(rc)' 

oder 

Auch  hier  bezeichnen  (p{x)  und  ^{x)  Polynome,  von  denen 
^{x)  jedenfalls  nicht  teilbar  ist  durch  o(^  +  px  +  q^  und  es 
folgt  also  wie  oben     j>  _  p^     0-0' 

In  den  beiden  Formen  von    .; .    sind   also   die   Glieder, 

f{x)  ' 

welche  im  Nenner  die  höchste  Potenz  eines  Faktors  zweiten 
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Grades  enthalten,  einander  gleich.  Läset  man  diese  Glieder 
fort,  80  sind  die  Reste  einander  gleich,  und  wendet  man  die- 
selbe Betrachtung  auf  diese  Funktionen  an,  so  sieht  maU;  dass 
die  beiden  Formen  der  betrachteten  Quotienten  aus  Partial- 
brQchen  zusammengesetzt  sind,  welche  paarweise  überein- 
stimmen; zugleich  ergiebt  sich  auch  die  Gleichheit  der  ganzen 
Funktionen,  falls  solche  vorhanden  sind. 

404.  Methode  der  Zerlegung.  Um  die  Zerlegung  aus- 
zuführeu;  wird  man  die  ganze  Funktion  und  die  Partialbrüche, 
welche  zu  reellen  Faktoren  ersten  Grades  gehören,  so  be- 
stimmen, wie  es  im  §  395  und  in  den  folgenden  gezeigt  wurde. 
Die  Brüche^  welche  zu  reellen  Faktoren  zweiten  Grades  ge- 
hören, kann  man  nach  einander  mittelst  desselben  Verfahrens 
berechnen,  welches  zum  Beweise  des  ersten  Lehrsatzes  diente. 
Auch  die  Methode  der  unbestimmten  Koeffizienten  lässt  sich 
anwenden. 

In  dem  Falle^  wo  die  komplexen  Wurzeln  der  Gleichung 
f{z)  «  0  alle  verschieden  sind,  kann  man  den  neuen  Ausdruck 

Fix) 
für  die  rationale  Funktion  .7^-  auch  ableiten  aus  demjenigen^ 

/  W 

der  im  §  394  aufgestellt  wurde.   Denn  sind  h  +  ik  und  h  —  ik 

Fix) 
zwei  einfache  komplexe  Wurzeln,  so  enthält  der  Bruch  -^^ 

die  beiden  Partialbrüche: 


m 


Fjh  +  ik)  1  ?QL-z2^}  1 

f(h  +  iJc)' x-h-ik  fik-ik)'  x-h  +  ik' 

deren  Summe  die  Form  hat 

A  +  iB  ,      A-  iß 


x  —  h  —  ik       X  —  h  +  ik 
Dieselbe  reduziert  sicli  demnach  auf 
Px  +  Q 

(x-hy+k^' 

Px  +  Q 
Hieraus  folgt,  dass  der  Partialbruch  -^ InFTTä'  ^^  ^^1" 

\X  —  tlj    "j-  rC 

chem  P  und  Q  reelle  Konstante  sind ,  die  beiden  Partialbrüche 
ersetzt^  welche  zu  den  Wurzeln  h  ±  ik  gehören. 
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Bestimmung  einer  ganzen  Funktion  yermittelst  der 
Werte,  welche  zu  gegebenen  Werten  der  Yariabelen 

gehören. 

405.  Eine  ganze  Funktion  der  Yariabelen  x  vom  Grade  m 
ist  YoUständig  bestimmt,  wenn  man  die  Werte  dieser  Funktion 
kennt,  welche  zu  m  +  1  gegebenen  Werten  von  x  gehören. 
Die  Gleichung,  durch  welche  die  Funktion  bestimmt  wird, 
ist,  wie  man  sehen  wird,  genau  die  nämliche,  welche  im  §  394 
aufgestellt  wurde,  und  die  den  Wert  einer  rationalen  Funktion, 
zerlegt  in  ihre  Partialbrüche,  ausdrückt. 

Es  seien  m^,,  w^  ,  «/g . . .  te^  die  Werte  einer  rationalen  Funk- 
tion F{pc)  vom  Grade  w,  welche  zu  den  gegebenen  Werten 
^o>  ^1  •  •  •  ^w  ^^^  Yariabelen  x  gehören.     Wir  setzen 

f(x)  «  (a;  -  iCo)  {x-x;)...{x-'  Xn), 
so  ist 

X  ~~  Xq         X  —  X-^  X  ""•  fl/frt 

und  folglich 

Da  der  Grad  von  f{pc)  um  eine  Einheit  den  Grad  von 
F{x)  übertrifft,  so  ist  nach  §  394: 

Fix)      F(x,)        1       ^  Fjx,)        1       ^        F{xm) 


fix)  fXx^)      X-Xq         f\Xj)      X-X^  f\Xm)x-Xn, 

und  multipliziert  man  mit  f{x)^  so  folgt: 
F(x)  =  u  (^-^i)(^"^2)-(^-^^)   ^^^    {x^x^){x'-x;)^^.{x^x^) 

+ 

{X'-x^){x-x,)->-(x-x^^i) 
'""  {xm  -  Xq)  {x„,  -  :ri)  . . .  (x^  -  Xm-i) 

Diese  Gleichung  giebt  die  Lösung  der  vorgelegten  Aufgabe, 
und  diese  kann  keine  andere  Lösung  besitzen.  Denn  würde 
noch  eine  andere  Funktion  F^(x)  vom  Grade  m  existieren,  die 
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von  F(x)  verschieden  ist  und  doch  denselben  Bedingungen 
genügt,  so  hätte  die  Gleichung 

deren  Orad  nicht  höher  ist  als  m,  die  m  +  1  Wurzeln  x^j 
Xi  ...Xmy  was  nur  so  möglich  ist,  dass  die  Koeffizienten  iden- 
tisch verschwinden. 


Ende  des  ersten  Bandes. 
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